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Les grands g£nies ont leur empire; ils
sont vus, non des yeux, raais desesprits;
c’est assez.
Pascal,
Нельзя было не обратить внимашя на усшия геометровъ посл^д- 
няго времени разъяснить начала Геометрш и критически разобрать 
„Начала" Евклида. Такимъ образомъ создалась громадная математи­
ческая литература въ этомъ направленш. Французсше, германсше,
итальянце, а н г а й ш е ,, руccKie и американсше геометры принесли 
дань направленно времени. Философы съ своей стороны принимали
горячее участ!е въ этой деятельности, такъ какъ происхождеше началъ 
Геометрш, и вообще всехъ понятш, есть одна изъ важныхъ задачъ 
философш.
Результатомъ такой усиленной деятельности было ближайшее 
разъяснеше значешя началъ Геометрш, полное признаше превосход­
ства „Началъ" Евклида и стараше ввести ихъ какъ руководство въ 
. школахъ. Гуель во Францш, Бальцеръ въ Германш, Бркюки и Бетти 
въ йталш стараются провести эту мысль и издали руководства для 
этой цели. Въ Англш „Начала" Евклида всегда были школьнымъ 
руководствомъ по Геометрш. Такое введете важно не вследств1е од­
ного превосходства „Началъ" Евклида, но и въ педагогическом^ 
отношешй. Преподаваше математики въ гимназ1яхъ имеетъ двои;: • ) 
цель: во первыхъ, правильное развшче способовъ мышлетя— это ц е л ь : - 
дагогическая, одинаковая для всехъ, она есть предметъ общаго образо­
вала; во вторыхъ— положить твердыя начала математики для дальнейшаго 
изучешя ея какъ науки во жЪхъ ея отрасляхъ.
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Въ педагогамескомъ отношеши Геометргя имеетъ преимущество 
передъ Алгеброй; Алгебра относительно Геометрш тоже, что письмо 
относительно литературы. Алгебра есть символическое письмо, съ по­
мощью котораго выражается количественная зависимость между вели­
чинами, следовательно наука скорее механическая, нежели мыслитель­
ная. Геометр1я-же есть наука постояннаго мышлешя, часто съ усилен­
ной деятельностью воображешя. Вслйдств1е этого преподаватель дол- 
женъ, алгебраичешя тождества, для уяснешя и удержашя въ памяти, 
сопровождать всегда геометрическими представлешями и пояснетями,— 
что принесетъ несомненную пользу.
В ведете определеннаго руководства по Геометрш и вообще по 
всймъ предметамъ, имеетъ весьма важное педагогическое значеше: 
этимъ, во первыхъ, облегчается деятельность преподавателя, часто 
неопытнаго и пе на столько знакомаго съ дйломъ, чтобы правильно 
употребить въ дело первое попавшееся подъ руку руководство, а во 
вторыхъ, этимъ достигается однообраз1е подготовки. Безъ сомнешя 
введете одного определенная руководства во все школы есть дело 
весьма трудное, но этому можно помочь толковой программой, въ ко­
торой было-бы подробно указано, что и какъ? .
Въ продолженш десяти лЬтъ,4 я былъ преподавателемъ элементар­
ной математики въ Е1евскомъ • к.адетскомъ корпусе (ныне Военная 
гимназ1я), следовательно имелъ достаточно времени, чтобы выработать
м н ете, имеющее известное значеше. Кроме этого я часто бывалъ экза-
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менаторомъ при поступленш воспитанниковъ гимназш въ университетъ 
и депутатомъ отъ Округа въ различныхъ гимназ!яхъ и реальныхъ учи- 
лищахъ. Изъ такой долгой практики я вынесъ твердое убеягдеше, 
что ничто не вл!яетъ такъ вредно на правильное математическое раз- 
вит1е воспитанниковъ, какъ большое разнообраз1е руководствъ, отъ чего 
происходитъ не знаше Геометрш, какъ строгой логической системы, 
а знаше какой-то смеси теоремъ, часто весьма бойкое, но безъ вся- 
каго логическаго порядка.
Не въ знаши большаго числа теоремъ, не въ быстромъ решенш
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геометрическихъ з'адачъ, а въ понимащи строго-логи ческой по следова-
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тельности самыхъ необходимыхъ теоремъ, заключается вся важность педа- 
гогическаго значешя Геометрш въ общемъ образованш юношества.
Преподаваше Геометрш должно быть такъ ведено, чтобы воспи- 
танцикъ сознавалъ, что такая-то теорема не можетъ быть доказана
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прежде такой-то, а если и можетъ, то почему поставлена въ такомъ- 
то месте? Такимъ образомъ, при преподаванш, въ геометрическую сис­
тему войдетъ небольшое число самыхъ необходимыхъ теоремъ, осталь- 
ныя-же, относящаяся къ известному отделу, должны войти въ виде 
уиражненш въ классе или вне класса. При такомъ способе изложешя 
Геометрш, преподаватель будетъ въ состояши настоять на томъ, чтобы
воспитанники не только твердо знали теоремы курса, но и помнили 
бы ихъ порядокъ.
Тщательпое внимаше должно быть обращено на атомы, опре- 
дгълетя и допущенгя и выяснены, постепенно, ихъ смыслъ и значеше. 
Эта часть у насъ почти ускользаетъ отъ внимашя воспитанниковъ. 
Далее необходимо выяснить:
1) Что такое теорема и проблема? какая между ними разница? 
изъ какихъ частей состоитъ теорема? что такое обратная теорема? 
всегда-ли она возможна? примеры случаевъ возможности и невозмож­
ности.
2) Что такое доказательство? кашя бываютъ роды доказательствъ?
р
постоянное выяснеше синтеза, анализа и приведетя къ нелгьпости
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или апагогическая о способа. Для такого выяснешя преподаватель дол­
женъ пользоваться теоремами наиболее къ тому удобными.
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На эти пункты должно быть сосредоточено особенно внимаше 
преподавателя въ продолженш всего курса— они составляютъ логичес­
кую основу Геометрш и всей вообще математики. Ни въ какой науке 
немогуть быть такъ осязательно выяснены три метода доказательствъ, 
упомянутые выше, какъ въ Геометрш. .
Я часто встречалъ на экзаменахъ воспитанниковъ, прекрасно до- 
казывающихъ теоремы, но которые смутно понимали значеше акс1омъ 
и не имели никакого пошшя о допущеши (postulatum) Евклида, на 
которомъ основана вся геометрическая система. Это происходить отъ 
того, чго более обращается внимашя на у м е т е  доказывать теоремы, 
нежели на содержае1е доказательства и на логическое течеше теоремъ.
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Требовать вполне зр'Ьлаго знашя и понимашя 1 еометрш, какъ науки, 
отъ воспитанниковъ, только что окончившихъ гимназически курсъ, не 
возможно; это знаше должно быть таково, чтобы, при дальнейшемъ 
изучен!и математики, могло созреть и обратиться въ отчетливое пони- 
маше геометрической системы. Такая зрелость приходить постепенно, 
поэтому имело бы громадное значеше, въ этомъ отношенш, повтореше
Геометрш въ педагогическомъ классе, не въ смысле переделки теоремъ, 
какъ у насъ часто выражаются, а въ смысле ихъ логической посгЬдо- 
вательности и историческаго происхождешя. Ничто такъ не помогаетъ 
твердо удерживать въ памяти известныя истины, какъ истор1я ихъ 
происхождешя. Геометр1я, освещенная историческими данными, делается 
живее я занимательнее.. Къ сожал'гЬшю это у насъ вовсе не практикуется, 
и едва некоторые изъ воспитанниковъ знаютъ имя Архимеда. Скажу 
более: громадное значеше и несомненную пользу имело бы открьше 
въ университетахъ каеедры „ исторш математическихъ наукъ", целью ко­
торой были-бы изложеше исторш р а з в и т  математическихъ наукъ у  
всехъ народовъ, съ указашемъ характера каждой нацш въ этомъ от­
ношенш, и критическШ разборъ всехъ методовъ изследовашй отъ самыхъ 
древнихъ временъ до настоящаго.
Въ этомъ отношенш классики последовательнее геометровъ: у  
нихъ тщательно анализируется каждая фраза,, въ известномъ сочиненш,
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разбирается почему употреблена такая-то форма, а не другая, для. вы­
ражения известной мысли и т. д.
Воспитанникъ, окончи в шШ, гимназически курсъ поступаетъ въ 
. университета не съ логическимъ отчетливымъ знашемъ Геометрш, а 
съ механическимъ, т. е. знаетъ, какъ говорятъ, переделать теоремы. 
Онъ знаетъ, напримеръ, что сумма внутреннихъ угловъ въ треуголь- 
нпке равна двумъ прямымъ угламъ, но эта истина остается для него 
* : гГ.льнымъ фактомъ, при которомъ не является целая картина предъ- 
!\ихъ неразрывныхъ истинъ. Оиъ даже не знаетъ, что эта истина 
и постулатъ Евклида одно и то-же.
Таковы были мотивы, побудивнпе меня предпринять предлагаемый 
* обширный трудъ и присоединить къ нему „Кратгдй историческШ 
очеркъ развитая Геометрщ" отъ самыхъ древнихъ временъ до настоя­
щаго времени.
Какое изъ сочинешй имело столько издашй? По какому сочине- 
шю училось столько людей? Какое сочинеше образовало столько зна- 
менитыхъ геометровъ, каковы: Декартъ, Ньютонъ, Лейбиицъ, Эйлеръ, 
Лагранжъ и мнопе дру rie. Наконецъ, какое сочинеше выдержало серьезную 
критику своихъ учениковъ, глубоко изучившахъ его, и все таки вышло 
победителемъ? По „Началамъ“ Евклида учились: Дантъ, Петрарка, Тассо, 
Микель-Анджело, Леонардо-да-Винчи, Бокаччш и др. знаменитые пи­
сатели. „Начала" Евклида принадлежать къ числу техъ зам'Ьчатель-
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нихъ творенШ древняго Mipa, которыя всегда останутся образцами въ - 
своемъ роде, которымъ темъ больше удивляешься, чгЬмъ более ихъ чи~ 
таешь, и которыя обыкновенно приписываются не одному лицу. Если 
съ перваго раза, нгЬкоторыя части его и кажутся утомительными, то 
это происходить, вследств!е того отличительнаго характера новыхъ ме­
тодов ь изслйдованш, къ которымъ мы привыкли; но по мгЬр£ того, 
какъ мы углубляемся въ изучеше этого замгЬчательнаго сочинешя, та­
кое впечатлите исчезаетъ, а является сознаше необыкновенной стро­
гости доказательствъ и логической последовательности въ порядке 
истинъ. Такое, напримеръ, впечатлеа!е производить съ перваго раза 
десятая книга „ Началъ но вместе съ этимъ ни одна изъ книгъ не 
поражаетъ насъ такою глубиною изсл'Ьдовашй. Таковъ характеръ на- 
стоящаго сочинешя. Преподаватель найдетъ въ немъ неизчерпаемый 
источникъ матер1ала для своихъ лекцш, которымъ онъ долженъ только 
съ умйшемъ пользоваться. Новые геометры, Ныотонъ и друие, были 
такъ поражены глубокимъ синтезомъ древнихъ математиковъ, что свои 
открьшя, сделанныя съ помощью новаго анализа, переделывали на 
древшй синтезъ. .
Чтобы выяснить значеше оп'редтълент, аксгомъ и допущеигй, я, 
во Введенш изложилъ изследовашя Лежандра, относительно суммы 
угловъ въ треугольнике, связь этой теоремы съ допущетемъ Евклида 
и систему Лобачевскаго, носящую назваше Неевклидовской Геометрии, 
въ которой допущеше Евклида изменено въ известномъ смысле. Изу­
чеше такой системы бросаетъ яркш светъ на начала Геометрш и даетъ 
более правильный взглядъ на допущеше, которое было предметомъ 
многихъ недоразумйшй, споровъ и изследовашй. '
За Введешемъ следуетъ переводъ „ Началъ “ Евклида съ замеча- 
шями и дополнешями. Замечашя относятся къ теоремамъ и касаются 
вопросовъ о ихъ месте и способахъ доказательствъ. Въ дополнешяхъ 
изложены те части, которыхъ недостаетъ въ „Началахъ“. Въ конце 
сочинешя приложены задачи къ каждой книге, съ указашемъ, катя  
именно теоремы каждой книги должны быть взяты въ соображеше при 
р еш ети  указанныхъ задачъ.
Скажемъ теперь несколько словъ о каждой книге, о примечаш- 
яхъ и дополнешяхъ. .
„ Начала “ Евклида состоять изъ 15-ти книгъ, две последшя при- 
цисываютъ Гипсиклу, Изъ тринадцати остальныхъ 5, 7, 8, 9 и 10-я
составляютъ ариометику древнихъ, 5, 7, 8 и 9-я ращональную, а 10-я  
ирращональную. Изъ ариометическихъ книгъ я перевелъ только 5 ю 
и 10-ю, которыя имеютъ более геометрически характеръ, въ особен­
ности 10-я. Остальныя же я нашелъ излишнимъ переводить.
Книга L  Книга первая состоитъ изъ 48-ми предложешй, которыя 
заключаютъ две группы предложешй. Первую группу составляютъ 28
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предложешй, вытекающихъ изъ количественныхъ аксюмъ и двухъ гео-
метрическихъ— опред^летя прямой и совместимости частей плоскости
какъ прямо, такъ и* обратно. Эта группа теоремъ составляетъ основу
Геометрш, он е размещены въ такомъ логическомъ порядке, что, за
исключен!емъ весьма ничтожныхъ перемещешй, другаго порядка имъ
дать невозможно. Вторая группа теоремъ вытекаетъ изъ допущены
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Евклида или его знаменитаго постулата. Эти теоремы составляютъ 
основу теорш параллельныхъ линш и теорш пропорциональности. Что­
бы выяснить значеше и смыслъ допугцетя Евклида преподаватель? 
после 28-го предложешя, долженъ изложить первыя шесть предложешй 
Введешя и отчетливо показать связь между дощщенгежь Евклида и 
суммою внутренних^ угловъ въ треугольнике. Изложеше этой связи 
можетъ быть сделано только въ педагогическомъ классе или въ пос- 
леднемъ, при повторены, такъ какъ такое изложеше для начинающихъ 
невозможно. Изъ теорш параллельныхъ лиши вытекаетъ группа теоремъ 
отъ 35-й до 48-й, относящихся къ преобразовашю одной фигуры въ 
другую. Эта книга заканчивается знаменитой теоремой Пиеагора, до­
казанной на основашй преобразовашя фигуръ.
Книга II. Вторая книга составлена изъ предложешй, представляго- 
щихъ геометрически алгебраичесшя тождества, вытекаюпця изъ трехъ 
основныхъ законовъ количествъ:
1) Закона пересшановгтельнаго, выраженнаго двумя тождествами:
*  •
а 4- Ь=Ъ + а аЪ—Ьа
I
изъ которыхъ, первое выражаетъ сложеше лишй, а второе построеше
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прямоугольника, коего стороны суть а и Ь (см. примеч. 1, кн. 2).
2) Закона распредгълителъпаю, выраженнаго тождествомъ (кн. 2,
пред. 1)
* +
a (b ± c)— abzhac
3) Закона повторителънаго, выраженнаго тождествомъ
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въ Плаииметрш это тождество только втораго измйрешя, т. е. а .а = а 2, 
а въ Стереометрш третьяго, т. е. а .а .а = а 2а ~ а ь.
Предложешя 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 и 10-е суть алгебраичесмя 
тождества, которыя написаны въ конце книги въ примечанш 5. Съ 
помощью предложешй 4, 5, 6 и 7-го можно решить геометрически урав- 
нешя второй степени формы
X2zt:p x = q 2 и рх— x2—q2
а какимъ образомъ будетъ показано въ „Историческомъ очеркгЬ“.
Предложеше 11-е было названо древними золошымъ дшетемъ 
прямой. . . .
Большая часть предложенш этой книги исчезла изъ нашихъ ру­
ководству между т'Ьмъ какъ эти предложешя весьма важны для кон- 
кретнаго представлешя алгебраическихъ тождествъ и для проведешя 
параллели между алгебраическими преобразованиями и геометрическими 
построешями. Вторая книга есть Алгебра древнихъ: съ помощью изло- 
женныхъ въ ней предложешй, древше геометры делали геометричесшя 
преобразовашя, соответствующая нашимъ алгебраическимъ. Въ педаго- 
гическомъ отношенш эта книга имеетъ большое значеше: преподава­
тель . долженъ воспользоваться ею для выяснешя> тесной связи между 
Алгеброй и Геометр1ей.
'  .  *  V  .
Книга I I I  Въ третьей книге изложены все основныя свойства
% * •
круга, между этими предложешями находятся 7 и 8-е, которыя должны 
служить къ объясненшг что такое _ наибольшая—maximum и наимень­
шая— minimum величины. Предложешя: 35, 86 и 37-е у насъ обык-
%
новенно излагаются въ отделе подоб1я фигуръ и пропорщональносши 
лиши, но изложеше ихъ въ томъ смысле, въ какомъ они изложены 
въ третьей книге „Началъ^, даетъ более ясное конкретное представ- 
леше. . .
' Книга IY . Въ четвертой книге излагаются предложешя: какъ 
вписать въ кругъ и какъ описать около него правильный треугольникъ, 
квадратъ, пятиугольникъ, шестиугольникъ и пятнадцатиугольникъ. Осо­
бенное внимаше должно обратить на 10-е предложеше, такъ какъ оно 
имеетъ много следствШ, которыя указаны въ задачахъ, относящихся къ
этой книге. . •
> - « ’
Книга F ,— это ращональная ариеметика древнихъ. Такъ какъ h$- 
которыя определения этой книги были предметомъ многихъ споровъ,
недоразум4нш и ивсл'Ьдовашй, то я въ примечашяхъ къ ней изложилъ 
нынешнее воззр^ше на отношешя и пропорщй и показалъ, что пятое 
определеш е Евклида, которое и было предметомъ нсдоразумешй, тож­
дественно съ нашимъ самымъ общимъ, относящимся къ несоизмери­
мыми величинамъ. Пятое определеше темъ более казалось непонят- 
нымъ, что за нимъ следуетъ шестое, въ которомъ определяется про- 
порщональность весьма просто, но это определеше, по своему смыслу, 
относится только къ величонамъ соизмеримыми Затемъ следуетъ еще 
одно определеше пропорщональности— 8-е. Эти три определешя и сби­
вали геометровъ.
Я заметилъ, что эта часть у насъ въ школахъ весьма слаба, а 
потому я въ примечашяхъ 3 и 5-мъ изложилъ все, что касается от- 
ношешй и пропорщй.
Книга TL  Въ шестой книге изложены: отношеше площадей фи­
гуръ и все теоремы пропорщональности и, подоб1я. Въ этой книге 
преподаватель долженъ обратить особенное внимаше на те предложе­
шя, 8, 9, 10, 11, 12 и 13, которыя служатъ къ построешю алгебраи- 
ческихъ выраженш, каковы:
, аЬ а2 а2Ьс а3 —  ------- -
с ’ ! ’ - ф  ’ Ъс', v  аЪ ’ у  а2- Ъ2’ и т - д-
• 4  •  I
~
Должно обратить внимаше на предложешя 24, 25, 26, 27 28 и 29, 
которыя изчезли изъ нашихъ руководствъ, но которыя весьма важны 
въ томъ отношеши, что могутъ служить къ реш енш  квадратныхъ 
уравненш. П редлож ете 30-е есть золотое д е л е т е  прямой, которое 
было уже, только въ другой форме, дано во второй книге. .
Въ примечавш 23-мъ прибавлены теоремы, которыя не находятся 
у  Евклида.
Шестой книгой заканчивается Планиметр1я. Следовательно недос- 
таетъ отдела объ измеренш круга, т. е. изследовашй объ опред^леши 
отношешя между окружностью и д!аметромъ. Поэтому въ прибавленш I 
я изложилъ, все то, чего у Евклида недостаетъ, именно: о многоуголь- 
никахъ вообще и о звездныхъ въ особенности, все предложешя, 
служапця къ определешю отношешя окружности къ д1аметру, исторш  
этихъ розыекашй и перевелъ книгу Архимеда „Объ измеренш круга" 
(К6*лХои ё̂тру)<п?), о которой часто говорятъ, но которая мало кому из­
вестна. Въ примечашяхъ къ ней сделаны необходимыя пояснешя;
УШ
IX
наконецъ, изложенъ методъ предйловъ и новейппе методы для опреде-
лешя тс. • -
Книга X , это ирращональная ариометика или алгебра древнихъ, 
образецъ глубокомысл1я древнихъ геометровъ. Въ примечанш 14-мъ 
къ этой книг^—все изследовашя, изложенныя въ ней, переведены на 
нашъ алгебраичестй языкъ. Читатель долженъ обратить особенное 
внимаше на первыя восемнадцать предложешй, въ которыхъ изложены 
основныя свойства несоизмеримыхъ величинъ по способу древнихъ, но 
который не излишне прочесть и новымъ геометрамъ. Кроме того, за­
ел уживаетъ внимашя предложеше 29-е съ его следств1ями и предло­
жеше 117-е. Впрочемъ небезполезно прочесть внимательно всю книгу.
Книги X I, X I I  и X I I I  составляютъ Стереометрш; последшя 
дв k книги, X I Y n X T ,  некоторые приписываютъ математику Гипсйкл у, 
жившему во второмъ веке по P. X. Въ примечашяхъ и въ тексте, я 
пояснилъ то, что считается въ „Началахъ“ темнымъ или недосказан- 
нымъ, и прибавилъ то, чего у Евклида недостаетъ. Особеннаго вни- 
машя заслуживаетъ примечаше 1-е къ тринадцатой книге „ Началъ*, 
въ которой Евклидъ определяетъ кратко, что такое анализа ч и синтезъ 
и приводитъ примеры для обоихъ способовъ. Къ этому месту я при- 
бавилъ примечаше, въ которомъ подробно разобралъ оба способа и 
привелъ примеры, какъ того, такъ и другаго.
Въ книгахъ ХГУ-йиХУ-й изложены свойства правильныхъ мно­
гогранниковъ, а въ прибавлены УШ-мъ „О многогранникахъ“ мною 
изложены все новейппя изследовашя объ этихъ телахъ.
Наконецъ, такъ какъ въ „Началахъ^ Евклида не изложено из- 
мереше объемовъ и поверхностей телъ какъ ограниченныхъ плоскими 
поверхностями, такъ и круглыхъ телъ, то я въ IX прибавлены помес- 
тилъ все, что касается этихъ предметовъ.
Въ конце сочинешя я при бавилъ собраше задачъ къ каждой 
книге съ указанГемъ, къ какому отделу каждой книги оне принадле­
жать, и как1я предложешя должны употребляться при ихъ решенш. 
Въ конце же помещено еще несколько замечательныхъ задачъ съ ихъ 
решешями. .
Сочинеше заканчивается двумя прибавлешями XI-мъ и XII-мъ; 
въ первомъ изъ нихъ изложено о наибольшихъ и наименьшихвеличи- 
нахъ въ Геометры, а во второмъ объ отргщательныхъ колгшества$0
Въ обоихъ прибавлешяхъ выбраны примеры, которые могли-бы сду-~
• *
жить наилу чшимъ пояснешемъ изложеннаго. Преподаватель, въ продол­
женш  всего курса, долженъ указывать на существоваше наибольшей 
или наименьшей величины въ известномъ предложешй и указывать 
связь этихъ величинъ съ возможностью и невозможностью р еш ет я  
квадратныхъ уравненш, т. е. когда квадратное уравнеше имеетъ корни 
действительные и когда мнимые. Точно также преподаватель долженъ 
разъяснить при каждомъ удобномъ предложешй значеше отрицатель- 
ныхъ величинъ въ Геометрш. Такимъ образомъ воспитанникъ соста­
вить себе ясное понятае о техъ геометрическихъ представлешяху ко­
торыя многимъ кажутся, съ перваго раза, неясными и запутанными.
Закончу настоящее предислов!е словами Боссю, сказанными имъ 
въ его „Исторш математики": Jamais livre de science n’a . eu un succes 
comparable & celui des Elem ents d’Euclide. Ils ont ete enseignes exclu-
sivement, pendant plusieurs si£cles, dans toutes les ecoles de mathema-
•  * •
tiques, traduits et com m ents dans toutes les langues: preuve certaine
de leur excellence.
«  • •
Живой свидетель подтверждающей слова, сказанныя Боссю, есть 
списокъ, приложенный въ конце сочинешя, всехъ издашй „Началъ"
Евклида, которыя намъ удалось собрать, вышедшихъ съ 1482 г. по
* -  •
1880 годъ на различныхъ языкахъ. Издашя, обозначенныя звездоч­
кой (*) были въ моемъ распоряженш. Изъ этого списка видно, что 
всехъ издашй было до 460; изъ нихъ 155 на латинскомъ и гречес- 
комъ языкахъ, 142— на англШскомъ, 4 8 — на немецкомъ, 3 8 — на фран­
цузском у 2 7 — на итальянскомъ, 1 4 — на голландскомъ, 5 — нарусскомъ, 
2 — на польскомъ и 26 на различныхъ другихъ языкахъ, какъ то: 
шведскомъ, финскомъ, португальскому испанскомъ, датскому китай­
ском у арабскомъ и др. Настоящее издаше есть пятое на русскомъ 
языке. . .
Къ означенному списку я прибавилъ списокъ сочинешй по Неев-
■ л
клидовской Геометрш, расположенныхъ въ алфавитномъ порядке. Изъ
, • *
него видно, какая громадная литература возникла по этому предмету, 
въ особенности въ последнее десятилетие. Во многихъ изъ этихъ сочи-
ш
нешй обобщаются основныя геометричесшя понятая на которыхъ стро­
ится геометрическая система. Сочинешя, обозначенныя звездочкой (*),
•  *  .
служили мне при составленш Введешя. Наконецъ, въ конце книги, 




Въ заключенш позволяю себгЬ обратиться съ истинною благодар­
ностью къ Совету Императорскаго Университета св. Владиьпра, кото­
рый всегда, съ такою готовностью, даетъ возможность, по м^рй своихъ 
средствъ, принести пользу обществу издатемъ полезныхъ сочинешй, 




Въ марте 1880 года.
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В В Е Д  E H I Е.
ИзсдгЬдовашя геометровъ конца прошлаго и настоящаго стол&пй: 
Гаусса, Лежандра, Лобачевскаго, Болэя, Риммана, Бельтрами, Гельмгольца 
и другихъ, относительно началъ на которыхъ воздвигнуть геометрическй 
строй нашего пространства, пролили яркШ св^тъ на эти начала, разорвавъ
V '
завесу, покрывавшую глубокой тайной ихъ происхождеше, значеше и взаим­
ную связь.
•  »  •  .  '  .  •
Начала эти суть первообразныя, очевидныя, простМш1я свойства про­
странства, недопускаюпця доказательства. Они опредЬляютъ пространство,
* .  • -  '  •  „  -
изъ нихъ логически выводятся все геометричесшя построешя отъ самыхъ 
простыхъ до .самыхъ сложннхъ. Это геометрическШ строй— система, въ кото­
рой, по мере возведешя здашя, мы, сравнивая факты съ данными науки, мо- 
жемъ проверять на сколько тверды начала, положенный въ основаше здашя.
Казалось бы съ перваго взгляда, что такая взаимная проверка долж­
на была устранить сомнете пъ истине геометрическихъ пачалъ, но и здесь, 
какъ и везде, пытливый умъ человека задаетъ себе вопросы: Начала эти 
суть-ли простейпйя? Существуетъ ли между ними какая либо связь? Какъ 
они явились въ нашемъ уме, т. е. врожденныя-ли они—апрюричесюя или 
почерпнуты нами изъ наблюдешй—-эмпиричесшя? Эти и имъ подобные во­
просы, какъ видно, близко касаются и математиковъ и философовъ, а по­
этому и были обширной ареной споровъ между ними. Споры эти продол­
жаются и въ настоящее время.
Систематически изложилъ, въ первый рйзъ, геометричесше элементы




• •  .  * .  * . •
Они содержать:
Опредгълетя ороц definitiones. Числомъ 34.
Требованья АЧт^ата, postulata. Числомъ три.
Это суть три элементарный построешя съ помощью которыхъ Евклидъ 
делаетъ все построешя въ своихъ элементахъ.
. 1
2
Ando мы (а£{б>[ш, a£couv, утверждать что либо достоверное, несомнен­
ное положеше). У Евклида оне названии xalvoi fvvoiat, communes notiones, 
обпця понятая— числомъ двенадцать.
Теоремы (^stopstv, созерцать, разематривать). У Евклида онЬ названии 
Протаем безъ различ1я будетъ-ли это то, что мы называемъ теоремой—  
Proposition или то, что называемъ задачей—РгоЫета.
Въ этомъ введ din я исключительно займусь аксюмами, изложу
I
все новейппя изследовашя и постараюсь, такимъ образомъ, установить пра­
вильное понимаше основныхъ геометрическихъ началъ, на которыя, у насъ 
въ особенности, обращается такъ мало внимашя.
Евклидъ даетъ следуюпця двенадцать атаомъ:
1. Величины равныя одной д той же величине равны между собою.
2. Если къ величинамъ равнымъ придадимъ величины равныя, то 
суммы получимъ равныя. *
3. Если отъ величинъ равныхъ отнимемъ величины равныя, то остат­
ки получимъ равные.
4. Если къ величинамъ неравнымъ придадимъ величины равныя, то 
суммы получимъ неравная.
5. Если отъ величинъ неравныхъ отнимемъ величины равныя, то 
остатки получимъ неравные. \
6. Величины двойныя одной и той же величины равны между собою.
7. Половины одной и той же величины равны между собою.
8. Величины, которыя по наложенш совмещаются, равны между go6oio.
9. целое более своей части. ,
10 . Все прямыя углы равны между собою.
11 . Если две прямыя линш встречаются третьей такъ, что сумма вну­
треннихъ угловъ, лежащихъ по одну сторону третьей, меньше двухъ пря­
мыхъ угловъ, то две первыя прямыя, по достаточномъ продолженш, встре­
тятся по ту сторону третьей прямой, на которой сумма внутреннихъ угловъ
меньше двухъ прямыхъ.
12. Две прямыя лиши не могутъ заключать пространства.
Эти двенадцать положешй, которыя уже неявно содержатся въ опре- 
дЬлешяхъ, разделяются на два класса: къ первому классу принадлежатъ 
положешя 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 9; они выражаютъ равенство общее величи­
намъ и составляютъ часть основашя всехъ математическихъ наукъ; ко 
второму классу принадлежатъ положешя 8 , 10, 11, 12. Это суть геометри- 
ческ1я атом ы , оне определяютъ пространство.
t  _
Все аксюмы перваго класса сводятся только къ тремъ: 1, 2 и 4.
,  ‘  .  ■ /
1. Величины равныя одной и той же величине равны между собою.
• I
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2. Если къ величинамъ равнымъ прибавимъ величины равныя, то 
суммы получимъ равныя. •
4. Если къ величанамъ неравнымъ прибавимъ величины равныя, то 
суммы получимъ неравныя.
Въ самомъ деле, акс1ома 3-я есть слйдс'ше 2-ой, такъ какъ вычи- 
Tanie есть действ1е обратное сложенно. ,
Аксюма 5-я есть сл£дств1е 4-ой по той же причине.
Аксюмы 6 и 7 суть частный случай акс!омы 1-й.
Акс1ома 9-я есть сл£дств1е 2-й и 4-й, такъ какъ эта аксюма содер- 
житъ ..опредгЬлеше, что целое есть сумма частей и что всякая величина
всегда равна самой себе.
•  •
Следовательно аксюмъ перваго класса, т. е. общихъ всймъ учешямъ 
о величине, есть только три.
•Геометричесшя аксюмы составляютъ положешя 8 , 10, 11 и 12. Въ 
некотбрыхъ манускриптахъ акс1ома 12-я стоитъ 11-й, а 11-я стоитъ 
двенадцатой: этотъ порядокъ находится поэтому и во многихъ переводахъ
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. Евклида. Если принять въ соображеше, что прямая лишя уже определена 
въ определешяхъ (орос), то первый порядокъ, можетъ быть принять, но 
если аксюмы суть основашя геометрической системы, то нужно принять 
второй порядокъ, т. е /  сначала определить прямую (акс. 12-я), а потомъ дать 
одно изъ ея свойствъ на плоскости "IJkc. 11-я). Такъ какъ определеше 
прямой въ опред)ьлетяхъ: прямая лгьнгя .есть та, которая лежишь одина­
ково относительно вскьхъ свогьхъ точекъ не есть геометрическое, не можетъ 
служить для геометрическихъ построешй, . а даетъ ея наглядную форму, 
то Евклидъ далъ 12-ю аксюму, которую онъ, вероятно, и поместилъ один­
надцатою.
Евклидъ строитъ геометрическую систему на поверхности, которую 
онъ называетъ плоскостью, следовательно геометричесшя аксюмы должны 
давать самыя обиця, необходимыя свойства плоскости, изъ которыхъ ло­
гически вытекалъ бы целый строй плоской геометрт. Что геометричесшя 
акс1омы определяютъ плоскость, выделяютъ ее, если не изъ всехъ воз-
< I
можныхъ поверхностей, то по крайней мере изъ безчисленнаго множества 
существующихъ въ пространстве, въ этомъ мы убедимся последователь­
ны мъ выяснешемъ значешя и характера аксюмъ.
Разсмотримъ каждую изъ четырехъ геометрическихъ аксюмъ. Здесь 
мы можемъ сделать анализъ каждой аксюмы только элементарный, въ 
конце же этого введешя мы изложимъ все то, что было сделано геомет­
рами по настоящее время.
Аксюма 8. Евклидъ, употребивъ способъ наложешя для доказатель­
ства равенства треугольниковъ, тймъ самымъ нрисвоилъ плоскости свои-
ство,: которое мы будемъ называть, свойствомъ совместимости. Оно; со­
стоитъ въ томъ, что фигуры могутъ перемещаться по плоскости изъ од­
ного м^ста въ другое безъ складокъ и разрыва, т. е. фигура совпадая 
всеми своими точками съ плоскостью, въ одномъ месте, совпадетъ всеми 
своими точками съ плоскостью и въ какомъ нибудь другомъ. Разстояше 
двухъ какихъ нибудь точекъ. фигуры неизменяется при перемещены ея 
. по плоскости. Это свойство совместимости выражахотъ такъ: форма фигуры 
независитъ отъ положешя ея места на плоскости. Следовательно одно изъ 
основныхъ свойствъ плоскости есть совмжтгьмость, это одно изъ самыхъ важ- 
ныхъ ея свойствъ, такъ какъ только это свойство дозволяетъ сравнеше меро- 
выхъ отношенш фигуръ на плоскости. Не одна впрочемъ плоскость обладаетъ 
этимъ свойствомъ, но есть множество поверхностей, которыя имеютъ его, 
между ними я назову сферу, на которой, какъ и на плоскости, фигуры мо­
гутъ свободно передвигаться, безъ складокъ и разрывовъ, съ одного места 
въ другое. Изъ этого уже видимъ, что первая геометрическая аксюма при- 
надлежитъ многимъ поверхностямъ; мы увидимъ ниже, что эта а т о м а  
такъ важна, что по ней делятся поверхности на классы. • Евклидъ не 
выразилъ эту а т о м у  такъ какъ" мы ее выражаемъ теперь, а далъ ее въ 
виде определешя равенства геометрическихъ величинъ. Эта а т о м а  и въ 
настоящее время упускается изъ виду въ элементарныхъ курсахъ, и допу­
скается неявно въ доказательствахъ равенства фигуръ чрезъ наложеше.
Есть поверхности, на которыхъ эта а т о м а  не имеетъ места: такова, 
напримеръ, поверхность эллипсоида, на немъ фигура безъ складокъ или 
разрыва перемещена быть не можетъ, следовательно способъ наложешя, для 
сравнешя меровыхъ свойствъ фигуръ, на ней пеприменимъ. Еще могу ука­
зать на яйцеобразную поверхность, на которой фигура съ остраго конца 
неможетъ быть передвинута безъ складокъ или разрыва на тупой и об­
ратно.
Жтакъ за первую геометрическую а т о м у  мы будемъ принимать вось­
мую а т о м у  Евклида, которую мы будемъ называть аксюмой совместимости 
и которая, какъ мы: видели, принадлежать не только плоскости, но и мно­
гимъ другимъ поверхностямъ.
Аксгома 10. Все прямые углы равны, какъ увидимъ ниже, можетъ 
быть доказана и внесена въ число теоремъ.
Аксгома 12. Я ее помещаю въ томъ порядке на какой указалъ выше, 
т. е. прежде одиннадцатой.
Две прямыя лиши не могутъ заключать пространства, т. е. чрезъ 
две данныя точ$и молено провести только одну прямую лишю, или еще, 
две прямыя лиши могутъ пересечься только въ одной точке Въ такихъ 
формахъ, очевидно, можетъ быть выражена двенадцатая а т о м а  Евклида.
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Очевидно это не есть собственно аксюма, это есть определеше, которое 
даетъ геометрическШ масштабъ для построешй. Это определеше не даетъ 
никакого поняаъя о форме прямой лиши. Оно указываетъ на ту- изъ без- 
численнаго множества линШ, проходящихъ чрезъ две данныя точки, кото­
рая вполне ими определяется. Такъ какъ две данныя точки на плоско­
сти вполне оиределяготъ кратчайшее разстояше между ними, то говорятъ 
также, что прямая лптя есть кратчайшее разстояте между двумя точ-
« О
ками. Это определеше прямой принялъ въ перши разъ Архимедъ въ 
своемъ сочиненш: тгврс 2<paipac xai К\Л&5рои.
' Эта аксюма имеетъ место и на другихъ псШерхностяхъ, на которыя 
можно навить плоскость: таковы все развертывающаяся поверхности, между 
которыми мы укажемъ на прямой цилиндръ и конусъ. Если навьемъ плос­
кость, на которой проведена прямая лишя между двумя точками, то она и 
на цилиндре останется кратчайшимъ разстояшемъ, хотя можетъ принять 
весьма различныя формы, смотря по тому, въ какомъ направление навивается 
плоскость на цилиндръ: она можетъ иметь форму прямой на плоскости, 
она можетъ быть круьомъ и можетъ быть гелисомъ. Во всехъ этихъ фор- 
махъ она есть прямая лишя, проведенная между двумя точками, на ци­
линдре—кратчайшее разстояше между двумя точками, считая по цилиндру.
Хотя кратчайшее разстояше, на всякой поверхности, определяется 
двумя данными точками, но есть поверхности, которыя допускаютъ неко­
торый исключешя, напримеръ, на сфере кратчайшее разстояше между 
двумя точками есть дуга большаго круга и хотя вообще определяется двумя
данными точками на сфере, но эти точки могутъ иметь такое ноложеше,
*
что кратчайшихъ разстояшй между ними есть безчисленное множество, та­
ковы: две диаметрально противоположныя точки, чрезъ нихъ -проходитъ 
безчисленное множество дугъ болыпихъ круговъ, которыя все равны и 
суть все кратчайпия разстояшя между такими точками. Изъ этого 
также виднмъ, что на сфере все прямыя пересекаются въ двухъ 
точкахъ и всегда заключаютъ пространство, т. е. часть сферы. Евклидъ въ 
12-й аксюме недонускаетъ исключешй, а поэтому она принадлежите только
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такого рода поверхностямъ, на которыхъ две точки вполне определяютъ
прямую линно безъ всякихъ исключешй.
Итакъ, вторая геометрическая аксюма есть определеше прямой ли­
— •
ши: Прямая литя есть та, которая вполть определяется двумя точками, 
или прямая литя есть кртпчайшее разстояте между двумя■ точками. 
Эта аксюма, также какъ и первая, принадлежитъ многимъ поверхностямъ.
Дервыя двадцать восемь иоложешй Евклида доказанны имъ на осно­
вании только двухъ первыхъ геометрическихъ аксюмъ и только для даль­
нейшая развигия системы потребовалась еще одна атом а  одиннадцатая.
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Аксюма 11. Аксюма 11-я можетъ быть выражения еще въ след у ю- 
щихъ двухъ формахъ: ■
Перпендикуляръ и косвенная по нйкоторомъ продолжены встретятся.
Чрезъ данную точку, вне данной прямой, можно провести только одну 
прямую, невстречающую данной.
Легкое доказательство первыхъ двадцати восьми положешй съ 
помощью . только двухъ первыхъ аксюмъ, неочевидность одиннадцатой 
аксюмы— были причиной многихъ изследовашй, какъ въ древности, 
такъ и въ наше времщ, которыя были направленны къ тому, чтобы дока­
зать одиннадцатую а т о м у  на основашй двухъ первыхъ и внести ее въ число 
теоремъ, или заместить" ее другою более очевидною. Изследовашя эти не 
дали положительныхъ результатовъ, но выяснили смыслъ и значеше аксюмъ.
Я уже сказалъ, что аксюмы определяютъ то пространство— поверх­
ность, на которой строится система. Первыя две атом ы , какъ я поясиилъ 
выше, принадлежатъ многимъ поверхностямъ, следовательно доказать один­
надцатую а т о м у  иа основашй двухъ первыхъ, это значить показать, что 
свойство, выраженное этой аксюмой, принадлежите всЬмъ темъ поверхно­
стямъ, на которыхъ первыя две аксюмы имеютъ место безъ всякихъ ис­
ключешй и что оне достаточны для построешя геометрической системы 
Евклида, которая, такимъ образомъ, будетъ принадлежать ие только пло­
скости, но и многимъ другимъ поверхностямъ.
Я исторически изложу важней шш изследовашя относительно одиннад­
цатой аксюмы, такъ какъ этимъ путемъ всего легче показать, какъ посте­
пенно развивалось понимаше смысла и значешя геометрическихъ аксюмъ.
Уже комментаторъ Проклъ живпий въ V веке по P. X., зная, что
а
одиннадцатая аксюма есть обратное предложеше семнадцатому предложе­
ние Евклида, вводитъ новую аксюму: 'что разстояше меоюду сторонами угла, 
продолженными неопределенно, делается болте всякой данной величины, и 
на основашй ея доказываете одиннадцатую атом у . Это одно изъ древней- 
шихъ доказательствъ, дошедшихъ до иасъ.
Затемъ только въ ХШ  в. Нассиръ-Эддииъ Ат-Тусй, персидскш мате- 
матикъ, доказалъ, что сумма угловъ въ треугольнике равна двумъ прямымъ, 
на оспованш двухъ предложешй изъ коихъ одно онъ нрииялъ за аксюму 
по его очевидности вотъ она: положимъ, что две прямыя А В  и
Фиг. 1.
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CD пересеченны другими прямыми NO, LM , JIT GH, перпендикулярными
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къ CD и составляющими съ прямою А В  два угла, острый и тупой, допу- 
стимъ, что острые углы обращены въ сторону А , а тупые въ сторону В. 
Утверждается, что прямыя А В  и CD приближаются со стороны АС  и 
удаляются со стороны B D , т. е. что перпендикуляры A C < N O < L M ......
Въ 1507 году Клавш въ своемъ издаши Евклида даетъ доказатель­
ство одиннадцатой аксюмы, допуская положеше: что геометрическое лтсто 
точек о, равно отстоящихъ отъ данной прямой па плоскости, есть прямая 
лишя. .
Симсонъ, въ своемъ издаши Евклида въ 1781 году The elements of 
Euclid, повторилъ доказательство Нассиръ-Эдаша. .
Бертраиъ изъ Женевы въ 1778 году далъ въ сочиненш: Developpe- 
ment nouveau de la partie elementaire des Mathematiques новое доказательство 
одиннадцатой атомы , основанное на начале: что изъ двухъ неопредгьлен- 
нихъ пробтранствъ объемлемое метье объемлшыщго.
ВсЬ предъидупця доказательства имгЬютъ тотъ общш характеръ, что 
въ нихъ вводится новое начало, которое считается авторами проще и на 
основанш его доказывается одиннадцатая аксюма. Все эти изслйдовашя 
собраны въ разсужденш В. Я. Буняковскаго о параллельньгхъ литяхь и 
указаны недостатки каждаго изъ нихъ.
Жзслгьдоватя Жеэюандра. Более всЬхъ въ этомъ направлеши сд'Ьлалъ 
французскш геометръ Лежандръ, который въ продолженш своей математиче­
ской карьеры принимался нисколько разъ за эту задачу. Первая его по-
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пытка изложена въ его первомъ издаше Elements de geometrie въ 1794 году. 
Онъ не вводитъ новаго начала, но старается доказать, на основанш пер- 
выхъ двухъ аксюмъ, что перпендикуляръ и косвенная, по нЗжоторомъ про­
долженш, встретятся. Доказательство это онъ самъ находитъ неудовлетво- 
рительнымъ, говоря, что определеше прямой должно быть таково, чтобы 
исключало всякое сходство ея съ гиперболой, тогда только наше . доказа­
тельство было бы строго. .
Въ третьемъ издаши того же сочинешя въ 1800 году онъ даетъ дру­
гой оборотъ задачгЬ и въ этомъ направлены* изследовангя его имгЬютъ важ­
ное ^начете, хотя онъ желаемаго результата не достигъ.
одиннадцатая аксюма имЗютъ м-Ьсто на плоскости, то сумма 
тгловъ ъъ плоскомъ треугольнике равна друмъ прямымъ и обратно, если 
сук^а угловъ въ плоскомъ треугольнике равна двумъ прямымъ, то на 
плоскости одиннадцатая аксюма имеетъ место. Зная это, Лежандръ хотелъ 
доказать, на основанш первыхъ двухъ геометрическихъ аксюмъ, что сумма 
угловъ въ плоскомъ треугольнике равна двумъ прямымъ.
Прхемъ его состоитъ въ следующемъ: такъ какъ относительно суммы 
угловъ въ треугольнике можно еделать три предположешя: что она больше?
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равна или меньше двухъ прямыхъ, то следуетъ только показать, что ойа 
не можетъ быть ни больше, пи меньше двухъ прямыхъ.
Первое предположеше, т. е. что сумма угловъ въ треугольнике не мо­
жетъ быть больше двухъ прямыхъ, онъ доказалъ строго, а что она не мо­
жетъ быть меньше двухъ прямыхъ онъ могъ доказать строго только введя 
новое положеше, которое въ сущности есть ничто иное какъ одиннадцатая 
аксюма. Именно* что чрезъ данную точку внутри угла можно всегда про­
вести такъ прямую, что она встретить обе стороны угла.
Во первыхъ докажемъ, что на поверхностяхъ, допускающихъ первыя 
две геометричесюя аксюмы, и следовательно и на плоскости, существуютъ 
прямыя невстречаюпцяся. ,
Предложеше 1. Если сумма внутреннихъ угловъ, составленныхъ двумя 
прямыми А В  и CD съ третьего E F , равна двумъ прямымъ, то прямыя 
не встретятся.
Доказат. По условно мы имеемъ:
Фиг. 2.





следовательно B G E = C H F . Такимъ же образомъ найдемъ, что A G E = D H F .
. ф
Изъ равенства этихъ угловъ следуетъ равенство открытыхъ фигуръ D H G B  
и AGHC, которыя очевидно совместятся, если фигуру AG H C  наложимъ 
на фигуру D G H B , такъ чтобы точка Н  упала въ точку G и точка G  въ
точку £Г, то по равенству выше показанныхъ угловъ G A  пойдетъ по
HD, а НС  пойдетъ по GB. Если A G  и СН  встречаются, то, очевидно, 
встретятся линш B G  и DH; следовательно прямыя А В  и CD будутъ ,
иметь две обпця точки и будутъ совпадать.
Слгьдств1е. Пусть К  будетъ средина отрезка G H  и N M  прямая 
проведенная чрезъ точку -ЙГ, въ произвольномъ яаправленш, но только 
такъ, чтобы она пересекла прямыя А В  и CD. Я говорю, что сумма уг­
ловъ. лежащихъ по одну сторону прямой N M  будетъ также равна двумъ
- *
прямымъ угламъ. Легко видеть что треугольники E M G  и K N H  равны,
такъ какъ въ нихъ стороны Н К  и K G  равны и углы, прилежапце къ 
этимъ сторонамъ, также равны. .
ONM .-hAM N= GNM-h<2d—GNM )= Ы .
4
Изъ этого видимъ, что плоскость есть такая поверхность, па которой, 
чрезъ данную точку внг1> данной прямой, можно провести по крайней мтьрть 
одну прямую, которая не встрмпгтъ данной.
Предложете 2. Сумма угловъ въ треугольник^ на поверхности,’ до­
пускающей первыя двЪ акшомы, не можетъ быть болйе двухъ прямыхъ 
угловъ.
Доказат. Если въ треугольник^ A B C  чрезъ средину D  стороны В С  
проведемъ прямую A E = 2 A D ,  то получимъ дв-Ь пары равныхъ треуголь- 




Изъ равенства этихъ треугольниковъ имйемъ равенство слйдующихъ’уг­
ловъ CEA=:BAD  и АСЕ=АСВч-СВА; AEB=EACnEBA=AGB-hGBA.
•   • ч
Изъ треугольника ABG  образовался треугольникъ АЕВ  . равной съ *
нимъ площади и имйющШ углы B A D = A i , А В Е = В ± и AEB—G, . Если
•  •
<
уголъ А у будетъ менышй изъ угловъ BAD  и DAC, то, соображаясь съ 
предъидущимъ, найдемъ: •
,  •  ■ I  ,
А, =  \ А’ А ^ ° < = А’ B ,= B -h C
откуда:
т 1 ж 
A i —\—В  j —f— Сi =А -}-В —ь G ’
I
Изъ треугольника’ А Е В , полученнаго такимъ образомъ, можно точно 
также образовать треугольникъ съ углами А2 , Б 3 , С3 въ которомъ пло­
щадь будетъ равна площади треугольника ABC и
А йЧгВ2-\~ С2— A i—\—B i~\r' С{ z=zA-hB G.
2
Продолжая подобнымъ образомъ построешя, мы получимъ треугольникъ 






Въ следующемъ за этимъ треугольнике мы будемъ иметь:
Лп+ 1 -Ь Gh-1 —  ~
-  %
Изъ этого видимъ, что изъ треугольника ЛВС  можно построить, ука-
заннымъ способомъ, такой треугольникъ, въ которомъ площадь будетъ рав­
на площади треугольника ЛВС, сумма угловъ будетъ равна сумме угловъ 
того же треугольника, и въ которомъ, наконецъ, сумма двухъ угловъ можетъ 
быть сделана какою угодно малою. .
После этого легко доказать наше предложеше. Положимъ, что сумма 
угловъ въ треугольнике ЛВС  больше двухъ прямыхъ, т. е. пусть:
A -hB -hC =  2d-h&
,  _ 4
,  «
Изъ треугольника ЛВС  мы можемъ. построить такой треугольникъ съ 
углами Ап , В п , Сп , въ которомъ:
An~hBn~3r'Cw—:A—f— —1—Са=-2d—Нос, Ап-Ь-Сп^м
следовательно третШ уголъ В п долженъ 'быть больше двухъ прямыхъ уг­
ловъ, т. е. B n> 2d\ что невозможно.
Предложены 3. Сумма угловъ въ треугольнике не можетъ быть ме- 
нЬе двухъ прямыхъ угловъ.




Чрезъ точку D  проведемъ прямую E F  такъ, чтобы она встретила
  *
стороны A F  и Л Е  въ точкахъ F  и Е. Положимъ, что сумма угловъ въ
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треугольник^ ABC Оудетъ 2d—ос; въ треугольнике BED  эта сумма пусть 
будетъ 2d— а , , въ треугольнике GDF пусть она будетъ 2с?—аа , то сумма 
угловъ въ треугольнике AEF , очевидно будетъ:
2 d— (tH~2d— otH—2d— ос4—1— — ос3— 6с?=2с?— 2ос— ос4— ос2 <С[ 2с?— 2я
Изъ построенная, такимъ же образомъ, треугольника AEF  мы мо- 
жемъ построить еще треугольникъ, въ которомъ сумма угловъ будетъ ме­
нее 2d— 4а. Продолжая, подобнымъ образомъ, мы можемъ построить такой 
треугольникъ, въ которомъ сумма угловъ можетъ быть сделана менее какой 
угодно данной величины, но этого быть не можетъ, такъ какъ все пос-
I
троенные .треугольники имеготъ общш уголъ А.
\  1 “  •
Въ приведенномъ выше доказательстве я подчеркнуль слова, которыя 
составляютъ положеше Лежандра: чрезъ данную точку внутри угла можно 
всегда провести прямую, которая встргьтитъ обгь стороны угла. Это по-
ложеше равносильно одиннадцатой а т о м е . Лежандръ это сознавалъ, и
• •
поэтому старался пояснить его сравнешемъ безконечныхъ частей плоско­
сти, но дела этимъ не уяснилъ. Онъ хочетъ показать, что неприлгтно прямой 
по ея свойству всей заключаться въ угле: il repngne a la nature de la ligne 
droite qu’une telle ligne, mdefiniment prolongee puisse etre renfermee <Ians un angle. 
Въ этомъ-то Лежандръ и ошибся, такъ какъ мы увидимъ ниже, что есть 
поверхность, на которой первыя две геометричесшя аксюмы имеютъ место, 
а прямая вся можетъ заключаться въ угле.
Изъ этого видимъ, что на поверхности, допускающей две иервыя ак-
^  ■ - •  •
cioMbi безъ исключешй,. сумма угловъ въ треугольнике не можетъ быть
болт двухъ прямыхъ.
%
Следовательно, относительно суммы угловъ въ треугольник^, можно 
сделать две гипотезы: что эта сумма равна двумъ прямымъ и что она 
меньше двухъ прямыхъ. Какая изъ этихъ двухъ гипотезъ югЬетъ место 
на плоскости, доказать нетъ возможности, почему? мы увидимъ ниже.
Я теперь покажу, что если бы мы нашли на плоскости хоть одинъ 
треугольникъ, въ которомъ сумма угловъ была бы равна двумъ прямымъ, 
то всевозможные треугольники, построенные на плоскости, будутъ иметь 
тоже свойство. Изъ этого будетъ следовать, что сумма угловъ во воього 
треугольникахъ, построенныхъ на плоскости, или равна двумъ прямымъ 
или меньше.
Предложете 4. Если сумма угловъ въ одномъ треугольнике равна 
двумъ прямымъ, то она равна двумъ прямымъ и во всякомъ другомъ.
Доказат. 1) Если сумма угловъ въ треугольнике ЛВС  равна двумъ 




AD C, JDCB, A E D , отрйзанныхъ отъ треугольника ЛВС. .
Въ самомъ деле, если-бы въ треугольнике ЛВС  и ВВС  суммы уг­
ловъ были 2d—х и 2d—у, то сумма угловъ въ треугольнике ЛВС  была­
»
бы не два прямыхъ, а 2d—x—у . Тоже самое относится и къ треуголь­
нику A D E .
2) Разделимъ треугольникъ ЛВС  высотою CD  на два прямоуголь­
ные треугольника A D C  и D B C .
Фиг. 6.
* ,  I
Е  С
Одинъ изъ этихъ треугольниковъ, напримеръ, ADC , можно доиол-
нить равнымъ ему треугольникомъ AjЕС, до четыреугольника ADCE , въ
•  ^
которомъ каждый изъ угловъ прямой.
Изъ четыреугольника ADCE, прибавляя къ нему равные ему четыре- 
угольникй, мы составимъ четыреугольникъ, въ которомъ каждый изъ уг- 
ловъ будетъ. прямой, а стороны, заключаются какой нибудь изъ этихъ 
прямыхъ угловъ, будутъ т.ЛЕ и ЕС. Изъ этого послйдняго четыре­
угольника, точно такимъ же образомъ, можно построить четыреугольникъ, 
въ которомъ каждый изъ угловъ есть прямой, а стороны, заключающая 
уголъ, будутъ ш.АЕ и п.ЕС, где т и м суть ц^лыя произвольный числа.
. Этотъ посл’Ьдшй четыреугольникъ разделяется д1агональю на два рав­
ные прямоугольные треугольника, въ которыхъ, очевидно, сумма угловъ бу­
детъ равна двумъ прямымъ. Отъ такого треугольника можно отделить про­
извольный треугольникъ, въ которомъ сумма угловъ будетъ равна двумъ 
прямымъ. Следовательно сумма угловъ въ произвольно взятомъ треуголь­
нике равна двумъ прямымъ.
Изъ сказаннаго следуетъ:
1) Что сумма угловъ во всякомъ треугольнике или равна двумъ 
прямымъ, или меньше двухъ прямыхъ.
2) ВнЬшнй уголъ во всякомъ треугольник^ или равенъ ‘ сумме вну- 
треннихъ съ нимъ не смежныхъ угловъ, или больше этой суммы.
3) Чрезъ данную точку J5, вне данной прямой АЛL', можно всегда 
провести такъ прямую В М , что уголъ ВШ А  можетъ быть произвольно 
малымъ.
Для этого проведемъ прямую ВС, такъ чтобы она съ прямою А  А'
■ Фиг. 7.
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составляла острый. уголъ АСВ  и сделаемъ B G = C B ) то уголъ D ~  — AGB.
■ 2
Продолжая подобное построеше, мы найдемъ такую прямую ВМ , что 
уголъ D M B  будетъ менее какого нибудь даннаго угла.
Резюмируя все выше сказанное, мы приходимъ къ заключешямъ, что 
на поверхности, допускающей две первыя аксюмы: ;
1) Чрезъ данную точку вне данной прямой' на плоскости можно 
всегда провести прямую, не встречающую данной, но единственная ли это
прямая не встречающая, на основанш первыхъ двухъ аксюмъ, мы решить
не имеемъ возможности. • ' ' ’ "•
2) Что сумма угловъ во всякомъ треугольнике или равна двумъ пря- 
мымъ, или меньше двухъ прямыхъ. ‘Какое изъ ’этих^ двухъ положешй 
шгЬетъ место на плоскости, т. е. на поверхности, допускающей первыя
две аксюмы, мы решить, на основанш первыхъ двухъ аксюмъ, также не• ’• ■ * . * ^
можемъ. . ' .
Я теперь покажу связь двухъ предъидущихъ заключенШ.
Предложете 5. Если чрезъ данную точку вне данной прямой можно 
провести только одну прямую, не встречающую данной, которая въ такомъ 
случае называется параллельною данной прямой, то сумма внутреннихъ
■ , • ъ
угловъ въ треугольнике равна двумъ прямымъ.
Доказат. Чрезъ вершину G треугольника ABC  проведемъ параллель­
ную JDE противулежащей стороне АВ.
Фиг. 8.
А  *
Такъ какъ D E  есть единственная прямая, проходящая чрезъ точку
С и не встречающая основашя АБ, то (см. пр. 1) уголъ A =A C D , уголъ 
В = В С Е , следовательно:
A-\-B-\—C'=z2d.
s  -
1 Предложенье 6. Обратно, если сумма угловъ въ треугольнике равна 
двумъ прямымъ, то, чрезъ данную точку вне данной прямой, можно про­
вести только одну лишю не встречающую (параллельную) данной.
Доказат. Пусть D E  (см. чер. 8) будетъ параллельная прямой АВ, 
проведенную чрезъ точку С, а АС  секущая. Положимъ, что сумма угловъ 
ВАС  и АСЕ  не равна 2d, т. е. пусть:
ВАСч-АСЕ=Ы —а.
%
Чрезъ -точку С проведемъ прямую СВ  такъ, чтобы уголъ СВ А
былъ< а. По гипотезе сумма угловъ въ треугольнике A B C  равна двумъ
.  *  *  *  *  *
прямымъ, т. е.:
В A C-t-A СВ-i- СВА=Ы
подставивъ вм'Ьсто 2d эту величину въ предъидущее выражеше, найдемъ:






I  .  %
чего быть не можетъ, такъ какъ прямая ОВ лежитъ внутри угла АСЕ .
Изъ всего сказаннаго видимъ, что все усшпя геометровъ дока­
зать прямо одиннадцатую аксюму Евклида, - на основашй двухъ первыхъ 
аксюмъ, не имели успеха. Оставалось одно предположить, что одиннадцатая 
аксюма на плоскости не имеетъ места и построить Геометрическую систему
въ этомъ предположен^. Если одиннадцатую аксюму можно доказать,
•  ,
т. в. если она можетъ быть сведена на двЬ первыя аксюмы, то построен­
ная система должна привести къ абсурду; въ противномъ случае, т. е. 
если система всегда остается логична во всехъ своихъ частяхъ, мы должны 
заключить, что одиннадцатая аксюма доказана быть не можетъ.
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Построеше такой системы предпринялъ въ 1829 году русскШ гео- 
метръ, ирофессоръ Казанскаго университета, Н. И. Лобачевеюй.
Въ этомъ году ЛобачевскШ напечаталъ въ Казанскомъ ВЬст- 
нике сочинеше: О началахъ геометрш. Въ 1835, 1886 и 1838 гг. онъ
ш ‘
напечаталъ въ Ученыхъ Запискахъ Казанскаго Университета: „Новыя на* 
чала геометрш съ полной Teopieft параллельныхъ “. Это сочинеше было напе­
чатано въ журнал^ Крелля подъ заглав1емъ: Geometric imaginaire и въ 1874 
году переведено на итальянсюй языкъ.
Сочинешя эти, съ начала, не обратили на себя особеннаго внимашя 
геометровъ, которые, какъ видно изъ ихъ мнЬшй, считали эти работы бо­
лее любомытными, нежели имеющими научное значеше. Можетъ быть это
произошло и отъ того, что русстя математичесшя сочинешя были мало
»  .  *  .
известны въ западной Европе. Одинъ Гауссъ, въ то время, понималъ важ­
ное значеше мысли Лобачевскаго и указывалъ, въ переписке своей съ Шу­
/  ■
махеромъ, по поводу теорш параллельныхъ лишй, на значеше работъ Лоба­
чевскаго. Вотъ что онъ пишетъ Шумахеру; „Недавно я имелъ случай 
снова прочесть записку Лобачевскаго подъ заглав1емъ: Geometrische Unter- 
suchungen zur Theorie der Parallellinien. Эта записка содержитъ элементы гео­
метрш, которая должна была-бы существовать и коей развитае состав­
ляло бы строгую систему, если бы геометр1я Евклида не была истинна. 
Некто Швейкартъ назвалъ эту геометрш звездную, Лобачевеюй назвалъ 
ее воображаемою. Вы знаете, что уже пятьдесятъ четыре года я разделяю 
теже убеждешя, не говоря о некоторыхъ развитяхъ, которыя, съ техъ 
норъ, получили мои идеи объ этомъ предмете. Въ записке Лобачевскаго я 
не нашелъ для себя ничего новаго, но его изложеше отлично отъ того, 
которое я предполагалъ, притомъ авторъ изложилъ предметъ какъ истинный 
геометръ. Я советую вамъ обратить ваше внимаше на это сочинеше, 
чтеше котораго доставить вамъ живое удовольств1е. Ноября 28, 1846 г. 
Такъ говорить о сочиненш Лобачевскаго одинъ изъ величайпшхъ гео­
метровъ нашего времени; но, не смотря на это, только въ 1868 году,
после работъ итальянскаго геометра Бельтрами, было обращено должное
- «




. Мы выше видели (см. пр. 1), что чрезъ данную точку, вне данной 
прямой, можно провести по крайней мере одну прямую, не встречающую 
данной. Если эта прямая единственная, то мы будемъ им^ть систему Ев- 
клида—плоскую геометрш, если чрезъ данную точку можно провести нес-
ж  •  I  .
колько прямыхъ, не встръчающнхъ данную, то мы получимъ систему Лоба­
чевскаго; которую Гауссъ назвалъ Неевклидовскою.
Пусть данная прямая будетъ В 'В \  и данная точка А.
Фиг. 9.
Если изъ точки А  опустимъ на В  В ” перпендикуляръ А В  и возста­
вимъ къ А В  перпендикулярную лйшю А !А ’, то (см. пр. 1), А ’А" не встре­
тить В 1 В 11. Если А'А' есть единственная прямая, не встречающая прямой 
В {В \  то все прямыя, лежапця въ угле А А В ,  и проходяпця чрезъ точку 
А , встрЬтятъ В 'В Н по направленш В В ', а все прямыя, проходяпця чрезъ 
туже точку А  и лежапця въ угле А А В ,  встретятъ прямую В 'В 1' по на­
правленш В В 17. Въ этомъ случае А!А” называется прямою параллельною 
прямой В'В*.
Положимъ теперь, что чрезъ точку А  можно провести не одну пря­
мую, не встречающую данной, тогда между этими прямыми будетъ находить­
ся одна, напримеръ А В , которая будетъ отделять прямыя, встречаются
•  .  »
прямую В 'В \  отъ невстречающихъ ее, т. е. все* прямыя, лежапця въугле
BA B  будутъ встречать В'В" по направленно В В \  а лежапця въ угле 
А!АТ) не встретятъ В 'В \ Эта предельная прямая, не встречающая прямой 
В В' , называется параллельною В'В" по направлешю В  В Если полосу 
А'АВВ1 перегнемъ по лиши АВ, то ова совместится съ полосою А”АВВи 
(см. пр. 1) и прямая АВ  приметъ направлеше АЕ' и будетъ, очевидно, 
параллельною В В" въ томъ же смысле, въ какомъ мы иазываемъ АВ  па­
раллельною ВВ', т. е. она будетъ отделять прямыя, нересекаюпця ВВ” 
отъ прямыхъ, не пересекающихъ ее. Уголъ ААВ^=АИАЕ\ Изъ этого ви­
димъ, что въ этой геометрической системе чрезъ данную точку А , вне дан­
ной прямой В 'В \ молено провести две параллельныя АВ к АЕ': одна па­
раллельна В'В” въ направлеши В В а другая параллельна въ направленш В В". 
Все прямыя, проходянця чрезъ точку А и лежапця въ угле В А Е \  будутъ 
встречать прямую В 'В \ а лежашдя въ умА EAD  не встр-Ьчаютъ ее.
Итакъ, все прямыя, проходянця чрезъ данную точку вне данной 
прямой на плоскости, разделяются на три класса: 1) встречаются данную 
прямую, 2) две параллельныя ей и 3) не встречаются ее. Одна АВ  
будетъ параллельна направлешю ВВ', а другая А Е ' параллельна 
направлешю В  В". Такой смыслъ параллельности мы будемъ означать сим- 
воломъ А В \\В В \ А Е '\\В В \
Предложете 7. Прямая А А' параллельна прямой ВВ  во всехъ сво- 
ихъ точкахъ, т. е. если А Л \\В В \  то А,А’\\БВ’, А ,А!\\ВВ \ . . . гдЬ 
А , ,  А2, . . суть произвольно взятыя точки въ обоихъ иаправлешяхъ на
прямой АА'. .
Доказат. Пусть А А' будетъ прямая параллельная В В \ АВ  перпен-
дикуляръ къ ВВ'. >
Фиг. 10.
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1) Возьмемъ какую нибудь точку А, на АА’) чрезъ эту точку про­
ведемъ прямую А ХС подъ произвольнымъ угломъ A’A t(7. Прямая АС, про­
веденная чрезъ точки А и О, очевидно, встретить В В' въ какой нибудь 
точке В. Въ прямоугольный треугольникъ АВВ  въ точке С входитъ не­
определенная прямая .4,(7, следовательно, она должна выйти изъ треуголь-
ВВ' въ точке Е  на-ника, а для этого она должна
примеръ.
встретить прямую
В/аай *сгш,оаа ~ ,
\
.  :  . * •  •  ч  •
2) Возьмемъ еще точку А 3, лежащую йо другую сторону перпенди­
куляра АВ. Проведемъ прямую A 2F  подъ такимъ угломъ, чтобы она встре­
тила , А В въ точке F, уголъ этотъ можетъ быть безконечно малъ. Чрезъ 
точку А  проведемъ прямую AD  такъ, чтобы уголъ A' A D = A ' A.}F, пря­
мая AJF не встретить прямой AJD, входить въ треугольникъ ABJD, сле­
довательно выйдетъ гзъ него не иначе, какъ встретивъ прямую АВ  въ 
известной точке О.
Предлооюете 8. Две прямыя взаимно параллельны, т. е. если
АА!\\ВВ', то ВВ' || АА'. '
•  т
Доказат. Пусть прямая А А  | В В . Для произвольно взятой точки А
1 •
на прямой А А 1 можно найти на прямой ВВ' такую точку В , чтобы уголъ 
А 1 А В = В 'В А .
Соображаясь съ пр. 4, след. 3 можно провести прямую АС такъ,
Фиг. 11.
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чтобы уголъ A1AG<IAGB\ Продолжимъ нрямую СВ такъ, чтобы СП—АС, 
то уголъ В' D A —D A C < D A A . Подвигая точку С къ D  и соединяя каж­
дое ея положешя съ точкою А  мы, очевидно, найдемъ между С я В  та­
кую точку В , для которой будемъ иметь уголъ А 'А В =В 'В А . Откуда 
непосредственно. следуетъ, что В В' [| АА!. Въ самомъ деле, возьмемъ точку 
М  на средине АВ  и возставимъ перпендикуляръ ММ' къ АВ, то М М  
будетъ параллельна какъ къ А А \ такъ и къ ВВ', ибо въ противномъ случае 
А А 1 и ВВ' пересекутъ ММ' въ одной точке и сами не будутъ парал­
лельны. Теперь, если подъ произвольнымъ угломъ къ АА' проведемъ пря­
мую АС, то она встретить М М ', а следовательно встретить и ВВ'.
Предложеше 9. Две прямыя В В' и СС  параллельныя третьей АА', 
по одному направленно, будутъ параллельны и между собою.
Доказат. 1) Три прямыя лежатъ въ одной плоскости. Если црямыя 
лежатъ вь порядке АА', В  В ', ОС', то В В' и СС’ не могутъ пересекаться, 
такъ какъ, въ противномъ случае, изъ точки ихъ пересечешя было бы 
проведено две прямыя, параллельныя прямой А А  въ одномъ и томъ же 
направлены, что невозможно. Это следуетъ еще и изъ того, что прямая
. I
E D , проведенная подъ произвольнымъ угломъ къ А А , встретить ее, а
4  _
следовательно встретить и прямую В В .
Фи*\ 12.
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Если данныя прямыя расположены въ порядке В В \ Л Л \ СС'. то 
очевидно ВВ' и СС' не встретятся, такъ какъ одна изъ нихъ должна прежде 
встретить АА', что невозможно, потому что А А \\В В '. Что ВВ' не только 
не встречаетъ СС,’ но что оне параллельны, следуетъ изъ того, что всякая 
прямая, проведенная чрезъ какую нибудь точку на В В', подъ произвольно, 
малымъ угломъ къней, встретить АА1, а следовательно встретить й СС'.
2) Плоскость параллельныхъ В В  и А А  съ плоскостью параллель­
ныхъ СС' и А А  составляетъ уголъ.
■
Во первыхъ докажемъ, что прямыя ВВ' и СС' лежатъ въ одной
ПЛОСКОCTI
Фиг. 13.
Пусть В В  будетъ какая нибудь прямая въ плоскости параллельныхъ 
А А  и ВВ', пусть она встретить А А  въ точке В. Плоскость CBD встре­
тить плоскость. параллельныхъ А А  и СС1 по прямой СВ. Будемъ теперь 
двигать плоскость CBD около ВС такъ, чтобы точка В  ушла въ безко- 
неЧность; это будетъ тогда, когда прямая В В  совпадетъ съ прямою 
В В ', следовательно, плоскость CBD совпадаетъ съ плоскостью СВВ'.
Точно также плоскость BCD совпадетъ съ плоскостью BCG ’. Следователь-
<
но, прямыя В  В' и СС  лежатъ въ этомъ последнемъ положенш плоско­
сти CBD.
Теперь легко доказать что ВВ'\\СС’.
Въ самомъ деле, если В В' не параллельна СС', то есть другая ВВ" 
ей параллельная въ той лее плоскости. А А  \\СС' и. ВВ"\\СС', следова­
тельно, по доказанному выше, В В" и А А  находятся въ одной плоскости. 
Следовательно, плоскость А А В  пересекается съ плоскостью С'СВ по ли- 
шямъ ВВ' и ВВ ", что невозможно.
I * ■ ■ * . ■'  .
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Свойства параллельныхъ. Пусть А  будетъ точка вне прямой ВВ'. 





Чрезъ точку А проведемъ А А  || В В Уголъ А  АВ  между перпенди- 
куляромъ АВ  и параллельною А А  называется угломъ параллельности.
• Если разстояше АВ  точки А  отъ прямой ВВ' увеличивается или 
уменьшается, то уголъ параллельности уменьшается или увеличивается. 
Пусть, наприм^ръ СВ<САВ, то для СС'\\ВВ' уголъ ССВ^>А'АВ. Въ 
самомъ деле, если бы было С'СВ=А’А В 1 или С 1 CB<iA'AB, то для па­
раллельныхъ А А  и С С ' сумма внутреннихъ угловъ А  и С была бы равна 
или больше двухъ прямыхъ. Для всякаго разстояшя р  точки А  отъ пря­
мой ВВ' существуетъ определенный уголъ параллельности, и обратно, для 
всякаго угла А А В  существуетъ определенное разстояше А В ~ р , изъ 
конца котораго перпендикуляръ ВВ' будетъ лишей параллельной АА'. Этотъ 
уголъ параллельности обозначаютъ символомъ П(р), т. е. уголъ А А В  есть 
функщя разстояшя А В = р . Эта функщя имЬетъ следуюпця свойства: для р =О  
27(о)=й, такъ какъ въ этомъ случае А  А  совпадаетъ съ ВВ'. Если р  
увеличивается, то П{р) уменьшается и когда р — оо, ZZ(oo)— о. .
Предложете 10. Параллельныя прямыя сближаются неопределенно по 
направлешю ихъ параллельности.
* у  *
Доказат. Изъ точекъ А  и А  прямой А А  возставимъ равные перпенди­
куляры АВ  и А  В' и точки В ж В' соединимъ прямою ВВ'. Прямая ВВ' 
не встретить прямую А А . Вь самомъ деле, если возставимъ изъ средины С 
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перегнутый по лиши СВ, совместится съ четыреугольникомъ СВВА, еле-
довательно прямая ВВ' перпендикулярна къ прямой СВ, но къ ней перпен­
дикулярна и прямая АА', следовательно АА' и ВВ' не встретятся. Но, по 
определенно параллельныхъ, прямая Bi?" лежитъ ближе къ прямой Д -d', сле­
довательно она встретить А'В' въ такой точке В \  для которой А' В" < А ' В'.
Изъ этого видимъ, что разстояше точекъ прямой отъ ея параллель­
ной, въ направленш параллельности, будетъ убывать, а уголъ параллель­
ности следовательно будетъ возрастать; поэтому говорятъ, что две па­
раллельныя прямыя пересекаются на безконечиости. Безграничная часть 
плоскости, заключающаяся мажду двумя параллельными прямыми, назы­
вается полосой. Две полосы могутъ совместиться.
Предлооюете 11. Геометрическое место равно отстоящихъ точекъ отъ 
данной прямой есть кривая лишя.
Доказат. Въ четыреугольнике ACDB  уголъ В  острый. Если отло­
жимъ (фиг. 15) на CD отрезокъ С Е = А В = А 'В \  то точка Е  упадетъ 
на продолженш CD. Четыреугольникъ АСЕВ  совместится съ четыре- 
угольникомъ САВЕ , следовательно уголъ В = Е .  Изъ этого следуетъ. что 
лишя, коей точки В , Е, В', . . равно, отстоять отъ прямой А А \ не есть 
прямая. Равнымъ отрезкамъ АС  и С А' прямой АА' соответствуют рав­
ныя части B E  и ЕВ' этой кривой. Если разстояше точекъ кривой отъ 
прямой будетъ равно нулю, то кривая совпадаетъ съ прямою, по мере же 
того, какъ это разстояше увеличивается, углы хорды B E  съ перпендику­
лярами АВ  и СЕ уменьшаются, такъ какъ изъ двухъ многоугольниковъ, 
имЪющихъ одинаковое число сторонъ и лежащихъ одинъ внутри другаго, 
въ меныпемъ изъ нихъ сумма угловъ будетъ больше суммы угловъ боль- 
шаго [см. пред. 4. 1)].
Предлооюете 12, Две не пересекаюнцяся прямыя имеютъ наименьшее 
(minimum) разстояше.
Доказат. Каждая прямая, соединяющая точку В  (фиг. 15) съ ка­
кою нибудь точкою Ж, лежащей между В' и В", не пересекаетъ прямую
j  * j
А А . Разстояше точекъ прямой ВШ отъ прямой А А  уменьшается, но
■ j
это уменыпеше не можетъ быть неопределенно, такъ какъ въ противномъ 
случае прямая ВМ  или будетъ сама параллельная АА', или пересечетъ 
ее, что по положенш прямой ВМ  невозможно. Кроме того, не можетъ 
быть никакой части прямой ВМ, которой бы точки находились въ рав­
номъ разстоянш отъ АА', какъ мы видели выше. Следовательно на пря­
мой ВМ  должна находиться одна такая точка, которой разстояше ©тъ 
прямой А А! будетъ наименьшее—minimum.
*
Прямая лишя, не лежащая въ плоскости, встречаетъ ее только въ 
одной точке, называемой оеноватемъ. Если прямая перпендикулярна къ
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двумъ прямымъ, прходящимъ чрезъ ея основаше по плоскости, то она 
перпендикулярна и ко всякой прямой,, проходящей чрезъ ея основаше въ той 
же плоскости. Въ этомъ случай прямую называютъ нерпендикуляромъ къ плос­
кости. Обратно, прямыя перпендикулярныя, въ различныхъ плоскостяхъ, 
къ данной прямой въ одной ея точке, все лежатъ въ одной плоскости.
Две плоскости, проходянця чрезъ одну и туже прямую, образуютъ 
двугранный уголъ. Прямая, чрезъ которую проходятъ плоскости, называет­
ся ребро мъ угла, а плоскости называются гранями.
Предложете 13. Если изъ произвольно взятой точки А  на ребре 
двуграннаго угла возставимъ перпендикуляры А В  ж А С  къ ребру въ 
обеихъ граняхъ, то величина угла В А С  не изменяется съ изменешемъ 
положешя точки А  на ребре. Этотъ уголъ принимается за меру двугран­
наго угла. .
Доказат. Пусть А  будетъ другая, произвольно взятая точка на 
ребре. А'В', А 'С ' пусть будутъ перпендикуляры къ ребру въ граняхъ. 
Если А! будетъ средина А  А', а А" В", А" С" перпендикуляры къ ребру
Фиг. 16.
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А"В" , А” С", А" А.
9
первой фигуры, совпадутъ съ прямыми:
1 • .
■ А"С", А'В", А'А'
#  .
I
второй фигуры,. вследств1е чего вершина и стороны, угла В А С  совпадутъ 
съ вершиною и сторонами угла С'А'В'.
Следующая предложешя легко доказываются, соображаясь съ предъ- 
идущимъ и съ теоремой, что изъ точки на прямой, лежащей въ плоскости, 
можно возставить только одинъ перпендикуляръ къ этой прямой.
Предложеше 14. Двй прямыя, перпендикулярный къ плоскости, ле­
жатъ обе въ плоскости, перпендикулярной къ первой.
Предлооюете 16. Плоскость, проходящая чрезъ прямую, перпендику­
лярную къ другой плоскости, перпендикулярна сама къ этой плоскости.
Предлооюете 16. Прямая, пересечете двухъ перпендикулярныхъ плос­
костей къ третьей, перпендикулярна къ этой последней.
' Предлооюете 17, Если прямая М А  перпендикулярна къ плоскости, а 
ВС произвольно проведенная прямая на плоскости, то:
a) M D  будетъ перпендикулярна къ ВС, если A D  перпендикулярна 
къ ВО.
•  I
b) А В  будетъ перпендикулярна къ ВС, если M D  перпендикулярна
къ ВС. . •
#
; Доказат. Отложимъ DB—D C , то получимъ:
■ а) Изъ равенства треугольниковъ ADB  и A D C \ равенство треуголь- 
. никовъ M A D  и M AC. .
b) Изъ равенства треугольниковъ MDB  и M DC , получимъ равенство
^  .




Задача. 1) Изъ данной точки М  опустить перпендикуляръ на данную 
плоскость? '
Ртаенге. Проведемъ произвольную прямую ВО на плоскости, изъ точки 
М  опустимъ перпендикуляръ M D  на эту прямую (фиг. 17) н изъ точки D  
возставимъ перпендикуляръ D A  къ ВС въ плоскости. Перпендикуляръ М А,
t  -  ..
опущенный на прямую D A , и будетъ искомый.
Задача. 2) Изъ данной точки А  на плоскости возставить церпендику-
ляръ къ плоскости?
Рптете. Изъ произвольно взятой точки М  вне плоскости опустимъ на 
нее перпендикуляръ MN; въ плоскости M NA  проведемъ АВ перпендику­
лярно къ N A , то по предъидущему (пред. 17) АВ и будетъ искомый пер­
пендикуляръ.
Задача. 3) Найти лишю пересечешя двухъ плоскостей?
•  %
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Вгьшете. Изъ произвольно взятой точки М  вне плоскостей опустимъ 
перпендикуляры МА  и МА.1 на плоскости, которые будутъ лежать въ плоское- 
ти, перпендикулярной къ лиши перес'Ьчешя данныхъ плоскостей, возставимъ 
въ этой последней плоскости перпендикуляры къ МА и МЛА, то эти 
перпендикуляры пересекутся въ точке, лежащей на лиши пересечешя 
двухъ данныхъ плоскостей. Перпендикуляръ, возставленный изъ этой по­
следней точки къ плоскости перпендикуляровъ МА и М А1 и будетъ иско­
мая лишя.
Если перпендикуляры, возставленные изъ точекъ А  и А у въ плоскости . 
перпендикуляровъ Ж  А  и M AV, не пересекутся, то не пересекутся и данныя 
плоскости.
Предложете 18. Если три плоскости пересекаются по параллельнымъ
«
прямымъ, то сумма внутреннихъ двугранныхъ угловъ не больше двухъ прямыхъ.
. Доказат. Пусть АА', ВВ\ GG' будутъ параллельныя лиши, пересе­
ч ете  данныхъ плоскостей. Пусть А, В, С будутъ двугранные углы реберъ 
АА', ВВ\ СС'. Чрезъ прямую АА' и линио D D \ делящую полосу между 
параллельными ВВ'жСС' пополамъ, проведемъ плоскость. Въ этой плоско­
сти проведемъ лишю ЕЕ', параллельную А А  такъ, чтобы лишя D D 'была 
средина лишй АА! и ЕЕ'. На плоскости, проведенной чрезъ произвольную 
точку, перпендикулярно къ ВВ' образуется фигура, подобная фигуре 
(чер. 3), къ которой можно приложить теже разсуждешя, заменивъ 
слова: уголъ, сторона, и треугольникъ, словами: двугранный уголъ, полоса...
Предлоэюете 19. Если две плоскости а и р ,  проходянця по параллель­
нымъ'прямымъ АА' и В В', составляютъ съ плоскостью А'АВВ' двугранные 
углы такъ, что сумма двухъ внутреннихъ двугранныхъ угловъ, лежащихъ 
по одну сторону плоскости ААВВ', меньше двухъ прямыхъ, то плоскости
а и р встретятся.
Доказат. 1) Пусть одинъ изъ двугранныхъ угловъ, напримеръ плос­
кости ос съ плоскостью ААВВ\ будетъ прямой, то уголъ плоскости Р съ 
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А В
Изъ точки А  возставимъ перпендикуляръ Л В къ А А' въ плоскости
i
Л'АВВ' И опустимъ перпендикуляръ АС на ВВ'. Изъ точки С возста-
•  •
вимъ перпендикуляръ СВ къ ВВ' въ плоскосда р, полученный уголъ АСВ 
будетъ измерять наклонеше плоскостей g и А  АВВ', следовательно, бу­
детъ острый. Изъ точки А опустимъ перпендикуляръ АВ  на СВ, то, оче­
видно, АВ<АС<САВ. Чрезъ точки А , В, В  проведи\тъ плоскость у, она 
встретить плоскость а по лиши АА", а плоскость 0 ио лиши ВВ. Будемъ 
вращать плоскость у около АВ, то въ этомъ вращеши лишя АА" опи- 
шетъ плоскость а, и когда АА  совпадетъ съ А А , тогда ВВ  упадетъ въ 
плоскость А  АВВ', а точка В  упадетъ между А А  и ВВ'. Пряйая ВВ, 
въ этомъ последнемъ положены, встречаетъ прямую А А , следовательно, 
прямая В В  пересекаетъ прямую А А ' въ своемъ первоначальномъ поло­
жены. Такъ какъ эта точка пересечения лежитъ и въ плоскости а и въ 
плоскости Р, то эти плоскости встречаются. .
2) Иусть двугранные углы плоскостей а и р съ плоскостью А  АВВ' 
будутъ острые или
3) Одинъ уголъ, напримеръ, плофсости а съ А  АВВ' тупой, а другой 
острый.
Проведемъ чрезъ прямую ВВ' плоскость у_1_а, которая встретить 
плоскость а по лины А^А'^АА \\В В \
Въ случае 2), двугранные углы плоскостей а и р съ у будутъ пер­
вый прямой, а второй острый, следовательно, ио 1) случаю плоскости а и 
Р пересекутся. Въ случае 3) углы плоскостей а и fi съ у, первый будетъ 
прямой, а второй также острый, следовательно, во всякомъ случае, плос­
кости а и р встретятся. : •
Сшдсшш. Изъ предъидущаго вы вод имъ, что сумма внутреннихъ 
двугранныхъ угловъ, трехъ пересекающихся по параллельнымъ лишямъ плос­
костей, равна двумъ прямымъ. ;
Предлооюете Ж  Если на параллельныхъ А А  || В В' |[ СС', для дан­
ной точки А  на прямой А А , определимъ на прямыхъ ВВ' и СС' точки
•  I  •
В  и С такъ, чтобы углы: . !
•  .  * •
А'АВ—В'ВА, А'АС—С'СА
\ • • ’
\ . .
то мы будемъ иметь и уголъ (фиг. 19):
В'ВС-С'СВ.
Доказат. 1) Прямыя А А , ВВ', СС' не находятся въ одной плос­
кости. • ' '
1 •
Проведемъ по лишямъ ВВ' и ЕЕ', дЬлящимъ полосы ВВ'АА
.  1 л  *  *
и А'АСС' пополамъ, плоскости перпендйкулярныя къ плоскостямъ
4
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В ’BAA' и A'AOG'. Эти плоскости пересекутся по лиши F F 1 \\ DD' \ \F E '. 
Если F  будетъ точш встречи прямой F F' съ плоскостью ABC , то мы 
будемъ иметь: . .
B F ^ A F ^ C F
Лиши BF, A F , CF на чертеже не показаны.
Фиг. 19. ’
Проведемъ FG±_BG, то B G =.G C  и прямая ВС  будетъ перпенди­
кулярна къ плоскости F'FG, следовательно, будетъ перпендикулярна и къ 
прямымъ G G '\\F F \ Прямыя В В  и СС' параллельны прямой GG', следо­
вательно, GrGr будетъ перпендикуляръ въ средине G къ прямой BG, откуда 
мы имеекъ В'ВС=С'СВ.
C.mdcmeie. Точка F  есть центръ круга, проходящаго чрезъ три точки 
А, В, С. Одна изъ этихъ трехъ точекъ, напримеръ А, на прямой АА', т - 1 
жетъ быть взята произвольно, остальныя В  и С, на прямыхъ ВВ' и GG', 
определяются затемъ вполне.
%  •
2) Прямыя АА', В В ', СС' находятся въ одной плоскости.
Проведемъ прямую DD'\\AA' вне плоскости прямыхъ A A ',B B ',C G f 
и определимъ точку D  такъ, чтобы уголъ D'DA—A A D . Изъ равенства 
угловъ D'DB  =  В'ВТ) и D D C = C ' CD, следуетъ равенство угловъ 
В!В С ~С 'С В .
Заметимъ, что предложешя 17, 18, 19 имеютъ место независимо отъ 
акс1омы параллельныхъ лишй.
.  i ' •
Предельная поверхность.
Возьмемъ произвольно прямую А А’ и на каждой прямой ММ, па** 
^аллельной АА', определимъ точку М  соответственно данной Ьючке А  иа 
прямой АА! так^ чтобы углы;
27
М М  А =  A'AM
Геометрическое место точекъ Ж, опред'Ьленныхъ такимъ образомъ, 
относительно данной точки А , есть поверхность, которую называютъ пре­
дельною. Прямая АА' называется осью предельной поверхности и обратпо, 
такимъ образомъ полученная поверхность называется предельною поверх" 
ноетью осгь А А \
Пусть В  и С будутъ. две, произвольно взятыя, точки на предель­
ной поверхности, проведемъ ВВ' и СС'\\АА\ то (пред. 20) углы 
В 'В С =С 'С В У т. е. каждую изъ параллельныхъ ВВ ', С С\ . . , оси АА' 
можно разематривать какъ ось той же предельной поверхности.
Предельная кривая.
Сечеше предельной поверхности плоскостью, проходящею по оси, 
‘есть кривая, которую называютъ предельною лгшгею.
Каждая предельная лишя имеетъ следующее свойство: перпендику­
ляры, возставленные изъ срединъ хордъ, параллельны осямъ. На этомъ
* •
свойстве легко построить предельную лишю на плоскости. Возьмемъ про­
извольную прямую. АА' на плоскости и чрезъ данную точку А  проведемъ 
прямую АВ  подъ произвольнымъ угломъ А'АВ, На прямой АВ  возьмемъ
Фиг. 20.
отрезокъ AG такъ, чтобы перпендикуляръ С С  къ СВ былъ параллеленъ 
АА\ сделаемъ С В =А С . Геометрическое место точекъ В , такимъ обра­
зомъ полученныхъ, будетъ предельная лишя.
1) Если уголъ А А В  будетъ прямой, то очевидно А В = 0, т. е. каса­
тельная къ предельной линш, въ какой нибудь точке А , будетъ перпенди­
кулярна къ оси въ этой точке. Каждая прямая не перпендикулярная къ 
оси въ точке Ау какъ напримеръ АВ, пересекаетъ предельную кривую 
въ двухъ точкахъ А  и В.
2) Предельная кривая состоитъ изъ:} тождественныхъ частей, т. е.
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каждая часть предельной лиши можетъ совместиться всеми своими точ-
• 1 \  1 .
ками, яде угодно, на остальной ея части. Въ самомъ деле, проведемъ B D  
такъ, чтобы уголъ D B B '= B A A ' и B D = A B ,  то точка JD будетъ также 
на предельной кривой. ,
Предельная лишя расположена симметричпо по обе стороны каж­
дой оси.
%  •  '  •
Все предЬлъныя лиши тождественны, т. е. две предельныя лиши сов­- 1
мещаются, если точка и ось въ этой точке, одной изъ лишй, совместятся
в
съ точкой и осью другой.
3) Если отъ осей АА', В В , DD' отложимъ равные отрезки А А ,,
j  9
В В Х, D D , , . . ,  то точки А ,, В^, ( 7 , , . .  лежатъ также на предельной линш. 
Въ самомъ деле, фигуру А'АВВ' можно совместить съ фигурою В'ВАА', 
отрезокъ А 1В 1 совместится съ В^А.,. Следовательно, точка B i принадле- 
житъ предельной линш оси А,А'.
9
4) Еругъ, коего рад1усъ возрастаетъ неопределенно, переходитъ въ 
предельную прямую.
Предложены' 21. С*1>чете предельной поверхности, съ какою нибудь 
плоскостью, не проходящею чрезъ ось, есть кругъ.
*  N  *  ■
Доказат. Возьмемъ на лиши сечешя три произвольныя точки А, В , С. 
Въ плоскости A B C  ът найдемъ (см. пред. 20) такую точку F , что 
F*A=FB=FC  и что перпендикуляръ FF' въ точке F  къ плоскости 
ABC  будетъ параллеленъ А А \ ВВ', СС', следовательно, точка F  будетъ 
центръ круга, проходящаго чрезъ точки А, В, С. Будемъ, теперь, вра­
щать плоскость F'FA  около прямой F'F, прямая FA  опишетъ плоскость 
A B C , а точка А  опишетъ кругъ. проходяпцй чрезъ точки А, В, С и
к
коего все точки, очевидно, лежатъ на предельной поверхности, такъ какъ 
прямая А А' остается всегда параллельною FF'; кроме этихъ точекъ ни 
одна изъ точекъ плоскости не лежитъ на предельной поверхности (см. стр. 20). 
Следовательно предельная поверхность есть поверхность вращешя,
у  •
которую можно еще получить, вращая предельную линш около одной изъ 
ея осей. .
•  .  ч
Сфера, коей раддусъ возрастаетъ неопределенно, переходитъ въ пре­
дельную поверхность.
Свойства предельной поверхности.
Предложете 22. Две точки на предельной поверхности вполне опре- 
деляютъ предельную лишю.
Предложете 23. .Если сумма внутреннихъ угловъ, двухъ нредельныхъ
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лиши, пересеченных^ третьей, меньше двухъ прямыхъ угловъ, то ташя
предельный линш встретятся- -
\
Доказат. Плоскости предельныхъ лишй A M  и B N  съ плоскостью 
предельной лиши А В , составляютъ углы, коихъ сумма меньше двухъ пря­
мыхъ, обе плоскооти (см. пред. 19) предельныхъ лишй A M  и B N  пересе­
каются по прямой, следовательно, предельный лиши также пересекаются.
- Фиг. 21,
В
Изъ тождества частей предельной поверхности и предложешй 22 и 
23, которыя суть Евклидовсшя аксюмы на плоскости, следуетъ, что геоме­
трическая система на предельной поверхности есть система Евклидовская, 
на ней имеютъ место следующдя предложешя:
ь
1) Сумма угловъ въ треугольнике, коего стороны суть предельныя 
лиши, равна двумъ прямымъ.
2) Окружность круга, коего рад1усъ г  есть часть предельной лиши, 
равна 2 где тс=ЗД4159....
Пусть О будетъ центръ круга на предельной поверхности, М  про­







Вращая предельную кривую М О— г  около оси О О', получимъ окруж­
ность Опустимъ изъ точки М  перпендикуляръ на ось 00', М Р = у , этотъ
перпендикуляръ опишетъ окружность ту-же самую. Если означимъ эту ок­
ружность символомъ Ок. у, то получимъ: .
Ок.у—2кг.
Изъ этого видимъ, что въ Неевклидовской геометрической систем'!* 
существуетъ поверхность, на которой имйетъ место Евклидовская плоская 
геометр1я и тригонометр1я безъ исключешй.
Предлооюете 24. Во всякомъ треугольнике окружности круговъ, коихъ 
рад!усы суть стороны треугольника, относятся между собою какъ синусы 
противулежащихъ угловъ.
Доказат. Пусть ЛВС  будетъ прямоугольный треугольникъ. Уголъ С 
прямой. Проведемъ въ точке Л или В, напримЗ>ръ въ точке Л, перпен­
дикуляръ А А  къ плоскости A B C , изъ точекъ В  ж С проведемъ прямыя 
В В \ СС' параллельныя Л!А. .
Фиг. 23.
Чрезъ точку В , принимая прямую ВВ' за ось, проведемъ предельную 
поверхность, которая пересечетъ ирямыя А А' и ОС ' въ точкахъ A t и Сi . 
Такимъ образомъ, на предельной поверхности, получимъ треугольникъ 
А ХВ С У, въ которомъ уголъ A t—A. Следовательно:
BCi—A f i  sinJ.
откуда:
2тс BCf=%ти A tB  sinJ.
Но окружности круговъ 2тс ВСП и 2% А {В  на предельной поверхности 
равны окружностямъ круговъ Ок. ВС, Ок.АВ плоскихъ кругевъ, коихъ ра~ 
д1усы суть ВС  и АВ. Следовательно:
Ок.ВС=Ок.АВ  sinJL
Возьмемъ теперь какой нибудь треугольникъ ABC, коего стороны 
суть а, Ъ. с, а противулежапце сторонамъ углы А, В, (7; поступая, какъ 
въ плоской тригопометрш, получимъ следующую зависимость: ,
Ок.а : Ок.Ъ : O n .e^ sm A  : sin В  : sinG'
где Ок.а, Ок.Ъ, Ок.с суть окружности плоскихъ круговъ, коихъ. рад!усы 
суть а, Ъ, с.
Предложеше 25. Въ . сферическомъ прямоугольномъ треугольнике
АВ  (7, въ которомъ уголъ С прямой, а стороны суть а, Ъ, с мы имеешь:
•  *
sina =  sine siaJL
Доказат. Чрезъ одну изъ точекъ А  или В , напримеръ В, проведемъ 
прямую BAiA-O A  и  прямую BOi J_ ОС; соединимъ точки A i и Ci , полу-
• Фиг. 24.
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чимъ, такимъ образомъ, прямоугольный треугольникъ А 1В С 1, въ которомъ 
уголъ. О, прямой, а уголъ A t= A ,  следовательно (см. пред. 24) имеемъ:
OK.BCl=OK.BAi sinJ.
Изъ треугольниковъ О В А у и ОВС1 следуетъ:
Ок.ВА^=Ок.ОВ  sine, Ок.ВСу— Ок.ОВ sin а
Ф *  .
подставляя въ предъидущее уравнеше, получимъ:
«
sina=sinc sinJ.
Какъ известно, изъ этой формулы вытекаетъ вся сферическая трйго* 
Нометр1я, которая, следовательно, неэависитъ отъ аксдомы параллельныхъ 
лишй.
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Зависимость между дугами двухъ пред&дьныхъ лин1й.
Если АВ  и A iD i будутъ две дуги предельныхъ лишй, лежапщхъ 
между двумя осями АА! и В В \  т© равнымъ хордамъ АВ  и ВТ), первой 
изъ нихъ, будутъ соответствовать равныя хорды A iD l второй, сле­
довательно (см. фиг. 20):
A A i= B B = D B i
Разделимъ предельную дугу AM  на т равныхъ частей, то осями, 
проведенными въ точкахъ делешя, и дуга А!М' разделится на столько же 
равныхъ частей, следовательно, отношеше двухъ такяхъ дугъ не зависитъ 
отъ величины дугъ, а зависитъ отъ разстояшя А А ’ этихъ дугъ.
Чтобы определить это отношеше, разделимъ разстояше А А! (фиг. 25) на 
п равныхъ частей; пусть А А {= А ХА2 . . = A n- iA ’—a, и A B = s, A lB i= s l ,
Фиг, 25.
Р *  jBz.
A A t .At An—А'
А 2В  2 s2, . . j 
А у A l , A%, • •
отъ разстояшя
A В  = s n, суть дуги, соответствующая точкамъ дел ет  я 
Мы сказали, что отношеше между дугами зависитъ только 











Пусть Ъ будетъ разстояше двухъ предельныхъ дугъ, коихъ отношеше 





























?») и % : т] суть отношешя дугъ, соответствующая разстояшямъ х-Л-у и х—у.
Если х выразить въ частяхъ Ъ, то будемъ иметь s= sne?. •
< •
Предложеше 26. Пусть АВ  и А!В' будутъ две предельный дуги
между двумя осями А А  и ВВ', то ихъ отношеше будетъ: .
•  -
АВ: А В '= ш А А В : sinJ-'BB'
I  *  1 • *  *
.  .  *  '  ■






Ок.ВВ=2кАВ, Ок.АЕ=Ъ ъА В '
подстайляя, получимъ требуемую пронорщю
б
Зависимость между равстоятемъ и углонъ параллельности.
Предложете 27. Если р  есть разстояше какой нибудь точки отъ 
прямой и П(р) уголъ параллельности, то:
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ootg |  Щр)
Lк
Д оказат 1) Пусть А  будетъ точка вне прямой В'!В \ А В Ц У В ",
. . * •
АА! || В В \ А А* || В В \  и пусть АО.\ В В , СЕ будутъ предельный линш
относительно осей А А \ В  В *, СВН\ то A B —BE^=zB С, такъ какъ, проведя
\
предельную дугу A F  къ оси АА", мы ингЬемъ:
C B = B F , GB=BJD, B F = D A
Фиг. 27.
2) Пусть АА' || В В 1 и А'АВ—В'ВА} и С  средина прямой АВ, то
СС'±_АВ будетъ параллельна къ А А  и В В \
I  •  ®  1 * 1 ,  А  ^  ,
• . I ; 1 : ’ • I 1 '*
' Фиг. 28.
Пусть ВВ" будетъ1 продолжеше А В , а В В  прямая, делящая уголъ 
B'BBV пополамъ. Мы можемъ такъ определить разстояше Б Д  что
D'D'_\_BD  будетъ параллельная въ одномъ направлены В В \  а въ дру­
гомъ направлены В В \  т. е.
В В \ \ В В \  ВВ" II ВВ"
следовательно, также АВ" || ВВ"\ и какъ А А  || В В \  то А А  || В'В". Следо­
вательно, прямая А Е ± В 'В "  делитъ уголъ А А В  пополамъ.
3) Опишемъ предельную лишю на А А  какъ на оси, эта кривая 
нройдетъ чрезъ точку В  и встретить прямую В'В" въ точке, напри­
меръ, F. Предельный лины, описанныя на Е В " и ЕВ" какъ на осяхъ, 
встретятъ прямую А В ” въ точкахъ G и Н, следовательно:
A H = 2 A G = 2 G H
Пусть еще К  будетъ точка встречи прямой АВ" съ предельною ли­
шею В К  оси В В \  то также будемъ иметь:
•  * -
В Н = 2 В К = 2 К Н
я
■ Изъ этого следуетъ, что:
А В —АН — В Н — 2(AG— B K )
4) Полагая:
«
. АВ=*2р, А & = х , В  К —у
имеемъ:
.  р = х —у




Изъ предложешя 26 следуетъ, что отношешя предельныхъ дугъ, 
соответствующая разстояшямъ A G —x и В К = у , будутъ:
х   ̂ .
ек — sin J : sin \ П (р)=1 : sin 5 11(р)
JL .  .  '  •




* ч• , \ . . i ; ‘
’  JL '
e * *== cotg 5 H(p)
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Сшдствье. Изъ тригонометрическихъ уравнешй:
. 2 cotg“ cotg2| —  1
sin а =  - — -7-у- , cos а—  _ ,
1-hcotg a  5 1-bcotg |
сл^дуетъ:
sin П(р) =  ■ у -  , cos П(р)
в к н-е
. V -jp
е* — е к
JL -jp
e h Чгек
Линш н поверхности равнаго разстояшя.
Мы уже выше видели, что лишя В Е В \  коей точки находятся въ 
равномъ разстоянш h отъ данной прямой А А \  есть кривая, имеющая 
сл^дуюпця свойства:
Пусть В  и В' будутъ две точки этой кривой, В  А  и В' А  перпенди-
к








Пусть Е  будетъ точка на кривой В В ’, соответствующая средине
.    * _______
С прямой А А ;  перпендикуляръ CE=h  встречаетъ прямую В В' въ точке 
D , такъ что CE>CD. Углы В  и В’, хорды ВВ' съ перпендикулярами 
В  А  и В А \  будутъ острые. Если точка В Т будетъ приближаться неопре­
деленно къ точке В , то углы В  и В' будутъ увеличиваться, а прямая 
В В  будетъ приближаться къ касательной въ точке В . Следовательно, ка­
сательная въ точке В  перпендикулярна къ А В. Пусть BU\\ ЕС, то в и  
будетъ лежать ближе къ ЕС нежели къ АВ, АВ  есть прямая, не встре­
чающая прямой ВС. Изъ этого видимъ, “что предельная кривая В Е 'В \  
проходящая чрезъ точки В  и В \  которой касательная въ точке 33 пер­
пендикулярна къ BTJ' лежитъ вне кривой равнаго разстояшя ВВ'.
Вращая кривую, равнаго разстояшя; около прямой СЕ какъ около оси,
\
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она опишетъ поверхность, коей точки будутъ въ равномъ разстоянш h, 
отъ плоскости, описанной прямою АС. Эта поверхность называется по­
верхностью равнаго разстояшя Ь. Каждая точка кривой В Е В \ напримеръ 
В , опишетъ окружность, коей все точки будутъ находиться въ равномъ 
разстоянш h, отъ окружности, описанной точкою А.
Отношеше части кривой равнаго разстояшя къ части, соответствую­
щей прямой, не зависитъ отъ величины этихъ частей, следовательно можно 
вместо этихъ частей поставить окружности, описанныя этими частями.
Первая окружность=Оя.В2), а втощя=Ок.АС.
Но мы имеемъ:
Ok.BD=O k. ВС  sin ВСЕ, Ок.АС=Ок.ВС smABC
и искомое отношеше будетъ:
Ок.ВВ : Ок, A (7=sinB СЕ : sin ABC
Отодвигая точку С все более и более отъ точки Л, уголъ АСВ  бу­
детъ уменьшаться, а уголъ ВСЕ  будетъ увеличиваться g когда точка С 
отодвинется на безконечное разстояше, то В C E =d , а АВ С^П^АВ)=П{Ц. 
Следовательно, выше написанное постоянное отношеше части кривой, 
равнаго разстояшя къ соответствующей части прямой, будетъ:
А А
1 : sinllQi) =  2(б* ч-е*)
.  .
*
Когда h =  О, то кривая В Е В ' совпадетъ съ прямою АЖ.
Оставимъ точки В  и В> на месте и будемъ строить чрезъ нихъ кри-
I    .
выя равныхъ разстояшй для всехъ значешй h отъ Ъ—О до оо, то эти
ч  •
кривыя будутъ все более и более выгнуты и при h=co  переходятъ въ пре­
дельную кривую, коей ось будетъ B U  \\ DO, такъ какъ при й = оо отношеше:
1 : sn ^ ft)= cosec#(^ = oo




Cjmdcmeie. Такъ какъ ВСЕЬ=*—АОВ , то предъидущее отношеше
можно написать такъ:
A. ~h
cos-4. Q B  : sin А В ( 7 = 1  (e k - b - e k )
т. е. въ нрямоугольномъ треугольнике ЛВС , въ которомъ уголъ Л. пря­




cos А СВ : sin ABC— \ (е к -Ь е к)
Окружность круга.
Если АВ±_ЛС  (фиг. 30), то для произвольной точки (7, на прямой Л (7, 
всл£дств1е выше найденнаго, мы имйемъ:
oosACB : sinABC=cosACtB  : sin АВ С{
или
cos А  СВ : ш А С fi^ sm A B C  : sm ABC,
но мы еще им4емъ:
Ok АС  : Ок. А В —sin ABC  ; sin Л ОБ
Ок.АС< : Ok.A B = sihABC1 : sinACiB
разделяя, найдемъ:
I ч
п п svaABC sin AGB
: Ок.AC, svnABC, ' sinAC,B
или, въ силу предъидущихъ уравнешй:
Ок.АС : Ок.АС^—мЩАСВ : соЩАС{В
Опишемъ пред^льиня дуги СВ и CiD i на прямыхъ СС' и 0 ,0 /  || АВ  
какъ осяхъ, то отношеше этихъ дугъ будетъ:
2%CJD : 2кС\D 1=Ок*АС : Ок.АС{
* I
следовательно:







щ ф щ т —
Полагая для краткости:
АС—у, С В = г , АСВ—9
■
0
ACi= y l , CiB i= r i , -4Д1?=9
следовательно:
Оу : Oy±= r  : r^cotgcp : cotg91
Положимъ Д Б = :оо} то углы 9 и 9d сделаются углами параллельно­
сти АСС' и АСА', соответствующими разстояшямъ ушу{ , следовательно:
г  : cotgU(y)—ri : colgII(yJ—C 
где С есть постоянное число. Отсюда следуетъ:
Г: С cotgП (у)=
у_ ~л
U e k- e * ) .
\  S
Чтобы определить постоянное О, заметимъ, что отношеше:
г
У У
1 1  •
при у= 0 делается=1, следовательно для «/=0:
а усо ЩПСу)
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Но мы имеемъ: .
cotgЩу) 1 . у2
у Jo 1.2.3.Л;3 * * 1
следовательно при у*= 0, Ct=Jc) и
Ок.у
У_
■ ■ ]& %  ( е h
-_у
е к )
Задача 1. Чрезъ данную точку В, вне данной прямой АС, провести 
параллельную лишю JBG прямой АС, т. е. по данному разстоянш АВ  найти 
соответствующей уголъ параллельности?
Вгьтете. Пусть ВА±_АС, В В ± В А , В  произвольная точка на
прямой В В  и ВС±.АС, то мы имеемъ (см. стр. 37).
*
Ок.В В  : Ок.АС=  1: sinZZ(fr)
где Ь—А В  разстояше точки В  отъ прямой AG, a 11(h) уголъ параллель­
ности.
Такъ какъ l>sinZZI[p)> то B D > A C .
Фиг. 31.
Йзъ точки С  рад1усомъ В В  опишемъ кругъ, который встретить 
прямую АВ  въ точке F. Изъ треугольника A C F  имеемъ:
г
•  .  •  ,  .  \  '  .  ■




■ Изъ точки В  проведемъ прямую BG  такъ, чтобы уголъ A B G = A F C , 
то BG  || АС» . ■ ■ . , . , . . .
Задача 2. По данному углу параллельности найти соответствующее 
разстояше?
Рчьшете.- Если два изъ перпендикуляровъ В В \ ЕЕ' F F \  возстав- 
ленныхъ изъ срединъ сторонъ А В , АО, ВС  треугольника ЛВС, будутъ 
параллельны, то и вей три будутъ параллельны.
1) Чрезъ вершины А,В,G треугольника АВО  проведемъ параллельныя 
АА1, В В \ СС\ къ параллельнымъ перпендикулярамъ, ВВ' и ЕЕ', то, сообра­





F /  Е'.С'
А
2) Пусть 2а, 2Ь, 2с будутъ стороны противулежапця угламъ
и А  найбольнпй изъ угловъ, то, въ этомъ случай, мы получимъ
/







•  •  •  .
8) Проведемъ AG  такъ чтобы уголъ A  A G=B'В  С=П(а), то въ тре- 
угольникй AGG, такъ какъ GAC=>U(b)—П(а)^=С, AG—CG. ■
Изъ этихъ трехъ предложены, непосредственно, слйдуетъ рйшеше 
нашей задачи: .
л
Пусть В'В С будетъ данный уголъ, то, съ помощью прёдъидущихъ 
предложешй, можно, для достаточно малаго разстояшя ВВ, построить уголъ
параллельности В'ВВ>В'ВС. ;
Сдйлаемъ ВА*=ВВ, А А  || В В \ A A G =B 'B C  и GG=AG  на пря­
мой ВС, то средина F  стороны В С  даетъ разстояше, соответствующее 
углу параллельности B'BG:
Задача 8. Пусть А А  || ВВ'. По данной точкй А на прямой А А  тре­
буется найти точку В  на прямой В В \  такъ чтобы А'АВ—В'ВА ?
6
Ргьшете, Проведемъ вне плоскости АА'ВВ1 прямую СС' \\ АА', еде- 
лаемъ A C  I C C 1, С В ^ А С  и ВВ' || СС
Фиг. 33.
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По прямой СС' проведемъ плоскость такъ, чтобы она съ плоскостью 
АА'СС' составляла такой же уголъ, какъ и плоскость DD'BB' и (см. пред. 
16) найдемъ ея перееЪчеше М М  съ плоскостью АА'ВВ'. Прямая 
А В ± М М  определить искомую точку В.
Чрезъ точку А на оси АА' построимъ предельную поверхность, на 
этой поверхности четыре плоскости АА'ВВ ', АА'ВВ’, В В ’ВВ', СС'ММ' 
образуютъ два подобныхъ предйльныхъ треугольника, изъ которыхъ, такъ 
какъ А С =С В , AM—M B ,  будемъ иметь А 'А В =В 'В А .
Задача 4. Найти предельную дугу, которая была бы равна сумме 
двухъ пред'Ьльныхъ дугъ А В  и СВЧ
Вгьшете. Определимъ (см. зад. 1 ) углы Ш I АВ) и Щ I СВ), соот­
ветствующее I АВ  и \ СВ  и соединимъ хорды АВ  и СВ подъ угломъ 
П( 5 АВ)-\-П( Ь СВ). Точка А , начало первой хорды и В  конецъ второй 
опредйляютъ две точки искомой предельной дуги, которая вполне опре­
деляется этими двумя точками.
• Точно также определимъ предельную дугу, равную разности двухъ 
пред'Ьльныхъ дугъ. -
. . ч»
: Задача 5. По даннымъ тремъ предельнымъ дугамъ 8A, S B , SC, 
найти четвертую пропорциональную?
Задача эта решается какъ и въ Евклидовской системе. Въ плоско­
сти а проведемъ хорды дугъ SA и АВ  такъ, чтобы точки S, А, В  лежали 
на одной предельной кривой, т. е. чтобы уголъ 8А В = П ( { SA)-hff( 2 АВ). 
Пусть SS' будетъ ось этой предельной кривой, чрезъ эту ось проведемъ
произвольную плоскость а' и въ этой плоскости проведемъ прямую
%
СО' || SS' такъ, чтобы SC была равна хорде третьей . дуги и уголъ
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S'SC=zC'CS—H(i>SC). Чрезъ В В ’ проведемъ плоскость подъ такимъ 
угломъ къ плоскости ос, подъ какимъ плоскость ос наклонена къ плос­
кости АА СС’ и о предал имъ (см, стр. 23) ее пересечете съ плоскостью 
ос', то получимъ четвертую пропорщональную CD, если опредйлимъ точку 
D  такъ, чтобы уголъ D ’DC=C'CD. Точно также можно построить средне 
пропорщональную и друия подобныя ностроешя. Однимъ словомъ0на пре­
дельной поверхности можно сделать все те ностроешя, которыя возможны 
въ Евклидовской системе.
Следовательно возможно делете ED  на равныя части.
Примгъръ. Пусть А А В  =  $, и разстояше АВ  такъ взято, что 
B B J_A B  и параллельна А А . Определимъ на прямой ВВ' точку (7, такъ
Фиг. 34.
X
ет = 1  : sin ; = 2
Если бы мы уголъ А  АВ  такъ выбрали, чтобы sin А  А В =  -е , то имели 
бы х~к>. Приблизительно этотъ уголъ будетъ: .
% - *  *  .
^ L B = 2 1 °,3 5 ',5 I',63
Зависимость между суммою угловъ треугольника и его площадью.
. Кривая равныхъ разстояшй даетъ возможность найти зависимость
между суммою угловъ треугольника и его площадью.
Предлооюете. 28. Если АВ  и CD суть две кривыя равнаго разстоя­
шя h отъ данной прямой Рф, то каждая прямая MN, соединяющая две 
точки кривыхъ АВ  и CD, делится прямою PQ въ точке О пополамъ.
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Доказат. Проведемъ М М 1 ± P Q  и NN'±_PQ, то:
А О М М '= А О Ш '
следовательно: MO=ON.
Фиг. 85.
По симметрш построешя кривыхъ А В  и СВ уголъ AMN=*MNB.
Легко .видеть теперь, что сумма угловъ треугольника MNP, коего 
одна сторона NB  есть часть кривой равнаго разстояшя отъ прямой PQ и, 
коего вершина Ж  лежитъ на другой кривой А В  равнаго разстояшя отъ 
той же прямой PQ, равна двумь прямымъ угламъ.
И въ самомъ д ^ е  мы имеемъ: •
N 4-M +B=AM N-hN M B-+-BM B=2d
Если проведемъ хорду NB, то сумма угловъ въ треугольнике 
NM B<2d. '
Предложете 29. Если сделаемъ дугу M S=N B, то можно къ четы- 
реугольнику NBM8, составленному изъ смешанныхъ лишй, приложить все 
теоремы прямолинейнаго параллелограмма въ Евклидовской геометрш. Такъ 
напримеръ, все треугольники, имеюпце основашемъ хорду NB, дуги лиши 
равнаго разстояшя СВ отъ прямой PQ, а вершины на другой линш рав­
наго разстояшя отъ той же прямой PQ, будутъ иметь равныя площади и 
равныя суммы угловъ.
На этомъ основанш можно решить следуюпця задачи.
a) Преобразовать треугольникъ въ равностороншй?
b) Преобразовать треугольникъ въ прямоугольный? и т. д.
Предложете 30. Два треугольника АВС  и АВВ, имеюпце площади
равныя и одно основаше А В , имеютъ и равныя суммы угловъ.
Доказат. Пусть М  и N  будутъ средины сторонъ АС  и Б  <7, то раз­
стояшя точекъ А , В , С отъ прямой M N  будутъ равны, напримеръ Ь. 
Все треугольники имеюпце основашемъ прямую АВ, а вершины лежанця
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на лиши PQ равнаго разстояшя h, отъ прямой MN, имеютъ равныя пло­
щади и равныя суммы угловъ. Следовательно, надобно только доказать, что 
точка В, непоказанная на чертеже, лежитъ на линш PQ.
Фиг. 36.
Пусть точка В  не находится на линщ PQ, проведемъ лишю ВВ,
1) Если прямая В В  пересечетъ прямую MN, то она перееечетъ и
PQ, напримеръ, въ точке Ё, Изъ равенства треугольниковъ:
ААВСк=ААВЕ, а а в с —а а в в
следуетъ равенство треугольниковъ:
А А В Е —А А В В
I •
что невозможно, если точка В  не совпадаетъ съ Е.
• 2) Если прямая В В  не встречаетъ прямой ЛЩ то мы возьмемъ за
точку О, точку пересечешя перпендикуляра, возставленнаго изъ средины 
основашя АВ  съ лишею PQ, т. е. положимъ треугольникъ равносторон- 
нимъ. На прямыхъ МА и NB  возьмемъ точки М' и N' такъ, чтобы
AM'z=BN' и чтобы прямая В В  пересекала прямую M'N'. Чрезъ точку
' «
С', такъ взятую, чтобы М 'С ’—М'А, проведемъ лишю С Е '  равнаго раз- 
стоятя отъ прямой M'N', которая прямую В  В  встр'Ьчаетъ въ точкЬ Е ', 
то будемъ имЬть:
Л  А В С А  А В Е 1 
Д ABD < Л А В Е '
■ & А В С '< А А В С
слЬдовательно:
&ABJD <  Д  ЛВС
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что не согласно съ положешемъ. Следовательно, точка В  прямой ВТ) 
должна упасть на лишю PQ, где нибудь, въ точке Е.
C.mdcmeie. Не равные треугольники равнаго основашя А В  и равной 
высоты не имеютъ площадей равныхъ, такъ какъ линш равнаго разстояшя, 
проведенныя чрезъ точку (7, относительно прямыхъ. А В  и MN,’ различны.
Предложеше 31. Два треугольника A B C  и А В 'С \  имеюпце равныя 
площади, имеютъ и равныя суммы угловъ.
Доказат. Можно сделать предположеше, что въ обоихъ треугольни­
кахъ, прямыя, проведенныя чрезъ средины М  и iV, М ' и N ’ сторонъ АС 
и ВС , А С ' и В'С', перпендикулярны къ сторонамъ А С  и А С '.
Пусть А С <^А С \ определимъ на лиши CD равнаго разстояшя отъ 
прямой MN точку В  такъ, чтобы A D = A 'C '. Изъ .равенства площадей
Фиг. 37.
треугольниковъ A B C  и А  В 'С , A B C  и А В В , а также треугольниковъ 
А  В 1 С  и А В В  следуетъ, соображаясь съ предъидущимъ предложешемъ, 
равенство суммъ угловъ въ треугольникахъ ЛВС , А В В , А  В 'С '•
Предлооюете 32. Два треугольника ABC  и А В  С \  имеюпце равныя 
суммы угловъ, имеютъ и равныя площади.
. Доказат. Если бы было ААВС^> АА'В'С', то пусть будетъ 
А А В Е = А А 'В 'С ', где точка Е  находится на стороне ВС. По предлож. 
31 треугольники ABC  и А В Е  имеютъ равныя суммы угловъ, что ио 
предл. 4 а) только тогда возможно, когда сумма угловъ въ треугольнике 
АСВ  равна двумъ прямымъ угламъ.
Предложеше 33. Площади двухъ треугольниковъ относятся между 
собою какъ избытки двухъ прямыхъ угловъ надъ суммою угловъ въ тре­
угольникахъ, т. е. если:
A-\~B-\-C==z‘2d—и, А'-ь-В'ч—С = 2 d —и
то: :
A  ABC : АЛ'В'С'—и : гь




т и т'; раздЬлимъ треугольникъ АВС  прямыми, проходящими чрезъ вер­
шину О, на ш равныхъ а треугольниковъ и также точно раздйлимъ тре­
угольникъ А 1 В'С' на т' равныхъ а' треугольниковъ.
Изъ равенствъ:
ААВС—та, А  А'В'С '—mod
следуетъ равенство площадей и суммъ угловъ треугольниковъ а и а'. Пусть 
2d— s, будетъ сумма угловъ одного изъ этихъ треугольниковъ, то сумма 
угловъ въ треугольник^ ABG будетъ:
m(2d—е)— (т— l)2d—2d—ms 
а въ треугольнике А'В'С' эта сумма будетъ 2d—т'г, следовательно:
м=т&, и=т'е
откуда:
и : и'==ш : т\
Следовательно, если А  есть площадь треугольника ABG, то:
А  =  Хм
где X есть постоянное число.
Плоская тригонометр1я.
V
Мы видели, что если въ- треугольнике ABG уголъ С прямой, то 
(пред. 25):
Ок.а=Ок.с sinJ.
подставивъ вместо* Ок.а и Ок.с ихъ выражешя (см. стр. 40) найдемъ:
а  -а  с -с
у . е k —е k —(сk —е k) sin̂ L
также точно: , • (1 )
• Ь -Ъ с -с
■ е k —е h = ( е k —е k) sini?
Но мы имеемъ (см. стр. 38):
а -а
cosJL : sm B =  t (е * -he *)
(2)
t '  *.  I
• ]l ~ .L
cosB : s in J =  I (ek H-e *)
\
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с -с а -а Ь -Ъ а -а
( е к — е к У= з х ( е к Ч - е к У (ек — е к )*-+- (ек •— е к )2
прибавляя къ обЗшмъ частямъ этого уравнешя 4, и замечая
(<ехЧ-е-х У = ( е * — е-х)2Ч-4:
найдемъ:
с -с а -а Ъ -ъ
(е к -h e  к У—  4 (е к - he к )2 {ек ч - е к У
такъ какъ е* для всйхъ дМствитеяьныхъ величинъ х есть величина по­
ложительная, то мы будемъ mrfm>:
с -с а -а  Ь -Ъ
5 (е к Ч-е к ) =  4 (е к -h e  к) I (е к -h e  к ) (3)
»
Изъ уравнешй (2), перемножая ихъ, найдемъ:
•  *  . */ •
С -с
со\%А соЩВ~ ? (ек -he к) . (4)
1 .
Съ помощью уравнешй (1), (2), (3) и (4) можно решить всЬ задачи 
относительно прямоугольныхъ треугольниковъ.
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Такъ какъ всяшй треугольникъ можно разбить на два прямоугольные 
треугольника, то изъ предъидущихъ формулъ, для прямоугольнаго треуголь­
ника, можно получить формулы для какого угодно треугольника. Но этотъ 
• выводъ можетъ быть облегченъ следующими замечашемъ: формулы для 
прямоугольнаго треугольника, выведенный выше, переходятъ въ формулы прямо­
угольнаго сферическаго треугольника, когда вместо отношешй у , т  » Т
поставить ai, Ы, cit где г—у — 1 , а Ь принять за рад1усъ сферы. Следовательно, 
можно вывесть обпця формулы плоской тригонометрш, не только темъ спосо- 
бомъ, которымъ выводиться обпця формулы сферической тригонометрш, но про­
сто замещая въ общихъ формулахъ сферической тригонометрш стороны а, Ъ, с








с- sin А : sinB (5)
а  -а  Ь -Ь
е к - h e к ек - h e к
С -С
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• е  *  * 
cosA cosB-hcos С = :— — — sinJ. sinB
и (8)
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X -X X -X
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то эти формулы сделаются:
м »
co tg # (a ^ = co tg # (b ,) siaA  
ът.П(Ъ) cosB^smA  
sinH(c)=sinII(ia) smll(b) 
tgA Щ В=шЛ(с)
а формулы (5), (6), (7), (8) сделаются:
ооЩЩа) : oo\%II(b)=smA ; sin Б  
cosА  шП(Ь) cosU(c)-h = 1
cotgJ. s i пВ smII(c)-hCQsB=
■ 4 _  smA smВ
COS A C0SB-\-CQSC= . -П/ \■ smZZ(о)
■ • . *
Формулы плоской тригонометрш примутъ видъ болйе удобный, если 
мы введемъ гиперболически функцш (см. прибавлеше II):
sinfe(x) : sinfe(4-)=sinJ. : sin В
cos/i( ~ ) = cos^(t-) cosfe(y)—sin^(y) sin^(y) cosJ.
a n S  “ ! f -  -H C 0 8 B = tg fe(|) : tgA (|) 
С03Й(Т)
cos J . cosB-bcosG=cosife(^) sinJ. sin B.
Безконечно малый фигуры.
Если, въ предъидущихь формулахъ, положимъ отношешя у  > т  > Т
- : "'3 'Э •
очень малыми, то получимъ сл&дуюпця формулы:
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а : & =shl4. : sin 7?
a,2= 5 2 ч-c*— 2 be cosj.
sinB cotgАн-созВ =  ~
Q>
oosA cosB-hmO=sinA  зт Б  
Две послйдшя формулы можно преобразовать въ следуюпця:
a s\vl(A~\-B)=c sin̂ L 
cos(A-{-B)-h№C— О
откуда:
a sin(A'+-B-\-G)=a sin(Ач-В) соsC-ha cos(A-+-B) sinC
—с sinj. [cos(7-bcos(0l 4-J^]=O
т. е.
А-\-В~\~ С== 2 dt
Следовательно, формулы Неевклидовской тригонометрш переходятъ въ 
Евклидовсшя, если отношешя -j , \ , у  делаются очень малыми.
Отношешя эти могутъ быть очень малыми, когда Ъ есть величина ко­
нечная, а а, Ъу с суть величины очень малыя, или когда а, 6, с суть вели­
чины конечный, а 1с есть величина очень большая.
Изъ перваго предположешя следуетъ, что геометрическая система без- 
конечно малыхъ фигуръ есть Евклидовская, следовательно, она независитъ 
отъ аксюмы параллельныхъ лишй. Изъ втораго предположешя следуетъ, 
что евклидовская геометрическая система есть частный случай системы 
неевклидовской, когда въ этой последней Ъ делается величиною безко- 
нечно большою.
Если разстояшя, измеряемый на земле и въ нашей солнечной сис­
теме, суть величины безконечно-малыя относительно Ъ, то наша геоме­
трическая система—Евклидовская можетъ быть только приближешемъ Неев­
клидовской системы нашего пространства. Лобачевсшй пытался проверить 
есть-ли наше пространство Евклидовское или Неевклидовское, вычисляя 
сумму угловъ въ треугольнике, коего стороны не меньше земной орбиты.
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Вычислешя показали, что сумма эта разнится отъ двухъ прямыхъ угловъ 
на 0,008. Такая незначительная разность можетъ происходить отъ погреш­
ностей въ наблюдешяхъ.
Площадь треугольника.
Мы видели, что площадь треугольника равна:
. д  =  Хи
где X есть постоянное, а и избытокъ двухъ прямыхъ надъ суммою угловъ
* Ч *  • 4 »
въ треугольнике. Возьмемъ треугольникъ ABC\ въ которомъ уголъ B = d ,
j




Пусть АЕ_[_АВ, то уголъ:
ЕА  (7=2 2 d— А—В—и.
Опишемъ предельную кривую АВ, то будемъ иметь (см. о круге):
AD=lc cotglI(AB)=lc ig(и)
9
Площадь F, ограниченная предельною дугою А В  и осями АС  и ВС,
»
(см. прибавлеше I) будетъ:
A D = tf  tg(«)
'  .  J
следовательно, отношеше:
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P  7c2tgfa)___ ¥_ ig(u)
ABC \u  X * и
Когда сторона AJB̂  уменьшаясь, приближается къ нулю, то отношеше 
AD  . Р  tgM  .
j j i  ? & также и отношешя и ~  приближаются къ единиц1!. Въ
предгЬл£, следовательно, мы будемъ им-Ьть Х=)Р.
Откуда площадь треугольника будетъ: .
А =!с,2и=7с*(к~-А—В—С )
Площадь многоугольника.
Пусть A i , А2, . . , А п будутъ внутренше углы многоугольника,
имеющаго п сторонъ. Площадь его Ж, очевидно, будетъ:
»
' М = ¥ [(»—2) %—А —А — . . —Ап]
I
Если многоугольникъ правильный, то АЛ= А 2== . .. = А п , следова­
тельно, площадь его будетъ:
_  * 1
V .
№=7с2[(п-—2) тс—nAJ.
Если А<"А<2~  . . = А п = 0, то:
■ М =(п—2)%¥
/
будетъ наибольшая площадь. Если ?г=3, то наибольшая площадь треуголь­
ника будетъ: -
Построить этотъ треугольникъ можно слйдующимъ образомъ (фиг. 39): изъ 
точки А  на прямой А’А" возставимъ перпендикуляръ АВ  къА'А" иопре- 
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Все выше изложенное даетъ возможность провесть параллель между 
системами Евклидовской и Лобачевскаго, и показать въ какихъ частяхъ 
эти две системы сходны, и въ какихъ различаются между собою.
1 . Все предложешя, доказанный на основашй только 8-й и 12-й ак- 
шомъ, принадлежатъ обеимъ системамъ, следовательно двадцать восемь 
предложешй Евклида принадлежатъ и системе Лобачевскаго.
2. Геометргя безконечно-малыхъ фигуръ принадлежащая, какъ мы ви­
дели, обеимъ системамъ, не зависитъ отъ одиннадцатой аксшмы.
3. Обеимъ системамъ, будутъ принадлежать также и те предложешя, 
въ которыхъ конечный фигуры могутъ быть замещены безконечно-малыми. 
Таковы следуюпця предложешя:
a) Две прямыя ВВ1 и СС\ параллельныя третьей АА', по тому же 
направленш, параллельны между собою. Въ самомъ деле, В В ’ и ОС1 при­
ближаются, со стороны параллельности, къ А 1 А" неопределенно. На безко- 
нечно болыпомъ разстоянш, точки прямой АА' находятся въ безконечно 
маломъ разстоянш отъ точекъ прямыхъ ВВ' и GG’. Если возьмемъ одну
изъ такихъ точекъ на АА', и чрезъ нее проведемъ плоскость перпенди-
0
кулярную къ А А \ то она будетъ перпендикулярна и къ прямымъ 
ВВ> и ОС. Следовательно, три прямыя А А , BIf, СО’, перпендикулярный 
къ одной плоскости, будутъ параллельны между собою.
b) Сумма двугранныхъ. угловъ трехъ плоскостей, пересекающихся по 
параллельнымъ прямымъ, равна двумъ прямымъ угламъ. Разсуждеше 
тоже, что и въ а).
с) Сферическая геометр1я, т. е. геометр!я фигуръ на сфере, ограни- 
ченныхъ дугами болыпихъ круговъ, одинакова въ обоихъ системахъ. Въ 
самомъ д М , если изъ центра данной сферы опишемъ безконечно-малую 
сФеРУ) то БС'Ь фигуры на данной сфере будетъ проектироваться на безко- 
нечно-малой сфере, безконечно-малыми фигурами, имеющими теже свойства.
Или еще вслгЬдств1е того, что геометр1я сферы основана на 8-й и 12-й 
аксюмахъ, съ некоторыми исключешями для последней (след. стр. 5), и 
на аксюме, отличной отъ одиннадцатой Евклида и Лобачевскаго, именно: 
все прямыя на сфере пересекаются.
' Въ этихъ частяхъ обе системы сходны, въ следующихъ различны:
1 . Въ системе Евклида. Кругъ касательный въ известной точке пря­
мой, съ увеличешемъ рад1уса приближается къ прямой и переходитъ въ 
нее, когда рад1усъ сделается безконечно болыпимъ.
Въ системе Лобачевскаго. Такой же кругъ переходитъ не въ прямую» 
но въ предельную кривую.
2. Въ системе Евклида есть две кривыя, которыхъ каждая часть 
можетъ совместиться, где угодно, на остальной части безъ изгиба—это 
прямая и кругъ.
Въ системе Лобачевскаго есть четыре такихъ линш: прямая, кругъ, 
предельная кривая и кривая равныхъ разстояшй.
>3. Въ системе Евклида есть две поверхности, на которыхъ фигуры 
могутъ быть передвинуты безъ изгиба: плоскость и сфера.
Въ системе Лобачевскаго ихъ есть четыре: плоскость, сфера, пре­
дельная поверхность и поверхность равныхъ разстояшй.
Геометр1я на предельной поверхности въ системе Лобачевскаго есть
геометр1я Евклида.
4. Меровыя зависимости, самыя обыкновенныя на плоскости, не имеютъ 
места на плоскости Лобачевскаго. Таковы, напримеръ, теорема Циоагора и 
подоб1е фигуръ.
5. Уголъ параллельности въ системе Евклида есть прямой, въ си­
стеме Лобачевскаго онъ определяется выражешемъ:
2- "JLЛ к —О к
cotg П (р)=  ■ 2 —
а д  е есть основан1е Неперовыхъ логариемовъ, р  есть известное разетоя- 
Ше, а Ъ есть постоянный параметръ, которымъ одна система Лобачевскаго 
Отличается отъ другой. Этотъ параметръ, если наше пространство не есть 
'’ЁвКлидовское, а Лобачевскаго, можетъ быть определенъ опытомъ, который
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показываетъ, что онъ безконечно большой въ сравненш со всг1щъ темъ, 
что мы можемъ измерять въ нашей солнечной системе.
6. Если въ формулахъ сферической геометрш системы Евклида вве- 
демъ рад1усъ и этотъ рад1усъ изм'Ьнимъ въ Ы, г = у — 1 , то получимъ фор­
мулы геометрической системы Лобачевскаго, откуда следуетъ, что система 
Лобачевскаго, построенная на сфере, коей рад1усъ мнимая величина 
Ы, или квадратъ рад1уса есть величина отрицательная.
Такова въ общихъ чертахъ система Лобачевскаго, которую онъ по- 
етроилъ, измЗшивъ одиннадцатую акс!ому Евклида. Такъ какъ система ока­
залась возможною и логичною во вс£хъ своихъ частяхъ и заключаетъ въ 
себе, какъ частный случай, систему Евклида, то изъ этого можно заклю­
чить, что одиннадцатая аксшма Евклида, на основашй 8-й и 12-й, дока­
зана быть не можетъ. Съ одиннадцатой атом ы  геометрическая система 
раздвояется на Евклидовскую и Лобачевскаго, сообразно смыслу, данному 
одиннадцатой аксюме. .
Спрашивается теперь, дМствительно-ли эти две системы возможны 
совместно на плоскости, или же Евклидов^ая существуетъ на плоскости, 
а Лобачевскаго на другой какой-то поверхности? Этотъ вопросъ былъ 
вполне разрешенъ итальянскимъ геометромъ Бельтрами въ мемуарахъ: 
Resolution© del problema di riportare i punti di una superficie sopra un piano in 
modo che linee geodetiche yengano representato da linee rette. Annali matema­
tiche. Roma 1866. Saggio di interpretatione della geometria non eudidea. Gior-
ф
nale matimatico di Napoli 1868 и Teoria fondamentale degli spazii di curvatura 
costante. Annali di matematiche. 1869.
%
. Ниже я изложу только результаты этихъ изследовашй, такъ 
какъ полное изложеше несообразно съ целью и элементарнымъ ха- 
рактеромъ настоящаго сочинешя. Такое общее изложеше результатовъ 
достаточно покажетъ конкретное значеше системы Лобачевскаго и другихъ 
возможныхъ системъ и выяснитъ те результаты системы Лобачевскаго, ко­
торые, съ перваго взгляда, намъ кажутся несообразными на плоскости.
Ериввзна поверхностей.
Известно, что для изследовашя кривой линш сравниваютъ ее съ 
прямыми и кругами. Для этого берутъ, въ известной точке кривой, пря­
мую, имеющую две облця точки съ кривой—прямая эта называется тку-
\
щею\ если же две точки сечешя сольются въ одну, то такая прямая назы-
. ’ •
е
вается касатемной, въ данной точке къ данной кривой. Касательная къ 
кривой въ известной точке, вообще, въ этой точке, не пересекаетъ кривую, 
т. е. все соседшя точки кривой лежатъ по одну сторону касательной, исклю-
чая особенныхъ точекъ кривой, какъ напримеръ, въ точк^ перетба, где 
кривая, делаясь изъ выпуклой вогнутою, переходитъ на другую 'сторону 
касательной и следовательно пересекаетъ ее. Построивъ касательную, въ 
известной точке кривой, мы можемъ уже судить о ея кривизне въ этой 
точке, определяя насколько соседшя точки удаляются отъ касательной. 
Если соседшя точки кривой удаляются значительно отъ касательной, то*ы 
говоримъ, что кривизна кривой больше и обратно. Подъ соседними точками 
я разумею точки, лежапця безконечно близко отъ точки касашя. Еще более 
определенное пошше мы составимъ о кривизне кривой, сравнивъ кривизну ея, 
въ известной точке, съ кривизною круга. Для этого мы возьмемъ три про­
извольный точки на кривой, чрезъ эти точки проведемъ кругъ, центръ и 
рад1усъ этого круга будутъ зависеть отъ положешя взятыхъ трехъ точекъ 
на кривой. Если мы будемъ изменять положеше взятыхъ точекъ на кри­
вой, то, очевидно, будетъ изменяться положеше центра круга и величина 
рад1уса его. Если вторая точка совпадетъ съ первой, то кругъ> въ неко- 
торомъ смысле, сделается определеннее; это будетъ одинъ изъ техъ кру­
говъ, которые имеютъ общую касательную съ кривой въ первой точке.
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Если и третья точка совпадетъ съ первой и второй  ̂ т. е. если все три 
взятыя на кривой точки совпадутъ съ первою, то кругъ вполне опреде­
лится, положеше центра и величина рад!уса сделаются известными а 
определенными, для взятой точки. Кругъ этотъ называется кругомъ кри­
визны кривой въ данной точке, а радаусъ его называется радгусомъ кри­
визны. Кругъ этотъ, вообще пересекаетъ кривую въ данной точке, 
т. е. переходитъ, въ этой точке, съ одной стороны кривой на другую. 
Кривизна этого круга намъ даетъ более точное поняпе о кривизне кривой 
въ известной точке, такъ какъ о кривизне круга, когда радаусъ его
*  т
известенъ, мы всегда имеемъ точное поняпе. Поэтому условились изме­
рять кривизну кривой, въ известной точке, единицей разделенной на радаусъ 
кривизны, т. е. если чрезъ о назовемъ кривизну кривой въ данной точкй, 
чрезъ В  рад1усъ кривиены въ этой точке, то:
_ _  1
а ~ в
Если въ известной точке кривой 12= 00, то говорятъ, что кривизна
кривой въ этой точке есть нуль, т. е. три безконечно близюя точки на
кривой лежатъ на одной прямой лиши. Касательная въ этой точке имеетъ
три обпця точки съ кривой. Если кривизна кривой равна нулю въ каждой
ея точке, то кривая лишя есть прямая. На плоскости есть только две
кривыя коихъ кривизна есть величина постоянная: прямая кривизна кото­. ■ *
\  к -  • .
8
рой, во всехъ ея точкахъ, есть нуль и кругъ, кривизна котораго есть из-
j
вйстная, определенная положительная величина.
-  • *
Перейдемъ къ поверхностямъ: возьмемъ на какой нибудь поверхно­
сти точку, чрезъ эту точку проведемъ кривыя по поверхности во всёвоз-
,  ‘  9
можныхъ направлешяхъ, къ каждой изъ этихъ кривыхъ проведемъ каса­
тельную въ точке взятой на поверхности, все эти касательныя лежатъ въ 
одной плоскости, которая и называется касательною плоскостью къ поверх­
ности въ данной точке. Если точки поверхности, лежапця безконечно
|  1 •
близко точки касашя, все лежатъ по одну сторону касательной плоскости,
то говорятъ, что поверхность, въ соседстве точки касашя, выпуклая или
'  ‘  *
вогнутая. Если же о дне точки лежатъ по одну сторону касательной плос­
кости, а друия по другую, то говорятъ, что поверхность, въ соседстве 
точки касашя, выпукло-вогнутая.
Прямая, проведенная чрезъ точку касашя перпендикулярно къ каса­
тельной плоскости, называется нормальною литею къ поверхности.
Первыя изследовашя, относительно кривизны поверхностей, были сде­
ланы Эйлеромъ и Монжемъ. Оне состоять въ следующемъ: чрезъ данную 
точку на поверхности проведемъ нормальную лишю, чрезъ эту лишю про- 
водятъ, во всевозможныхъ направлешяхъ плоскости, плоскости эти пере-
секутъ поверхность по кривымъ, которыя расходятся, по всемъ направле-
«  *  '  .  •  •
шямъ отъ взятой точки.
Если теперь- опредйлимъ, какъ выше указано, рад1усы кривизны каж­
дой кривой въ данной точке, то мы составимъ себе понятае о кривизне
.  *  ✓  . ' '
каждой кривой, а следовательно составимъ пошше и о кривизне поверх­
ности въ этой точке. Анализъ показываетъ, что между этими рад!усами кри­
визны есть всегда два, изъ коихъ одинъ будетъ больше всехъ, а другой мень­
ше всехъ. Эти рад1усы кривизны называются главными, также какъ и со­
ответствующая лиши сечешя. Плоскости главныхъ сгЬчешй, т. е. се- ’( « *
чешй въ которыхъ кривизна кривыхъ есть наименьшая и наибольшая, на­
клонены между собою всегда подъ прямымъ угломъ. Если означимъ чрезъ 
ос уголъ, который какая нибудь изъ плоскостей, проведенныхъ чрезъ нор­
маль, составляетъ съ плоскостью, содержащею кривую съ наиболыпимъ 
рад1усомъ кривизны, то, означая чрезъ В 1 и В2 наиболышй и н а и м е н ь п и й  
раддусы кривизны, а чрезъ В  радаусъ кривизны кривой, лежащей въ плос-
•  v  •
кости, составляющей: уголъ а, нашли что:
1 1 * , 1 . 2cos а ч - ~ - sm а.Лл iij  л 2
1 . . • . • > . - 
Следовательно, радаусы кривизны кривыхъ зависятъ отъ накло-
■ ■ • 1 ■'  > j  ’  > ■ ^  •  j  1 ■
нешя а и радаусовъ Bi и В2.
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Если поверхность въ данной точке будетъ выпукло-вогнутая, то какъ 
мы видели, она, въ точке касашя, лежитъ по обе стороны касательной 
плоскости, следовательно, кривизна кривыхъ, пропсшедпшхъ отъ нормаль- 
ныхъ сйчешй, въ известномъ направлении, должна изъ выпуклой
I  •  •
перейти въ вогнутую или обратно, следовательно, радаусы кривизны
ч . .
доллшы быть направлены въ противуположную сторону своего прежняго 
направлешя, т. е. изъ положительныхъ сделаться отрицательными, или 
обратно. Кривизна кривыхъ должна, следовательно, перейти чрезъ нуль, 
а рад1усы кривизны должны перейти чрезъ безконечность. Въ вы- 
нукло-вогнутыхъ поверхностяхъ главные рад1усы кривизны не будутъ 
наиболышй и. наименьший, а оба будутъ наименыше, одинъ между положи­
тельными, а другой между отрицательными. Одна изъ плоскостей, проходящая 
между главными плоскостями сечешя, содержитъ кривую, которая въ этой 
точке имеетъ кривизну нуль, следовательно, радоусъ кривизны равенъ без- 
конечности. Одинъ изъ главныхъ рад1усовъ кривизны будетъ положитель­
ный, а другой отрицательный. Переходъ рад!усовъ кривизны отъ положи­
тельныхъ къ отрицательнымъ бываетъ или чрезъ кривую, имеющую точку 
перегиба, или чрезъ прямую. Это последнее свойство имеетъ однополый
гиперболоидъ и параболичесшй гинерболоидъ. Эти поверхности съ каса-
•  •
тельной плоскостью пересекаются по прямой лиши. Такимъ образомъ, мы
«•  •
можемъ составить понятае о кривизне поверхности въ данной точке, но са-
*  ■ • * ‘ ' '  -  .  j  ’ *
мыхъ важныхъ результатовъ въ этомъ отношенш достигъ Гауссъ.
. •  •  .  •  '    1 ч
Чтобы судить о кривизне поверхности, Гауссъ беретъ известную часть
• % . • .  * *
поверхности, т. е: фигуру и сравниваетъ ее съ соответствующей фигурой 
на шаре, коего рад1усъ есть единица, следующимъ образомъ: изъ каждойУл - ' * •
точки контура фигуры на поверхности онъ проводить нормальную лишю, а 
изъ центра сферы проводить рад1усы параллельно проведеннымъ нормалямъ; 
такимъ образомъ на сфере; образуется фигура, соответствующая фигуре на
•  "   , .  • •  ; ,  , 1
поверхности. Площадь фигуры на сфере Гауесъ назвалъ полною кривизною,
•  •  . .  * I  1
взятой на поверхности фигуры. Средней кривизной онъ назвалъ отношеше 
площади фигуры на. сфере къ площади фигуры на поверхности.
Если площадь взятой фигуры на поверхности будетъ безконечно ма­
лая, то средняя кривизна называется кривизною поверхности въ точке, ле­
жащей внутри безконечно малаго контура.
Если озиачимъ чрезъ & площадь безконечно малой фигуры на по­
верхности, чрезъ о площадь соответствующей фигуры на сфере, то кри-
•  •




Гауссъ нашелъ, что это отношеше равно:
5 9
где и R t суть рад!усы кривизны главныхъ сечешй поверхности въ 
точк'Ь на площади фигуры О. Если поверхность въ данной точке выпук­
лая, то кривизна ея есть величина положительная, а если выпукло-вогнутая, 
то кривизна поверхности, въ этой точке, есть величина отрицательная.
Теперь я докажу, что если мы будемъ выгибать поверхность, такъ 
чтобы не образовалось ни складокъ, ни разрывовъ, т. е. чтобы разстояше, 
какихъ нибудь двухъ, точекъ на поверхности оставалось безъ изменешя, 
то при всехъ такихъ выгибащяхъ кривизна поверхности, въ известной
точке, не переменится, т. е. отношеше —  не изменится, а следовательно,
не изменится и произведете MtR9 главныхъ рад1усовъ кривизны въ дан­
ной точке.
Во первыхъ заметимъ, что при такихъ выгибашяхъ величина пло­
щади фигуры О и ея контура не изменяется, следовательно, надобно только 
показать, что не изменяется, при выгибаши фигуры &, и площадь фи­
гуры ы.
Для этого вспомнимъ сначала следующее свойство многоугольника 
на сфере, образованная дугами болыпихъ круговъ. Если периметръ такого
л
многоугольника назовемъ чрезъ Р, а площадь, соответствующая ему по-
лярнаго многоугольника, назовемъ чрезъ ZZ, то известно, что:
/  *
P -h ZZ=4<Z.
Возьмемъ на нлощади элемента О точку, эту точку возьмемъ за
центръ сферы, коей рад1усъ есть единица. Проведемъ чрезъ эту точку къ
/
контуру О, безчисленное множество прямыхъ линш, которыя продолжимъ
-  •Щ
до встречи съ сферой, на сфере образуется многоугольникъ съ безчислен-
нымъ числомъ сторонъ. Периметръ этого многоугольника назовемъ чрезъ
•  *
Р . Если элементъ & выгибается, то очевидно периметръ Р  не изменяется.
•  |  •  9  , •
Полярный многоугольникъ, соответствующей многоугольнику, коего пери­
метръ есть Р , очевидно, будетъ ничто иное какъ элементъ ь>. Означивъ










Диге (Diguet) показалъ еще, что если чрезъ данную точку А  на 
поверхности проведемъ, по всймъ направлешямъ, геодезичесюя линш, на 
которыхъ возьмемъ постоянную безконечно малую длину s, то на поверх­
ности образуется элементъ ft, котораго периметръ 8 и площадь £1 выра­
жаются следующими уравнешями: -
< 5  _  7CS2 , TCS4 ,
™ ~  Ш Ж г  (а)
Изъ последняго уравнешя легко видеть, что если кривизна поверх­
ности есть величина постоянная, то элементы, образованные въ различ­
ныхъ точкахъ, подобно элементу £1 , будутъ совмещаться, следовательно 
способъ наложения можетъ быть примененъ къ такимъ поверхностямъ, т. е. 
на такихъ поверхностяхъ акс1ома совместимости имеетъ место.
Изъ этого видимъ, что свойствомъ еовмгьстимости обладаютъ не 
только плоскость и сфера, какъ мы выше сказали, но все поверхности, 
имеюнця постоянную кривизну. На всехъ такихъ поверхностяхъ 8-я Ев- 
клйдовская аксюма имеетъ место и можетъ быть приложенъ способъ на- 
ложешя для сравнешя меровыхъ отношешй фигуръ.
Если, какую нибудь, поверхность мы будемъ изгибать всеш  возмож­
ными способами, но только такими, при которыхъ не образовались бы ни 
складки, ни разрывы, то получимъ все поверхности, которыя могутъ быть 
навиты, очевидно, безъ складокъ и разрывовъ одна на другую. Такъ 
какъ при выгибанш поверхности, кривизна ея въ каждой точке не изме­
няется, то изъ этого следуетъ, что для того, чтобы одна поверхность 
могла быть навита на другую, необходимо, чтобы, въ соответствующихъ 
точкахъ, кривизны обеихъ поверхностей были равны. Но этого усждая не­
достаточно, надобно еще, чтобы элементы геедезическихъ лишй на обеихъ
•  ^
поверхностяхъ были равны. Это последнее услов1е вытекаетъ взъ втораго 
уравнешя (а).
Постоянная кривизна поверхности можетъ быть нуль, положительная
и отрицательная.
Типомъ поверхностей съ кривизной нуль служить плоскость.
Типомъ поверхностей съ постоянной положительной кривизной служить
сфера.
I
И, наконецъ, типомъ поверхностей съ постоянной отрицательной кри­
визной служить жевдо-сфера или плоскость Лобачевском*
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Поверхности съ кривизною нудь.
* ч  •  .
Кривизна плоскости, очевидно, есть нуль, такъ какъ главные рад1усы 
кривизны оба равны безконечности. Следовательно, поверхности, которыя мож­
но развернуть на плоскости, или на которыя можно навить плоскость, будутъ 
иметь все кривизну нуль. Таковы: поверхности гщлгшдричесшя, коничестя, 
и вообще все поверхности извес-тныя подъ назвашемъ развертывающихся 
поверхностей.
На всехъ этихъ поверхностяхъ все три акск>мы Евклида имеютъ 
место безъ исключешй, следовательно, геометрическая система Евклида 
принаддежитъ не только .плоскости, но и веЬмъ поверхностямъ съ кривиз­
ною нуль. •
: Нояснимъ это обстоятельнее: возьмемъ прямой цилиндръ съ круго-
вымъ основашемъ и что скажемъ о цилиндре, то легко отнести и ко вся­* . * \
кой другой развертывающейся поверхности.
Аксюма 8. Возьмемъ на плоскости какую нибудь фигуру, напри-
•  •  *
меръ, треугольникъ и перенесемъ его по плоскости въ какое нибудь дру­
гое место, затемъ навьемъ плоскость на цилиндръ; очевидно, что вообще, 
изгибъ треугольника на цилиндре, въ одномъ месте, будетъ отличенъ отъ 
изгиба въ другомъ, но одинъ изъ треугольниковъ можно передвинуть по цилин­
дру и совместить съ другимъ. Тоже самое можно сказать о совместимости и 
на другихъ развертывающихся поверхностяхъ. Следовательно, а т о м а  сов­
местимости имеетъ место на всехъ развертывающихся поверхностяхъ.
■ Аксюма 12. Прямая лишя вполне определяется двумя данными точ­
ками на плоскости, она же есть и кратчайшее разстояше между этими 
точками.
Если плоскость, на которой между двумя точками проведена прямая 
лишя, навьемъ на какую нибудь развертывающуюся поверхность, напри- 
меръ, цилиндръ, то прямая, навитая на цилиндръ съ плоскостью, можетъ 
остаться прямой и на цилиндре, можетъ обратиться въ кругъ и можетъ 
сделаться гелисомъ. При такихъ разнообразныхъ формахъ, которыя прямая 
принимаетъ на цилиндре, она будетъ и на цилиндре вполне определяться 
двумя точками и останется кратчайшимъ разстояшемъ и на цилиндре. Все,
что я сказалъ о цилиндре:, можно отнести и ко всемъ развертывающимся
• • \
поверхностямъ.
Изъ сказаннаго видимъ, что 12-я аксюма, или определеше прямой 
есть масштабъ для геометрическихъ построений на поверхностяхъ, не пред­
став ляющихъ исключешй для этого определешя. Этотъ масштабъ изме­
няется по форме, не только отъ поверхности къ поверхности, но и на од­
ной и той же поверхностей.
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Мы привыкли съ этимъ опред'клешемъ прямой соединять неразрывно 
ея частную форму въ нашемъ пространстве, или па плоскости; для насъ 
она есть форма натянутой нити или отвеса, между т'Ьмъ какъ опред'Ьле- 
ше ея допускаетъ самыя разнообразныя формы. Евклидъ въ четвертомъ 
своемъ определены, очевидно, имгЬлъ въ виду форму прямой нашего про­
странства. Это определеше даетъ действительно понятие о форме прямой, 
но не можетъ служить для геометрическихъ построешй,
Аксюма 11. Разсуждая точно также и относительно этой атомы , 
мы видимъ, что она, въ форме Евклида, или Лобачевскаго, будетъ иметь 
место и на всехъ развертывающихся поверхностяхъ, если действительно 
обе геометричесшя системы совместно существуютъ на плоскости.
Изъ этого видимъ, что геометричесшя системы Евклида и Лобачев­
скаго, существуя совместно на плоскости, будутъ существовать и на всехъ 
развертывающихся поверхностяхъ. Это будутъ геометричесшя системы по­
верхностей съ кривизною нуль. .
Поверхности съ положительной кривизной.
4
Представителемъ поверхностей съ постоянной положительной кривизной 
есть сфера. Въ каждой точке сферы, коей рад1усъ есть В, все рад1усы кривизны
_  *  - — *  > . » ,  i .
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Аксюма 8. Такъ какъ сфера есть поверхность съ постоянной поло­
жительной кривизной, то на ней, какъ мы выше показали, аксюма совме­
стимости имеетъ место, какъ и на плоскости. Способъ наложешядля срав-
нешя меровыхъ отношенш фигуръ на ней применяется.
•  *  ■
Аксюма 12. На сфере двумя точками определяется дуга большаго
• -
круга, она же есть и кратчайшее разстояше между двумя точками. Сле­
довательно, на сфере прямая лишя есть дуга большаго круга. Хотя две 
точки на сфере и определяютъ всегда дугу большаго круга, но положеше 
двухъ точекъ бываетъ таково, что чрезъ нихъ можно провести безчислен­
ное множество дугъ болыпихъ круговъ. Таковы две д1аметрально противу- 
положныя точки. Кроме того, разстояшй между двумя точками на сфере 
всегда два, одно изъ нихъ есть кратчайшее, а другое, хотя имеетъ въ 
каждой своей точке свойство кратчайшаго, но не есть кратчайшее. Следо­
вательно, двенадцатая аксшма на сфере имеетъ место съ некоторыми ис­
ключениями. Вследств1е этихъ исключешй не все двадцать восемь первыхъ
положешй Евклида имеютъ место на сфере.
Напримеръ, две прямыя перпендикулярныя къ третьей на сфере ветре-
I  * •
чаются.
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АкЫомл 11. Все прямыя (дуги болыпихъ круговъ), на сфере встре­
чаются. Геометрическая система построенная на этихъ аксюмахъ не имеетъ 
теорш параллельныхъ литй. въ ней нетъ подо61я фигуръ. Сумма угловъ въ 
треугольнике, въ такой системе, больше двухъ прямыхъ. Площадь треуголь­
ника зависитъ отъ суммы угловъ. Въ самомъ деле, известно, что:
ААВС=В?(А-ь-Вч-С—тс).
Теперь становиться ясно почему Дежандръ успелъ доказать, что
сумма угловъ въ треугольнике не можетъ быть меньше двухъ прямыхъ,
введя аксшму: что чрезъ данную точку внутри угла всегда можно про­
- •
вести прямую, встречающую обе стороны угла. Очевидно, это одиннадцатая 
аксюма для сферы, а на сфере сумма угловъ въ треугольнике больше двухъ 
прямыхъ, следовательно, Лежандръ, введя эту аксюму, перешелъ безсозна- 
тельно къ геометрической системе сферы.
Все то, что я сказалъ относительно сферы, относится ко всемъ по­
верхностямъ, навивающимся на сферу, т. е. къ поверхностямъ, которыя
1
имеютъ кривизну равную кривизне сферы. Следовательно, геометричес­
кую систему сферы можно назвать системой постоянной положительной 
кривизны.
Геометрическая система нулевой кривизны одна. Геометрическихъ си- 
стемъ постоянной положительной кривизны безчисленное множество, и все 
оне отличаются между собою только постояннымъ числомъ, выражающимъ 
кривизну, которая входитъ известнымъ образомъ въ геометричесшя зави-
ч
симости системы. Напримеръ, мы уже видели, что площадь треугольника 
на сфере равна:
А А £С =В * (А +В ч-С —к)
а
0
В 8 для различныхъ системъ будетъ различно.
< ,  /
Поверхности съ постоянной отрицательной кривизной.
Мы видели, что если въ известной точке поверхности кривизна ея 
есть величина отрицательная, то въ этой точке поверхность выпукло-вог­
нутая и лежитъ частно съ одной, а частно съ другой стороны касательной 
плоскости въ данной точке. Если поверхность имеетъ во всехъ своихъ
ф  ■ ,
точкахъ отрицательную кривизну, то ее называютъ сгъдло-образною, такъ
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какъ въ каждой ея точке она имеетъ форму седла, главные радгусы кри­
визны обращены въ противуположныя стороны. Если кривизна такой по­
Фиг. 40.
верхности есть величина постоянная, т. е. если произведете гдавныхъ ра- 
даусовъ кривизны B i и В2 будетъ:
В Л В
то такую поверхность называютъ псевдо-сферой. Назваше это далъ итальян- 
скхй геометръ Бельтрами, который въ первый разъ и изслЬдовадъ свойства 
псевдо-сферы. Сходства между сферой й псевдо-сферой нЬтъ никакого, 
единственное сходство заключается въ томъ, что какъ въ той, такъ и въ
другой поверхности, кривизна постоянная, но въ одной положительная, а/
въ другой отрицательная.
Часть псевдо-сферической поверхности можно получить обращая полу­






ченной поверхности, кривизна есть постоянная отрицательная величина. Еще
9
щ
часть псевдосферы представить шампансюи бокалъ, если острую ножку 
посл&дняго, еъуживая, продолжить до безконечиости.
ч
Фиг. 42.
Изсмъдоватя Бельщрами. Бельтрами сначала рйшаетъ следующую 
задачу: найти поверхности, точки которыхъ, можно бы было такъ отнести къ
плоскости, чтобы линщ кратчайшихъ разстояшй на поверхности (геодезичеш я)
«  .  * .  • ■ 1  ‘ *  .  •  •  1 *  .  .  в  »
•  ч  ’  •
изображались прямыми лишями на плоскости? Бэльтрами показываетъ, что т а м
\ф “ ' * * * * : ~ ‘ '* * # * *
поверхности суть сфера и псевдо-сфера. Пояснимъ это на сферй. Возьмемъ
сферу О и на ней точку А , назовемъ эту точку полюсомъ и проведемъ
S* .  _
чрезъ нее касательную плоскость D E  къ сфер'Ь. Проведемъ чрезъ центръ 
шара О прямыя по вс'Ьмъ направлешямъ къ точкамъ плоскости, эти пря-
Фиг. 43*
мня перес&кутъ полу-сферу BAG въ точкахъ, которыя будутъ соответ­
ствовать точкамъ плоскости и обратно. Очевидно, что каждой точке плоскббтй 
будетъ соответствовать одна только точка полу-сферы BAD. Каждой ли­
нш на одной изъ поверхностей будетъ соответствовать лишя на другой. 
Каждой геодезической линш на одной изъ поверхностей соответствуем
в  .  ,  *
геодезическая лишя на другой. И въ самомъ деле, каждая плоскость, про­
ходящая чрезъ центръ сферы, пересекаетъ плоскость DE  по прямой, а
• ф
полу-сферу по большому кругу. Точки большаго -круга на сфере, коего
- •  '  •
-  •  .  •  «
плоскость параллельна плоскости DE, будутъ соответствовать безконечно 
удаленнымъ точкамъ на плоскости. Двумъ параллельнымъ прямымъ на 
плоскости будутъ соответствовать два болыпихъ круга сферы, коихъ обпцй 
д1аметръ параллеленъ касательной плоскости DE. Следовательно, зная та­
кую зависимость, мы, отъ теоремъ геометрической системы на плоскости, мо­
жемъ переходить къ теоремамъ на сфере и построить, такимъ образомъ, 
сферическую геометрическую систему. .
Псевдо-сфера. Другая поверхность, найденная Бельтрами, есть псевдо- 
Онъ находить, что она распространяется въ безконечность, но въ
v  . .  , *
безконечности ограничена кругомъ, коего рад1усы суть безконечно боль-
пня геодезичесшя лиши на поверхности, исходяпця изъ одной точки. За
•  • •
пределомъ этого геодезическаго крута, поверхность не продолжается, точки 
ея делаются мнимыми, идеальными. Все ея точки можно такъ отнести къ 
плоскости, что соответствующая точки плоскости будутъ все лежать внут-. 
ри конечнаго круга, окружность котораго будетъ соответствовать точкамъ 
поверхности, лежащимъ на безконечности, т. е. на выше упомянутой геоде­
зической окружности.
юдезическимъ лишямъ на поверхности будутъ соответствовать хорды
%
круга на плоскости.
Аксюма 8. Такъ какъ кривизна псевдо-сферы есть величина постоян­
ная, то акс1ома совместимости на ней имеетъ место и способъ наложешя 
можетъ быть примененъ какъ и на плоскости.
. Аксюма 12. Геодезическая лишя, или лишя кратчайшаго разстояшя 
между Двумя точками, вполнть определяется двумя данными точками - безъ 
всякихь исключешй, следовательно вполне
прямой на плоскости. - ' ;
Изъ этого- видимъ, что 8-я и 12-'Я аксшмы принадлежать и плоско­
сти и псевдо-сфере вместе, следовательно первыя двадцать восемь поло* 
женШ Евклида будутъ общими и плоскости и псевдо-сфере. =
Аксюма 11. Я уже сказалъ, что каждой точке на псевдо-сфере соот- 
ветствуетъ. только одна точка круга на плоскости, коего радоусъ есть se- 
личина конечная,- и что геодезическимъ лишямъ соответствуютъ ; хорды
L • /
круга. Точкамъ встречи хорды съ окружностью соотвйтствуютъ безконечно
удаленныя точки геодезической линш на псевдо-сфер^.»
Фиг. 44.
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Пусть О будетъ центръ круга, коего точки соотв&тствуютъ точкамъ псевдо­
сферы (фиг. 44). Окружность A BFE  будетъ соответствовать точкамъ безконечно 
удаленнымъ на псевдо-сфер^. Хорда, напримеръ АВ, соответствуем геодези­
ческой лиши на псевдо-сфере. Точки Аж В  хорды AJB соответствуют без­
конечно удаленнымъ точкамъ геодезической линш. Если две хорды пересе­
каются внутри круга A B F E , какъ напримеръ хорды L K  и E F  въ точке 
Ж, то соответствующая геодезичесшя лиши пересекаются на псевдо-сфере 
въ конечномъ разстоянш. Если две хорды пересекаюся на окружности, 
какъ напримеръ хорды GH и NH, то геодезичесшя лиши пересекаются 
на безконечиости. Если наконецъ две хорды, какъ напримеръ GH  и L K , 
пересекаются вне круга, то геодезичесшя лиши, соответствующая такимъ 
хордамъ на псевдо-сфере, не пересекаются.
Возьмемъ на псевдо-сфере геодезическую лишю AJ&i и точку Ск, 
лежащую вне геодезической линш. Пусть въ круге ABEF  хорда А В  соот­
ветствуем геодезической лиши A i Д  на псевдо-сфере, а точка С пусть 
соответствуем толке Ct . Если чрезъ точку С въ круге проведемъ 
две хорды СА и СВ, то на псевдо-сфере имъ будутъ соответствовать две 
геодезичесшя линш, проходяпця чрезъ данную точку на псевдо-сфере и встре­
чающая данную геодезическую лишю A lBi на безконечиости. Хордамъ, про- 
ходящимъ чрезъ точку С и лежащимъ внутри угла АСВ, будутъ соот­
ветствовать на псевдо-сфере геодезичесшя линш, проходяпця чрезъ дан­
ную точку и встречаюпця данную геодезическую лишю. Хордамъ, прохо­
дящими чрезё туже точку С и лежащимъ вне угла ABC, Оудутъ соот­
ветствовать геодезичесшя линш, проходяпця чрезъ данную точку и не
*
встречающая данной геодезической линш. Изъ этого виднмъ, что если на
< "  ■ .  а
псевдо-сфере дана геодезическая лишя и точка лежащая вне геодезической ли­
ши, то все геодезичесшя лиши, проходяпця чрезъ данную точку, делятся на 
встречаются и невстречаюпця данную. Две геодезичесшя лиши, проходяпця 
чрезъ данную точку, встречаются данную на безконечности отделяютъ встре­
чаются отъ невстречающихъ. Если эти последшя две дштш назовемъ 
параллельными данной, то мы сейчасъ видимъ, что геометрическая система 
Лобачевскаго есть система на псевдо-сфере, такъ какъ три аксюмы на
псевдо-сфере суть аксюмы, положенныя Лобачевскимъ въ основаше -своей' - <
системы. Такимъ образомъ, ЛобачевскШ первый изследовалъ ту поверх­
ность, которую Бельтрами назвалъ псевдо-сферой и которую следовало бы 
назвать плоскостью Лобачевскаго.
,  ■ *  ’  ■ «*  ■ _  - .  •
Далее Бельтрами показываетъ, что если АВ  будетъ геодезическая
лишя на псевдо-сфере и О точка вне ея, CD^p  перпендикулярная геоде-









где Jc рад!усъ кривизны псевдо-сферы. Следовательно, постоянное & сис­
темы Лобачевскаго есть ничто иное, какъ радаусъ кривизны псевдо-сферы.
Бельтрами находить, что окружность круга на псевдо-сфер^, коего 
радаусъ есть г , какъ и у Лобачевскаго, имеетъ выражеше:
Ок.г =  nk (е* —е * )
-г
• . # e t  .
Сумма угловъ въ геодезическомъ треугольнике на псевдо-сфере 
меньше двухъ прямыхъ. Площадь его, если А> В, С суть углы треуголь­
ника, будетъ:
• •  *  
д  ̂ ^ ( к —А —В —С ).
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Однимъ словомъ Бельтрами показываетъ полное тождество геометри­
ческой системы Лобачевскаго съ системою на псевдо-сфере, которое уже
. * j ■ *
становиться яснымъ, какъ только онъ показалъ, что аксюма Лобачевскаго
.  ■ *  i  . •  • »• * - , • : '
и псевдо-сферы тождественны.
После этого ясно видно почему одиннадцатая аксюма не можетъ 
быть доказана на основами 8-й и 12-й. А том ы  8-я и 12-я принадлежать
I
и плоскости и псевдо-сфер^, следовательно, доказать съ помощью 8-й и 12-й 
одиннадцатую аксюму, это значить показать, что свойство, выраженное ею, 
принадлежит^ и плоскости и псевдо-сфере, а эти поверхности только и
отличаются смысломъ одиннадцатой аксюмЫ;
%
Геометрическихъ системъ съ, постоянной отрицательной кривизной
.  ; .  ‘  '  .  '  •  •  .  .
есть безчисленное множество, все оне отличаются между собою только
■ •* Г ;  • ' ' ' . . :
чйсловымъ значешемъ кривизны. Система эта принадлежитъ и всемъ по- 
верхностямъ, которыя навиваются»'йа псевдо-сферу.
Изъ всего сказаннаго видимъ, что существуетъ три геометричесшя 
системы: система на поверхности съ кривизною нуль или плоская геометр1я—  
Евклидовская, система на поверхности съ постоянной положительной кри­
визной, или сферическая геометр1я и система на поверхности съ постоян­
ной отрицательной кривизной или геометр1я нсевдо-сферическая—Лоба- 
■.  *
чевскаго. Плоская геометр1я составляетъ переходъ отъ сферической къ 
псевдо-сферической. Изъ этого также видимъ, что одиннадцатая аксюма 
тесно связана съ кривизною той поверхности на которой строится геомет­
рическая система. . .
Риманъ весьма наглядно рисуеть систему поверхностей, имеющихъ все­
возможный постоянный кривизны. Для этого сначала построимъ поверхности;
которыя можно навить на сферу- Возьмемъ сферу съ известнымъ рад1усомъ и на
* •  ̂  ̂ • *■ * . ” • * ■ , (
ней две дааметрально дротивуположныя точки, соединимъ эти точки двумя дуга­
ми болыпихъ круговъ и часть сферы, заключающейся между этими кругами, 
т. е. сферическую лодку, вырежемъ и края остальной части сферы сведемъ,
*  >  .  у .  - -  *  ’  . .  .  (  v . ■ ■ • ,
такимъ образомъ, получится веретено-образная поверхность, которая оче­
видно, навивается на сферу, чемъ вырезанная часть сферы будетъ больше,
V  - .  /  а  .  -  ‘  •  • V .  .
темъ полученная веретено-образная поверхность будетъ тоньше. Мы взяли 
сферу с ъ .предельнымъ радасомъ, напримеръ, В. Теперь б у д е м ъ  .брать
%  % •  •  . . .  *  *  '  i  ^  4  ' * • •  *  *  '  .
..радоуср . которыхъ,, начицая съ В у делались бы все больше и
больше до оо. Изъ такихъ сферъ будемъ вырезывать сферичесшя лодки и
*  • ■ • -
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сближать края остальныхъ частей сферъ. Лодки должны быть такъ выре­
заны, чтобы полученныя верётено-образныя Поверхности заключали внутри
взятую сферу и касались бы ея по большому кругу. Когда мы возьмемъ 
наконецъ сферу съ рад1усомъ равнымъ безконечности, то, очевидно, вере­
тено-образная поверхность обратится въ прямой цилиндръ, рад1усъ осно­
вашя котораго есть It. Все это суть поверхности вращеюя около 
оси АВ.
Фиг. 46.
« „Если еще. возьмемъ два полукруга KOL и Ж /jP, которые касаются 
круга О и коихъ рад!усы меньше В, то они опингутъ • около оси АВ  по­
верхности изъ коихъ одна, описанная полукругомъ KCL, будетъ навиваться 
на сферу, коей рад1усъ равенъ рад1усу круга KCL, а другая JEGF опишетъ 
часть псевдо-сферы. Вся система такихъ поверхностей вращешя будетъ 
представлять поверхности со всевозможными постоянными кривизнами, 
отъ— оо доч-oo. Цилиндрическая поверхность съ кривизною нуль отдЬ- 
ляетъ поверхности съ полояштельной кривизной отъ поверхностей съ кри­
визной отрицательной. На каждой изъ поверхностей можетъ быть построена 
*геометрическая система.,, которая и будетъ одной изъ трехъ выше .упомяну­
тыхъ. . .
•г Каждая изъ всевозможныхъ поверхностей съ постоянной кривизной
9  %
можетъ быть навита на одну изъ, предъидущей. системы поверхностей*'
Мы уже вид&лщ что. Евклидовская система есть частный случай си­
и  I  1  *  •
стемы Лобачевскаго, и что ЛобачевскШ пытался проверить это, построещемъ
, «
чтакихъ. треугольниковъ, которыхъ. бы стороны были не меньше- аемцой ор­
биты.. Онъ вычислилъ сумму угловъ въ такихъ. треугольникахъ д . нашедъ>
• • ■ ' к ■ * г . ’ ’ • 1  ̂ * .   •
что она меньше двухъ прямыхъ на 0,003 секунды. Такая;незначительная
при наблюдевдяхъ* но еслиразница можетъ происходить отъ 
обратимъ внимате ца то, что, д^лая подобныя поверки,; всегда нахрдятъ
12
сумму угловъ въ треугольникахъ меньше двухъ прямыхъ, то можно, съ 
некоторою вероятностно, предположить, что если бы стороны построенныхъ 
треугольниковъ были еще значительнее, напримеръ, были бы равны, по
% #  4 *• *  I  '  > 1 '  ■
крайней мере, разстоянш Capiyca отъ земли, то могло случиться, что най­
денная сумма угловъ въ такихъ треугольникахъ отличалась бы отъ двухъ 
прямыхъ на количество более значительное. Изъ этого мы заключили бы, 
что наше пространство имеетъ законы отличные отъ Евклидовскихъ, кото­
рые суть только приближеше законовъ псевдо-сферическаго пространства. 
Какъ не странно кажется, съ перваго взгляда, что наше пространство 
можетъ быть не такимъ, какъ мы его себе представляемъ, но мы выше 
видели, что только опытъ можетъ решить есть-ли наше пространство Ев­
клидовское или Лобачевскаго.
л  *  •  -
А томы  нашего Евклидовскаго пространства суть следуюпця:
1) Пространство имеетъ три протяжешя—измерешя.
2) Каждая его часть—фигура, совмещаясь всеми своими точками
»  -  ■ *
въ одномъ его месте, совмещается, точно также, и въ другомъ. Это ак- 
cioMa совместимости. ,
ш
3) Между двумя точками въ пространстве можно провести только 
одну прямую линш.
4) Сумма угловъ въ прямолинейномъ треугольнике въ пространстве 
равна двумъ прямымъ угламъ. ' .
Пространство, определяемое этими аксюмами, мы будемъ называть 
плоскимъ‘ или Евклидовскимъ. :
Изъ этихъ основныхъ аксюмъ Евклйдовскаго пространства вытекаютъ 
следующая свойства его:
a) Евклидовское пространство безконечно и безгранично. Въ немъ
можно построить безчиеленное множество пространствъ двухъ протяжешй—
#
поверхностей, отделяющихъ одну часть пространства отъ другой. Оне делят-t
ся на конечныя, но безграничныя— это поверхности съ положительной .кри­
визной, на безграничныя и безконёчныя— съ кривизною нуль и на безко*- 
нечныя, но ограниченныя— это поверхности съ отрицательной кривизной. 
Типы ихъ: сфера, плоскость и псевдо-сфера.
b)  Чрезъ три точки въ пространстве, не лежапця на одной прямой
9
•  •  
линш, можно провести только одну плоскость.
- с) Если две точки прямой, лежащей въ одной плоскости, совпадаютъ
съ двумя точками прямой лежащей въ другой плоскости, то обе прямыя
*
совпадаютъ всеми своими точками.
d) У голь* образуемый перпендикулярами, возставленными изъ какой 
нибудь точки пересечешя двухъ плоскостей къ этому пересеченно въ
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плоскостяхъ, есть величина постоянная—имъ измеряется наклонение двухъ
плоскостей.1 • ■ ^
На этихъ свойствахъ пространства построена Евклидовская стерео-
метр!я. . - г ’
Если мм оставимъ чгервыя три аксюмы Евклидовскаго пространства 
безъ изменешя, а изм'Ьнимъ четвертую, сказавъ что сумма угловъ вът 
прямолинейномъ треугольнике меньше двухъ прямыхъ, то мы получимъ 
пространство, которое уже изследовалъ Лобачевсшй, а въ 1868 году Бель­
трами, въ мемуаре Teoria fondamentale degli spazii di curvatura costante. Бель­
*  * •  * .  J  % % *  < r  ,  * ■ •  ^  ‘  e
трами назвалъ такое пространство псевдо-сферическимь, но лучше бы "было 
его назвать пространствомъ Лобачевскаго.
Вотъ результаты данные Бельтрами:
'  .  ’  - г * -
a) Въ псевдо-сферическомъ пространстве тремя точками вполне оцре- 
деляется псевдо-сфера, или плоскость Лобачевскаго.
I  .  . .  •
b) Если две точки геодезической лиши, лежащей на одной псевдо­
сфере, совпадаютъ съ двумя точками геодезической лиши, лежащей на
другой псевдо-сфере, то о б е . геодезичесшя линш совпадаютъ всеми своими
.  \
точками.
c) Если две псевдо-сферичесшя поверхности или плоскости Лобачев­
скаго пересекаются, то уголъ наклонешя есть величина постоянная.
Изъ этого видимъ, что псевдо-сфера въ псевдо-сферическомъ про*
*  »
странстве тоже, что плоскость въ Евклидовскомъ. . '
Поверхностямъ сферическимъ въ пространстве Евклидовскомъ соот- 
ветствуютъ, въ пространстве псевдо-сферическомъ, поверхности, которыя 
пересекаютъ все геодезичесме рад!уси, исходящ1е изъ одной точки, подъ 
прямымъ угломъ— это суть геодезаческш сферы. Здесь также случается, 
что чрезъ три данныя точки, а темъ более чрезъ четыре, нельзя прове­
сти геодезической сферы, имеющей свой центръ въ данной точке. 
Геодезическая сфера, коей центръ находится на безконечности, есть ничто 
иное какъ предельная поверхность Лобачевскаго. Эта поверхность въ псевдо- 
сферическомъ пространстве имеетъ кривизну нуль и на ней имеётъ мЬсто
геометрическая система Евклида.
Изъ этихъ результатовъ данныхъ Бельтрами видимъ, что геомет­
рш Лобачевскаго соответствуете геометр1я въ псевдо-сферическомъ 
пространств-Ii на псевдо-сферЬ, съ тою только разницею, что шос- 
кая геометр1я Лобачевскаго можетъ быть конкретно представлена на дей­
ствительной поверхности въ пространстве Евклида, а для геометрш 
трехъ измерешй въ псевдо-сферическомъ пространстве нетъ конкретного 
представлешя, такъ какъ это пространство отлично отъ нашего й кон-
кретнаго о немъ представлешя мы иметь не можемъ; эти два пространства
10
•  •  - 
сходны между собою, но только тогда когда рад1усъ кривизны есть вели­
чина безконечно-большая, т. е. когда кривизна мало отличается отъ нуля.
.  •
СхЬдовательно только опытъ можетъ решить этотъ вопросъ. .
*
Я сказалъ выше: когда кривизна пространства есть нуль. Чтобы 
пояснить это выражеше, вспомнимъ, что площадь треугольника на 
псевдо-сфер^ имеетъ выражеше:
В3( TZ—A —B + C )
где в есть радоусъ кривизны псевдо-сферы. Если площади всехъ тре- 
угохьниковъ, построенныхъ въ псевдо-сферическомъ пространстве, будутъ 
иметь предъидущее выражеше, то— i  называется кривизною простран-
■ А
ства. Следовательно кривизна Евклидовскаго пространства есть нуль, по­
. /  •
атому его называютъ плоскимъ. ■:
Гельмгольцъ наглядно изображаетъ какимъ образомъ мы можемъ пред- 
• 1 • ■ я * 
ставить возможность пространства, отличнаго отъ нашего. Для этого онъ
воображаетъ существа двухъ измерешй, живупця на какой нибудь по­
верхности. Поверхность эта будетъ для такихъ существъ пространствомъ,
въ которомъ они живутъ и движутся. Если эти существа разумныя и за­- < .  .  .
нимаготся геометр1ей, то они найдутъ, что ихъ пространство двухъ
#
протяжен», о томъ же,, что сущ ествуем вне этой поверхности, они
«  •  а  .
не будутъ иметь никакого понят1я; для нихъ выйти изъ поверхности не­
возможно, какъ и намъ изъ нашего пространства. Если эта поверхность—
Я  '
ихъ пространство— есть плоскость, то ихъ геометр1я будетъ Евклидовская.
*  *  .
Положимъ. теперь, ‘что наши существа живутъ на прямомъ цилиндре, ко­
тораго рад1усъ основашя весьма большой. Существо, двигаясь по
женератрисе, по директрисе и по гелису, параллельно самому себе, оче-
*  •  .
видно не изменить своей формы, но если оно будетъ обращаться около од­
ной изъ своихъ точекъ, то изгибъ его фигуры будетъ изменяться, хотя раз­
стояше между точками фигуры не изменится. Такъ какъ все вместе съ су- 
ществомъ изменяется въ такомъ же смысле, то существо этого и пе заме­
тить. Все расходящаяся направлешя, по которымъ существо можетъ дви­
гаться, будутъ ему казаться тождественными. Все лиши кратчайшихъ раз- 
стояшй будутъ ему казаться одинаковыми, какъ намъ представляется пря­
мая. Если при этомъ, существо можетъ изучить только небольшую часть
своей поверхности, то его геометр1я будетъ наша п л о ск а я — Евклидовская.
•  ‘  *  .  ■ •
Положимъ, теперь, что существо двигаясь по директрисе—по окру .ж пости
*  9
основашя—возвратилось въ точку исхода и затемъ, изследуя с в о е;п р остр ан -
.  ■
.  .  •  •  <
ство во всехъ направлешяхъ, было, въ состоянш построить геометрш
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цилиндрическую такую, какая она есть для насъ. Очевидно, что эта по­*. * • | :
слйдняя геоиетр1я будетъ для него действительною, а прежняя Евклидов­
ская будетъ только субъективно возможная—идеальная. Существо найдетъ
.  * I '  '  ,
рад1усъ основашя своего пространства и построить вей геометричесюя сис­
темы на цилиндрахъ, коихъ радгусы будутъ иметь всевозможныя величины
•  •
отъ О до со; построить наконецъ систему сферическую, и псевдо-сферичес-
кую. Все эти системы будутъ для него идеальными, существующими субъек-
■ « ■  * •
тивно, выраженными известными аналитическими комбинациями»
, Въ такомъ положенш находимся мы въ нашемъ пространстве. Субъек­
тивно-аналитически мы можемъ построить безчисленное множество другихъ
I  *
иространствъ, между которыми пространство съ постоянной положительной 
кривизной или сферическое и пространство съ постоянной отрицательной 
кривизной или псевдо-сферическое суть самыя простыя.
Сферическое пространство можетъ быть построено по слЪдующнмъ зако-
намъ:
1 ) Оно трехъ протяжешй.
2) Совместимость въ немъ имеетъ место.
3) Прямая всегда возвращается въ точку своего исхода.
4) Сумма угловъ въ геодезическомъ треугольнике всегда больше двухъ
•  *  .
прямыхъ. .
Пространство плоское Евклидовское безконечно и безгранично. . 
Пространство сферическое, конечно, но безгранично. ,
Пространство псевдо-сферическое—Лобачевскаго безконечно, но огра­
ниченно, . .
Если бы мы аналитически построили пространство четырехъ
шй— протяжешй, обобщешемъ нашего пространства илоскаго, то все про­
странства трехъ изм'Ьрешй относились бы къ нему такъ, какъ все поверхно­
сти--пространства двухъ измерешй,-^-относятся къ, нашему плоскому про­
странству.
ЛобачевовШ.
■ *  •
Николай Ивановичъ Лобачевсюй родился въ Нижнемъ-Новгороде въ 
1793 году, воспитывался въ Казанской гимназш и въ 1807 году поступил® 
въ Казансшй университетъ въ число студентовъ математического факуль­
тета. Будучи студентомъ, онъ пользовался особеннымъ . расположетемъ 
профессора Бартельса, который заметилъ въ немъ необыкновенное дарова— 
Hie къ математике. Въ 1811 году онъ былъ утвержденъ магистромъ математи- 
ческихъ наукъ и началъ свою преподавательскую деятельность въ универ­
ситете изложешемъ Небесной- Механики Лапласа и ■ Disquisition 6S arithmeticee
*  ч  .  •  .
Гаусса. Въ 1816 году онъ занялъ каоедру чистой математики и съ этого вре-. 
мени начинаются ученые труды Лобачевскаго. Онъ былъ 6 разъ сряду из- 
бираемъ ректоромъ университета, пробылъ въ этой должности 19 летъ. Со-
л
стоядъ членомъ Геттингенскаго, Копенгагенскаго и другихъ ученыхъ обществъ 
н почетнымъ членомъ университетовъ Московскаго и Казанскаго. Деятельность 
его была по истине удивительная: онъ присутствовалъ на всехъ засада-
шяхъ, которыхъ въ то время было очень много, читалъ лекцш за профес- 
соровъ, . посылаемыхъ заграницу, присутствовалъ на всехъ экзаме- 
нахъ и былъ не строгъ, но иногда своенравенъ, требовалъ отвйтовъ не 
бойкихъ, но показы в ающихъ развит!е. Самыя глубокомысленныя и замеча­
тельный сочинешя, которыя ставятъ Лобачевскаго на ряду съ самыми ге~ 
шальными математиками вс&хъ временъ, суть следуюпця:
1) О началахъ геометрш. Рядъ статей, въ Казанскомъ Вестнике за
1629— 1830 г»
- . • . \
2) Geometrie imaginaire. Crell’s, Journal fiir die reine und angewandte 
Mathematik, Band 17.
3) Воображаемая геометр!я. Ученыя Записки Казанскаго универси-
*
тета 1835 г.
4) Повыя начала геометрш съ полней Teopiei параллельныхъ. Учен.
• .  • .  •  %
Записки Казанск. универс. 1835, 1836, 1837 и 1838.
^  :  i  '  у  . •  !  '  •  *  |  .  ■ j
5) Применеше воображаемой геометрш къ н^которымъ интеграламъ.’ • ' '7? . ) • 1 . ; ' ♦ • • • •
Учён. Зап. Казан, унив. 1836.
6) Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien. Berlin 1840.
i i  #  ^  • *  *  • •
7) Pangeometrie ou precis de geometrie fondee sur nne theorie generale
•  •  •  !  ■ ■ *  !  ‘  ’  •  *
et Tigoureuse des paralleles, въ Сборнике, и-зданномъ въ 1856 году, по случаю 
50-тилЬтняго юбилея Казанскаго университета.
j
Прежде нежели это последнее сочинеше было издано, авторъ лишил­
ся зрёвйя и вскоре умёръ, въ 1856 году.
.  • »  v  •  •
В се вышеуказанныя сочинешя были направлены къ тому, чтобы по­
полнить пробелъ Евклидовской геометрической системы: Для пополиешя
этого пробела онъ предпринялъ построевае системы, независимой отъ один­
надцатой аксюмы. Предшественниковъ въ этомъ нанравленш онъ не им'Ьлъ, 
онъ былъ полный. творецъ своей системы, которая оставалась въ забвенш 
цйдыхъ сорокъ летъ, и только разъ, мелькомъ, въ продолженш этого вре-
. . . .  *  ‘  >  • •  .  .  ■ .  . • I  .  ;  •  .  .  1 •  '  ‘  •
жени, указалъ на нее Гауссъ. Но когда Риманъ, Бельтрами и Гельм1,ольцъ 
указали на важное значеше этой системы, не только въ математике, но и 
въ философш, когда Бельтрами специально занялся изследовашями для 
конкретнаго уяснешя системы Лобачевскаго, тогда его сочинешя были пе­
реведены на немёцшй, французскШ и итальянсшй языки и имя Лобачев- 
скаго сделалось, въ настоящее время, европейскимъ. Важность системы Ло­
бачевскаго я выражу следующими словами: кто глубоко не изучилъ геомет-
-  _  _  .  *  .  4  . <• ’  .  I  i  . :  :  •
рической системы Лобачевскаго, тотъ не можетъ составить полнаго ионя-
* в ’ . * , . j , * ; , * ,  f  г S*
Tin о смысле и значенш геометрическихъ аксюмъ.
76
Евклндъ
T'fe незначительный' св’]здгЬшя, которыя мы имеемъ о развития началъ 
геометрш у Грековъ, переданы памъ Прокломъ, Боещемъ, Симплищемъ, 
Теономъ изъ Смирны и другими. Св'Ьд'Ьшя эти суть выдержки изъ двухъ 
утерянныхъ сочиненШ Теофраста и Евдема, учениковъ Аристотеля, изъ кото-
~  *  V  1  ' .
рыхъ первый написалъ историо геометрш и ариеметики, а второй исторш гео­
метрш и астроиом1и. Изъ этихъ немногихъ' отрывковъ мы узнаемъ, что 
уже до Евклид;., ттачала геометрш были собраны и приведены въ порядокъ:
I  ■ •  •  •  ■ •  •  •
Анаксимандромъ, списавши мъ „введете въ геометр1юи, Гераклитомъ изъ 
Донта, написавшимъ ,,0 началахъ геометрш", Гипократомъ изъ Xioca. Лео-
V.  • -  •
номъ ученикомъ Неоклида, Ксенократомъ и Тевд1усомъ изъ Магнезш. Со- 
чинеше этого посл&дняго считалось лучшимъ. Вс& эти сочинешя утеряны,
но избежало этой участи только сочинеше Евклида „Н а ч а л а что заставляете
* .
предполагать, что опо считалось самымъ лучшимъ и имйло много списковъ.
Въ настоящее время можно положительно утверждать, что начала 
геометрш въ томъ видй, въ какомъ ихъ нзложилъ Евклидъ, принадлежатъ 
исключительно эллинскому генпо. Въ самомъ д'Ьл'Ь, если Греки могли по­
черпнуть гдгЬ либо геометричесшя свйд&шя, то только у Египтянъ и Ин- 
дусовъ; но кашя свйдйшя имйлъ тотъ народъ, котораго жрецы (каста 
ученая) и царь удивлялись валесу, измерившему высоту пирамиды по ея 
тЗши! Что же касается Индусовъ, то изслг1>довашя настоящаго времени по­
казали, что у нихъ не было ничего похожаго на геометрическую систему. 
О томъ значенш и смыслй аксюмъ, кашя посл^дтя имйли у грековъ, Ии-
I •  *
дусы не им&ли никакого понятгя, свойства .фигуръ—теоремы доказываются 
у нихъ часто изъ симметрия фигуры, а равенство лишй и угловъ просто изъ 
чертежа и тому подобное. Этимъ я не хочу сказать, что Египтяне и Ин­
дусы не им'Ьли гсометрическихъ св’Ьд’Ьшй, наиротивъ, ихъ св'ЬдЬшя были 
далеко не э л е м е н т а р н ы й ;  я только хочу сказать, что они не нмгЬли сис­
темы; выстроить пирамиды, храмы, перенесть громадныя массы гранита 
изъ одного мйста въ другое, дать ему известную форму, требовало вовсе
\
не элементарныхъ св'Ьд’Ьшй. Точно тоже можно сказать и объ Индусахъ, 
nsb сочинешй Брагмагупта и Бгаскара мы узнаемъ, что они ум'Ьли опре­
делить площадь треугольника по тремъ даннымъ его сторонамъ и найти 
радаусъ вппсаннаго въ него круга и много другихъ предложешй относи­
тельно треугольника и четыреугольника; но не знали чему равна 
сумма угловъ въ треугольнике, знали еще отношеше д1аметра къ
9
окружности и друия свойства фигуръ, но эти сочинешя не пред-
ставляютъ собою Началъ геометрш или свода основныхъ предложешй. Сл'1>-
•  •
довательно греки дали ту строго-логическую форму началамъ геометрш, въ 
которой ихъ передалъ Евклидъ, .
Жизнь Евклида мало известна, мы знаемъ только, что онъ жиль въ
Александрш, куда переселился изъ Грецш при первыхъ Птоломеяхъ, около
» .  •
280 года до P. X. Его считаютъ основателемъ александрШской математи­
ческой школы. Онъ написалъ нисколько весьма зам'Ьчательныхъ математи- 
ческихъ сочинешй, но всеобщую известность пршбрелъ своими Началами
.  9
2 тосх,е1а, сочинеше, которое и въ настоящее время, после всехъ новей- 
шихъ изследовашй, представляетъ образецъ ясности, логической последо­
вательности въ порядке теоремъ и строгости ихъ доказательств^.
. ЕГроклъ, одинъ изъ комментаторовъ Евклида, живпий въ У веке по
P . X ., говорить, что Евклидъ собралъ начала геометрш, привслъ въ по-
•  •
рядокъ и строго доказалъ то, что до неге было слабо доказано. Начала
геометрш состоять изъ 13-ти книгъ, изъ коихъ шесть содержать плоскую
■ _
9 *
геометрш, 7, 8 и 9 содержать ариеметику, 10-я занимается несоизмери­
мыми величинами и приложешемъ ихъ къ геометрш. Книги 1 1 . 12 и 13 
содержать стереометрпо. Къ тринадцати • книгамъ присоединяют^ еще две 
о правильныхъ телахъ, но ихъ приписываютъ геометру Гипсиклу.
Кроме Прокла Евклидъ имелъ ■ многихъ комментаторовъ, изъ коихъ 
самые древше, о которыхъ упоминается, были: Геронъ, Паппусъ, Еней изъ
Пераполиса, Теонъ младийй александрШсюй. Теонъ не только комм ентиро-
•  •
валъ Евклида, по и далъ новое издаше Началъ съ прибавлешями и изме- 
нешяии.
'  ,  N
Боещй въ V веке по P. X., въ своемъ трактате геометрш, даль толь­
ко теоремы и фигуры первыхъ четырехъ книгъ Евклида, утверждая при 
этомъ, что Евклидъ только привелъ въ порядояъ предложешя, найдевныя 
и доказанные другими, а что настояпцй творецъ есть Теонъ Есть, даже
списки, въ которыхъ. говорится, что все сочинеше почерпнуто изъ беседъ
“  .  «
Теона (ex t<5v ©swvoc tfuvooauov). Симсонъ, большой знатокъ древней мате­
матической литературы, издавпий Евклида г. англшскомъ явыке въ 1781 
году, говорить: „сравнивая определешя п доказательства теоремъ раз-
личпыхъ сиисковъ греческихъ издашй, кашя мы имеемъ, я нахожу, что
78
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Теонъ или кто-бы ни былъ издателемъ греческаго текста, прибавляя, выбра-
•  |  *  •  •
сывая и смешивая свои доказательства съ Евклидовскими, все это сдгЬлалъ
•  •
къ худшему БоецШ былъ единственный писатель по геометрш, известный
.  ■ '  •
въ Европе до IX вгЬка нашей эры, а Евклида даже имя не было из-
вйстно. ' •\ • /
Въ конц^ YIH и начала IX в'Ька при калифахъ Аль-Мансуре и Га-
рунъ-аль-Рашид'Ь начали переводить гречесшя сочинешя на арабскШ
. •  •
языкъ, но переводили сначала на сирШсодй языкъ, а съ этого послед-
•  t
няго на арабскШ. • Переводы эти были сделаны сирШскими медиками, нахо­
дившимися при дворе калифовъ и знавшими • гречесшй языкъ. Въ числе не-. 
реведенныхъ сочинешй было и твореше Евклида „Начала“. Самый знаменитый
переводчикъ его былъ Гонейнъ-бенъ-Йсгакъ и сынъ его Исгакъ-бенъ-Гонейеъ,
•  «  ’  ■ •
но такъ какъ отецъ и сынъ не знали математики, то ихъ переводъ требовалъ ис-
•  •  9  •
правлешя, которое и было сделано Тебетъ-бенъ-Корра между 892 и 902 годами.
• м
Отманъ изъ Дамаска, неизвестно когда живипй, но позже XIII века, далъ
■ I  :  •
переводъ полнее предъидущихъ,. по списку, который онъ нашелъ въ Риме
■ . j
и въ которомъ. было 40-а предложешями больше, чбмъ въ обыкновенныхъ 
спискахъ. Астрономъ и геометръ Нассиръ-Еддинъ, живипй около 1260 года, 
перевелъ Евклида на персидскШ языкъ; къ этому лее времени относятся
•  f  ■
комментарш Евклида, сделанные арабскиыъ математикомъ Маймонъ-Раши- 
домъ. Комментарш Нассиръ-Еддина были напечатаны на арабскомъ языке
въ Риме въ 1594 году *). Танкель говорить, что у Арабовъ было до 50-ти
•  .  *  *
переводовъ и неределокъ Евк.. : -.а,- въ. or обенности они много занимались
\  ■ ,
10-й книгою объ несоизм'Ьримыхъ величинахъ, которая и въ настоящее
9  •
время представляетъ образецъ въ своемъ роде. Арабы также занимались 
много значешемъ акеншъ, определешями и порядкомъ теоремъ, и въ этомъ
отношеши они не уступаютъ Европейцамъ, такъ напримеръ доказательство
•  •  •  •
• 11-й аксюмы Нассиръ-Еддина не хуже техъ, о которыхъ мы упомянули въ
•  «  •
начале введешя. Евклидъ былъ въ первый разъ переведенъ въ ИЗО году
на латиншй языкъ Ателяромъ (Athelard de Bath) съарабскаго списка, най­. • в
деннаго имъ въ Испаши. Этотъ переводъ былъ наиечатанъ, въ первый
*  • •
разъ, въ 1482 году въ Венецш Эргардомъ Ратгольтомъ (Erhard Rathold) съ
•  •  *  I
.   *
комментар!ями Кампануса (Campanus). Французский математикъ Шаль (Chasles) 
полагаетъ, что арабеше списки Евклида были привезены изъ Испаши Кам- 
панусомъ, въ числе другихъ математическихъ сочинешй, и переведены имъ.
i •  -
•  •
Съ этихъ поръ Евклидъ быстро распространился . въ Европе и до
•  *  .
семнадцатаго века оставался исключительнымъ руководствомъ. Считали
*) Некоторые говорятъ, что это издаше было напечатано вь 1598 г. : во Флоренцш,
святотатствомъ изменять порядокъ теоремъ, данный Евклйдомъ. Паскаль
^ 1 4  ч ' . г  4 • *  V *  : •. : ! *  ■ * *
говорить, что 'если бы геометр1я была снова изобретена, то Начат были
*  .  *  .  •’  *  I  ’  '  '  ^  •
бы даны въ томъ порядке, какой имъ далъ Евклидъ; это и понятно, такъ
80
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какъ, безъ сомнешя, въ философскихъ школахъ Грецш, каждая теорема
* t  1 ■ - ■ -
была разсмотрена во всехъ отношешяхъ.
Первое издаше Началъ, напечатанное въ Венещн, не имеетъ загла-
•  •  г  . к  '  4 ■ * ч
\  % .  .  -  '  .  •  1 4  *  • .  •  •  -  i - r .
в1я, а начинается словами: Preclarissimus Liber Elementorum Euclidis, perspica-
7  . . .  i  > t .  . . .  у  . . .  f v  >  i v -
cissimi in artem geometrie incipit quam felicissime.
Второе издаше Началъ, перепечатано съ перваго. Оно напечатано въ. • . ч • • ; Т1; . • • ;• \\ • ‘ 'А ' ' • *
Виченце въ 1491 г. .
* * .  . .  w-  .  .  •  *  т  .  * •
*
Третье издаше было издано Замберти (Zamberti) подъ заглав1емъ: Еи- 
clidis Megariepsis, philpsophi Platonic), mathematicarum disciplinarum janitoris, Opera, 
Zamberto Yeneto, interprete. Въ конце тома напечатано: Impressum Yeneliis.....
Г *  ;  ( 4  .  > i  *  f  '  •  ,  -  '  '  ■
in edibus Ioannis Tamini, M. D. Y. YIII kalendas noyembris. Замберти въ пре-
•  ■. . .  r-  f i * ' .  • • w . ;  t .  *  • .  * - ■ . • . • i .  • • • .  ■ • ~  • # • - .  J J  Ai
дисловш говорить, что онъ перевелъ съ греческаго оригинала.
Четвертое издаше было издано Лукою Пачюлусомъ (Lucas Paciolus), 
котрры^ более нзвестенъ подъ именемъ Lucas di Sorgo, въ Венецш въ
Г  •  г "  •  .  .
1509 г. Заглав1е этого издашя следующее: Eucliijis Megarensis, philo- 
sopbi acutissimi, mathematicorum omnium sine controversia principis Opera.
j  ,
• • * •  •  .
До шестнадцатого века смешивали Евклида съ Евклйдомъ Мегар- 
скимъ, философомъ, который жилъ векомъ раньше перваго.,
•  I  *  .  • • •  *  . *  f  i  . . •  \  • *
. . . .  .  .  .  . 1 .  *  *  *  4  *  4  •
Пятое издаше, волышй переводъ Началъ, былъ подготовленъ Яко- 
вомъ Лефевромъ изъ Етапля (Jacques Lefeyre d’EstapIos) и напечатанъ въ
* * • Л» * •
-  '  * -  • *
Париже въ 1516 г. Генрихомъ Етьеномъ (Henri Estienne).
Жтакъ видимъ, что въ продолженш тридцати пяти л&тъ было пять из-_  ̂ . • • • • • г • » • . ■ • . 
дашй Евклида, все in fol., на латинскомъ языке.
г  .  •  •  f  « # .  . •  • •
’ . * * • • •  .  . Г *  •  *  •  '  • ‘  |  .  9 I  i
ГреческШ текстъ Евклида съ комментар1ями Прокла въ первый разъ 
былъ изданъ Симономъ Гриномъ (Gryne) въ Базеле въ 1533 году.
и латинское издаше, приписываемое знаменитому матема-
-  .  .  ’  ■ »  ^  .  ,  .  Г  ,
тику Ериггу, напечатанное въ Лондоне Вильямомъ Джономъ въ 1620 г.,
содержитъ только первыя шесть книгъ, хотя въ заглавш сказано, что из­* . • % * *
даны все 13 книгъ.
Въ 1608 г. Начала Евклида были, переведены на китайсшй языкъг ■ ■ * 4 I , » • •
1е§уитомъ Маттео !Риччи (Matteo Ricci), который въ предислойш къ своему пе­
реводу упоминаетъ о переводахъ сделанныхъ на китайсвдй языкъ до него. 
Эти переводы можно отнести къ тому времени, когда въ 1368 году импе-
*
раторъ велйлъ перевесть вс& арабсте манускрипты, находившиеся въ его 
библштекй, на китаисшй языкъ, а это показываетъ, что въ то время въ 
Китай высоко ценилась арабская ученость. Посл^ того Начала были пере­
ведены еще нисколько разъ. ПослйднШ переводъ сд&ланъ въ 1857 г. 
Вили (Wylie) и напечатанъ въ Шанхай.
•  •
*
Изъ т&хъ свйдЬшй, которыя мн& удалось собрать, видно, что въ XVI 
вйк& было напечатано 80 изданй Евклида, въ XYII— 59, въ ХТШ— 50 и въ
i
XIX-мъ 115, на всЗжь европейскихъ языкахъ. Въ конц'Ь книги поименована
большая часть издашй съ 1482 года до настоящаго времени, съ указашемъ
гд£ и кЪмъ издано. Всего съ 1837 по 1874 г. въ одной Англщ было 63 
издашя Евклида.
Полное собрате сочинешй Евклида на греческомъ язык£ было из­
дано въ Оксфорд^ въ 1703 году Давидомъ Грегори подъ заглав1емъ: 
/EuxWSou та aw^ofxsva. Другаго издашя въ этомъ род& не существуете. 
Евклидъ, какъ я замйтилъ выше, до ХТШ столЗшя былъ единственнымъ
руководствомъ начальной геометрш въ Европк Съ ХТШ столЫя начали
. • _
появляться сочинешя оригинальныя или переделки Евклида, въ особенно-
ч  ■
сти во Францш и въ Гермаши, а въ Англш Начала Евклида и понынЬ 
остаются единственнымъ руководствомъ въ школахъ. Отъ этого школа вы- 
игриваетъ то, что для нея есть самое важное, именно: однообраз1е препо- 
давашя и одну систему. Этимъ, если можно такъ выразиться, влагаютъ 
одну математическую душу всймъ, изучающимъ математику. Евклидъ дй- 
лается математическимъ Евангел1емъ, на текстъ котораго можно всегда 
сослаться. Лагранжъ часто говорилъ: „тотъ, кто не изучилъ геометрш по 
Евклиду, похожъ на человека, желающаго изучить древше языки ?е по 
древнимъ оригиналамъ, а по сочинешямъ, написаннымъ въ настоящее
время на этихъ языкахъ . .
На русскомъ языкй были следуюпця издашя Евклида:
1. Евклидовы Елементы Геометрш, сокращенныя проф. Фарварсо-
номъ, пер. съ латин. И. Сатаровъ. 1739 г. Спб.#)
• . • . . . 4 •
. . • , ». •
1 '  1 • ** ‘ • .
*) Андрей Фарварсонъ (Farwharson), профессоръ абердинскаго университета, былъ
Приглашенъ въ Pocciro Петромъ Вел., когда онъ былъ въ Англщ въ 1698 г . , По прибытш 
въ Pocciro, онъ составидъ уставъ для морскаго училища, въ которомъ былъ первымъ пре- 
подавателемъ. Съ открыиемъ въ Петербург!» морской акадешщ ему было поручено выби­
рать для нея учениковъ, а потомъ онъ былъ и .самъ переведешь туда. Даже въ оффищаль- 
ныхъ бумагахъ о немъ сохранилось. извйсие, что съ помощью его „первое обучен!е мате­
матики въ Poccin введено". По словамъ же Перри, онъ ввелъ у насъ и арабш я цыфры, 
которыя въ первый разъ применены были въ „Журнал^ объ осад-Ь Нотебурга", изданномъ 
въ коиц'Ь 1702 г. Въ 1703 г . , при участш Фарварсона, изданы были, „Таблицы логарие- 




2. Евклидовы Элементы Геометрш, перев. съ франц. Н. Кургановъ
1769 г. Спб.
*  «
3. Евклидовы Стихш. Перев. съ греч. П. Суворовъ и В. Никитинъ 
1789 г. Спб.
4. Евклидовыхъ Началъ 8 книгъ. Пер. съ греч. О. Петрушевшй 
1819 г. Спб.
Самыя лучппя издашя Началъ съ комментар1ями считаются: Дасипо- 
доуса (1564), Коммандина (1572), Клав1уса (1574), Баррова (1659), Гре­
гори (1703), Кейля (1708), Лоренца (1781), Симеона (1781), Еамерера и 
Гаубера (1824), Августа (1826), Валькера (1827) и Тотгентера (1864). Въ 
настоящемъ столйтш лучшимъ переводомъ Началъ считается переводъ 
сделанный Пейраромъ въ 1814 году по списку IX века, находившемуся 
въ Парижской Национальной Бибшотеке, а ныне въ Ватиканской Библю- 
текЬ.
Настоящее издаше, съ пояснительнымъ введешемъ и разъяснешями 
относительно значешя и места каждой теоремы, убедить, я надеюсь, 
каждаго преподавателя, что единственнымъ руководствомъ, къ преподава- 
mro элементарной геометрш, долженъ быть Евклидъ, съ т&ми незначитель­
ными изм&нешями, которыя указаны въ приложенной въ конце программе.
82
напечатано его сочинеше „Тригонометр1я плоская и сферическая^; кромй того ему принадле­
жать; алгебра, трактата о новой инвенцш, для отвращешя втятя. качки при обсерващяхъ, 
о которыхъ сохранились только известив. Сочинешя его служили руководствами въ тогдаш- 
нихъ русскихъ школахъ. При Петрй Вел. Фарварсону поручены были и астрономическая
наблюдешя, о которыхъ онъ обязанъ былъ сообщать царю, гдЬ бы тотъ ни былъ, и которыя
тогда же печатались. Издаше Евклида озаглавлено такъ: „Эвклидовы элементы шъ двенадцати 
ньютоновыхъ книгъ выбранные, и въ осемь книгъ чрезъ профессора математики Андрея 
Фарварсона сокращенныекоторые переводилъ съ латин. хирургусъ Сатаровъ въ 1719 г. 
Ом. Пекарскш, Литер, и наука при ПетрФ Вел. т. I, 122, 123, 269— 272, 281; т. II, 458.
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1. Точка есть то, что не им&етъ частей.
2. Л иш я есть длина безъ ширины.
3. Концы линш суть точки.
Прилтч. 1. Эти опредйлешя суть отвлечешя понятш, полученныхъ опытомъ.
4. Прямая лишя есть та, которая одинаково лежитъ относительно 
всйхъ своихъ точекъ (Eu^sta ypap.7) rpi<; s§ taou tol£ s<p
aYjpisLotc xstirat)» •
Лримт. 2. Этимъ опред&лешемъ, очевидно, Евклидъ желаетъ описать форму лря-
*  -
мой въ нашемъ пространств®, данную опыт&мъ. Геометрическаго значешя это опре- 
д^леше не имеетъ. Этому опред^лешю удовлетворяетъ и кругъ.
5. Поверхность (sjxfiaSov, £m<pavsia) есть то, что им&етъ только длину
и ширину. .
- •
6. Концы поверхности суть лиши.
. Примгъч. 3. Тоже можно сказать, что сказали о 1, 2 и 3.
7. Плоская поверхность (stcwusSoc) есть та, которая одинаково распо* 
ложена относительно вс&хъ прямыхъ Лишй на ней лежащихъ.
Прщтч. 4. Это определеше можно отнести и къ сфер1!  относительно болыпихъ 
вруговъ. .
8. ПлоскШ уголъ (ycm'a) есть взаимное наклонеше двухъ лишй, ко­
торыя встречаются въ плоскости и имеютъ различныя направлешя.
9. Если лиши, образующая уголъ на плоскости, суть прямыя, то уголъ 
называется прямолине&нымъ.
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10. Если прямая, встречающая другую прямую, составляетъ съ ней 
два равные смежные угла, то каждый изъ этихъ угловъ есть прямой, а 
прямая, составляющая ихъ, называется перпендику ляромъ ко второй 
прямой. .
11. Тупымъ угломъ называется уголъ, который больше прямаго*
12 . Острымъ угломъ называется уголъ, который меньше нрямаго.
л
Цримт . 5. Определеше 8 говорить о наклоненш вообще линш, следовательно и 
кривыхъ, но въ такомъ Случае, это определеше не даетъ пошшя обь угле, составляемомъ 
двумя кривыми лишями, .а  такъ какъ Евклидъ въ своихъ Началахъ этимъ определешемъ 
нигде не пользуется, то Симсонъ думаетъ, что здесь есть неловкая вставка переписчика и 
полагаетъ, что опр еделешя 8 и 9 можно слить въ одно.
Определетя: Уголъ есть взаимное наклонеше двухъ прямыхъ лиши, или разность 
направленш, или величина поворота одной прямой до совпадешя съ другою, представ- 
ляютъ уголъ какъ какое-то количество и выражешя часто употребляемыя: точка лежитъ 
въ угле или вне, прямая отделяетъ отъ угла треугольникъ и друг, не имеютъ смысла. 
Бертранъ изъ Женевы первый определилъ уголъ какъ часть плоскости (Developpement 
nouveau de la  partie $em entaire des Mathematiques 1778 г.).
Плоскость разделяется двумя пересекающимися прямыми на четыре части, которыя 
называются углами. Части прямыхъ, исходящая изъ общей точки сйчешя и заключающая 
уголъ, называются сторонами угла, а общая точка сечешя называется вершиною его.
Уголъ называется выпрямлепнимъ, если его стороны имеютъ противуположныя на- 
правлешя, следовательно соетавляютъ одну прямую лин|ю. В се выпрямленные углы равны 
между собою, такъ какъ они совмещаются. Уголъ называется вогнутымъ или выпуклымъ,
• смотря потому будетъ-ли онъ меньше или больше выпрямленнаго угла. :
вогнутому углу принадлежать два смежныхъ угла, которые составлены од-
% •  1  « . .  *
ною изъ сторонъ угла й продолжешемъ другой. .
Фиг. 47.
В
. Смежные углы угла АОВ суть: BOG и AOD  (фиг. 47). Уголъ GOD, составленный 
продолжешемъ сторонъ угла АОВ , называется противуположнымъ угломъ. .
. Противуположные углы равны, то есть ЛОБ —  GOD, Въ с&мсщъ д'Ьл/.Ь 9
• • % . . *  . . *
АОВ-л-ВОС ~  BOC+COD , такъ какъ все выпрямленные углы равны, откуда АОВ—GOD.
»  .
. , Вогнутый уголъ называется острымъ, прямымъ., или тупымъ, смотря потому будетъ 
ли онъ меньше, равенъ или больше своего смежнаго угла. Вст прямые угли равны, какъ 
половины выпрямленнаго угла. Если прямыя составляюсь прямой уголъ, то оие называются 
перпендикулярными одна къ другой (надегоi).
t
13. Предтьломъ (opos), называется оконечность чего нибудь.
14. Фигурой (<адц.л) называется то, что ограничено однимъ или нис­
колькими пределами.
15. Кругъ (хихХос) есть плоская фигура, ограниченная одной лишей, 
называемой окруоюностыо, къ которой вей прямыя линш, называемый ра- 
дгусами, проведенныя изъ некоторой точки, лежащей внутри ея, равны 
между собою. '
16. Эта точка называется, центромъ (xsvTpov) круга.
17. Дгаметръ (?на|Х£трос) круга есть прямая, проведенная чрезъ центръ 
и . ограниченная съ обйихъ сторонъ окружностью: эта прямая дйлитъ кругъ
пополамъ. . ,
» •
18. Полукругъ есть фигура ограниченная д!аметромъ и равною частью 
окружности, на которыя этотъ д1аметръ дйлитъ окружность.
19. Сегментъ, отрйзокъ (т^щос) есть фигура, ограниченная прямою и 
одной неравной частью окружности, на которыя эта прямая дйлитъ ок­
ружность.
20. Прямолинейная (su3njypap.fxo£) фигура есть та, которая ограни­
чена прямыми лишями.
21. Трехсторонтя (трСтиХеирос) фигуры суть тй, которыя ограничены 
тремя прямыми лишями. .
22. Четырехсторонняя (тетратсХеирос) фигуры суть тй, которыя огра­
ничены четырьмя прямыми лишями. .
23. Многосторонтя (тсоХитсХеирос) фигуры. суть тй, которыя ограни­
чены болйе чймъ четырьмя прямыми лишями. .
•  .
24. Между трехсторонними фигурами, равностороннимъ треугольни- 
комъ, называютъ ту, въ которой вей стороны равны.: '
s *
25. Треугольникомъ равнобедреннымъ называется тотъ, въ
которомъ двй стороны равны. . .
26. Разностороннимъ (axaXTjvLa) треугольникомъ называется тотъ, въ 
которомъ вей стороны неравнй.
✓  N ,
27. Прямоугольный (op^oyovios) треугольникъ есть тотъ, въ которомъ 
одинъ уголъ прямой. . .
9
28. Тупоугольный (арфХиу<«то<;) треугольникъ есть тотъ, въ которомъ
одинъ уголъ тупой.
29. Остроугольный (o&jwioq) треугольникъ есть тотъ, въ которомъ
•  *  *
вей три угла острые. . .
30. Квадратъ есть четырехсторонние, въ которомъ вей стороны рав­
ны и углы прямые.
31. Ромбъ (рорфос) есть четыреугольникъ, въ которомъ вей стороны
равны, но углы не прямые. :
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ч  . *
82. Нараллелограмъ (pokajbsiS7]<;) есть четыреугольникъ, въ которомъ
только противоположныя стороны и противоположные углы равны, но не­
/
прямые. .
33. ВсЬ проч1я четырехстороншя фигуры называются трапецгями 
(граяло v). ■ .
34. Параллельныя (тгараКХ̂ Хос) прямыя линш суть ташя, которыя, на-
•  •
ходясь въ одной плоскости, и будучи продолжены въ обе стороны, какъ 
угодно далеко, никогда не встречаются. '
Лрш т ч. 6. Въ н&которыхъ спискахъ н&тъ опредйлешя 19.
Требовашя (осЬ г^ ата, postnlata).
Допускается:
1 . Что отъ одной точки до другой, какой нибудь, можно провести 
прямую линш. \
2. Что конечную прямую можно. продолжить неопределенно. .
/  *
3. Что изъ какой нибудь точки, какъ изъ центра, произвольнымъ ра- 
даусомъ, можно описать кругъ. -
Цримгьч. 7. Всё элементарная построения делаются съ помощью этихъ трехъ требо- 
ванш. . .
Аейозыы (xotval tw o Lat, communes notiones).
. • *  '
Евклидъ даетъ следуюпця двенадцать аксюмъ:
1 . Величины, равныя одной и той же величине, равны между собою.
2. Если къ величинамъ равкамъ придадимъ величины равныя, то
суммы получимъ равныя. •
»
• 3. Если отъ величинъ равныхъ отнимемъ величины равныя, то остат-
•  •
ки получимъ равные. *
4. Если къ величинамъ неравнымъ придадимъ величины равныя, то 
суммы получимъ неравныя.
5. Если отъ величинъ неравныхъ отнимемъ величины равныя, то 
остатки получимъ неравные.
I ■ 1 ■
• г
6. Величины двойныя одной и той же величины равны между собою.
\
7. Половины одной и той же величины равны между собою.
8. Величины, которыя по наложенш совмещаются, равны между собою.
9. целое более своей части.
10. Все прямые углы равны между собою-




треннихъ угловъ, лежащихъ по одну сторону третьей, меньше двухъ пря­
мыхъ угловъ, то две первыя прямыя, по достаточномъ продолженш, встре­




12 . Две прямыя лиши не могутъ заключать пространства.
Подробный анализъ атаомъ изложенъ во введеши.
«  -
Предложешя ( х р о т а propositio, problema).
Предложете 1. Ha данной конечной прямой АВ  построить равно­
стороншй треугольникъ (фиг. 48)? '
Ргьшете. Изъ точки А, какъ изъ центра, радаусомъ АВ  опишемъ 
кругъ ВОВ (тр. 3); изъ точки Д  какъ изъ центра, темъ же рад1усомъ АВ  
опишемъ кругъ АСЕ  ’
Фиг. 48.
ж • • >
Изъ точки (7,. въ которой пересекаются Оба круга, проведемъ къ
точкамъ А  и Б  прямыя СА и СВ (тр. 1 ). Треугольникъ АВС будетъ
требуемый.
Въ самомъ д^лй, мы имеемъ А С =А В  (опр. 15) и ВС—В А, откуда
’  \
АС==*ВС (акс. 1). Следовательно АС=ВС, т. е. треугольникъ, построенный 
на АВ) есть равностороншй (опр. 24).
При.шч. 8. Находятъ, что это построеше неполное, потому, что не показано, что 
оба круга пересекутся; но для этого надобно только заметить, что каждый изъ круговъ 
им&етъ одну точку внутри, а другую внб, относительно другаго круга.
Намъ воспитаннымъ на французскихъ руководствахъ странно, что это предложете
•  I
стоить первымъ, мы привыкли им4ть д'Ьло сеичасъ съ углами и при этомъ предполагаешь 
татя построешя, которыя не умйемъ еще сделать. Евклидъ распред&ляетъ предложешя такъ, 
что въ каждомъ изъ нихъ вей построешя известны изъ предъидущаго.
Предложете 2. Изъ данной точки А  провести прямую равную дан­
*
ной прямой ВС (фиг. 49)? .
• •  .  »
Ргьшете. Соединимъ точки А  и В  прямою АВ  (тр. 1). На этой пря-
8 8
мой построимъ равно стороншй треугольникъ АВВ  (пред. 1). Продолжимъ 
стороны DA  и В В  треугольника до Е  и F  (тр. 2).
Фиг. 49.
Е
Изъ точки Д  какъ изъ центра, рад1усомъ ВС  опишемъ кругъ CGE;
изъ точки D , какъ изъ центра, рад1усомъ DG  опишемъ кругъ G IK (тр. 3). 
Прямая А К = В С  и будетъ требуемая прямая. Въ самомъ деле, D K = D G  
(опр. 15), а D A = D B  (опр. 24), то A K —BG  (акс. 3). Но B C = B G , сле­
довательно А К  и  ВС равны BG , откуда А К —ВС  (акс. 1).
Црим7ьч. 9. Эта задача въ Евклидовскомъ рЗшеши имЗзетъ восемь реш ети. Можно 
данную точку А  соединить или съ В  или съ О, на каждой изъ этихъ прямыхъ АВ  и 
АС  можно построить равносторонше треугольники съ одной и съ другой стороны, наконецъ 
можно продолжить стороны AD  и BD> въ противоположномъ направлении..Задача эта неопре­
деленная имеетъ безчисленное множество решенш и решается просто следующимъ образомъ: 
изъ данной? точки А, какъ изъ центра, опишемъ кругъ рад1усомъ, равнымъ данной прямой 
ВС  (трб. 3) и центръ А  соединимъ съ какою нибудь точкою D  окружности (трб. 1), 
прямая AJD и будетъ решеше.
Предложеше 3. Даны две неравный прямыя АВ  и СВ отнять отъ 




РгьШете. Йзъ точки А  проведемъ прямую A F  равную CD (пред. 2) 
и изъ А, какъ изъ центра, рад1усомъ A F  опишемъ кругъ EFH  (тр. 3),
который встретите АВ  въ точкЬ Е. Следовательно отъ АВ  отняли пря­
мую А Е =С В . Въ самомъ д Ы , A E = A F  (опр. 15); но AF—B&, сл$до- 
вательно B E = A B —CD.
Предлооюете 4. Если две стороны АВ  и АС треугольника АВС рав­
ны двумъ сторонамъ B E  и D F  треугольника DEF, каждая каждой, и углы 
ВАС и EDF, заключенные между равными сторонами, равны, то треуголь­
ники будутъ иметь равныя основашя ВС  и EF, будутъ сами равны 
и остальные углы АВС и DEF\ АСВ и DFE, противолежапце равнымъ 
сторонамъ, будутъ равны каждый каждому (фиг. 51).
Доказат. Наложимъ треугольникъ АВС на треугольникъ DEF  такъ,





Точка В  совместится съ F, такъ какъ А В =В Е . Такъ какъ уголъ 
ВАС равенъ углу EDF, то АС приметъ направлеше DF  и какъ AC=DF, 
то точка С совместится съ F. Если точка В  совместилась съ Е, и точка 
С съ F, то сторона ВС совместится съ EF, такъ какъ, въ противномъ 
случае, эти две прямыя, имея обпце концы, заключали бы пространство, 
что невозмояшо (акс, 12). Следовательно BC— FF .
Откуда: '
Д  АВС=  Д  BEF
Z ABC— Z BEF, Z  A CB =  Z BFE.
Цргшъч, 10. Доказательство этой: теоремы основано на томъ свойстве плоскости, 
которое мы назвали аксюмой совместимости, т. е. что на плоскости фигура можетъ быть 
перенесена въ другое мйсто безъ изм'Ьнешя взаимнаго разстояшя точекъ на ней и безъ 
изменешя угловъ. Евклидъ только разъ применяете это свойство плоскости для доказа­
тельства пред. 4, не упоминая нигде о немъ, какъ объ акшоме. Мы подробно разобрали 
эту аксюму во введен in. За предложешемъ 4-мъ, въ нашихъ руководствахъ следуетъ до­
казательство, съ помощью наложеная, равенства треугольниковъ, имеющихъ по два равные 
угла, каждый каждому, и по равнымъ сторонамъ прилежащимъ этимъ угламъ. Доказывается 
это следующимъ образомъ: пусть въ треугольникахъ ЛВС и D E F  (фиг. 51), B C =E F  и 
Z_ABC=Z_DEF, /_ACB=:/_DFE. Наложимъ треугольникъ JDEF на треугольникъ ЛВС 
такъ, чтобы основаше E F  совпало съ основашемъ ВС, по равенству угловъ Е  и В, F  и С,
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стороны E D  и F D  совпадутъ съ сторонамп В А и С А, а следовательно н точка D  сов­
* ?  * ' • » * »  % *  • ’  I  ,  '  ,  *  |  ■ '  t
надеть съ точкою Л.
. . .  ’ . . ■ } W  ч • . .  ’ ч. . :• • .. . . ; * ' , ; . V  '
Предложите 5. Въ равнобедренномъ треугольнике АБС: 1) углы
\ , ,
ЛВС  и АСВ при основан1и ВС равны между собою; 2) если продолжимъ
равныя стороны АВ  и АС, то углы образованные ниже основашя: ВВС
‘  \  .  •  *  *  *  •  .  •  ,  .
*  \ —  1  I  ь  ’  *  *  *  .  •  .  .  • *
й ЕСВ будутъ также равны (фиг. 52). . . . \  . .
Доказат. На продолженш ВВ  стороны АВ  возьмемъ произвольную
’  ^  *  .  *  *  1  ♦ % *  |  ■ 1 \  j  % *.  i  , ■ ‘  # *  1 .  .  >  '  '  f
точку Fy а на A E > A F , возьмемъ A G = A F  (пред. 3), затем ъ соединимъ
*  '  I* '  *  *  * •  •  •  *  *  *  ,  *•  *  % • *  *  \  ^  ,  •  *  v  *  ■ •  |  *
прямыми точки F  съ С и О- съ В.
Фиг. 52.
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I: Въ треугольникахъ и ABG  мы имеемъ: A F = A G , АС—АВ ,
•  »  •  •  1  J  \  .
1  I  •  •  в  ,  -  .  .     •  \  •  •  > .  .  .
уголъ А  обпцй, следовательно1 (пред. 4) FC=^BG, £ A C F = /mABG,
LAFC=±£AG B. • • - v ' ; . •
Но такъ какъ A F --A G  и А В =А С , то (акс. 3) B F =C G . Следо-
' 1 \ I • • •   • , . . .
вательно (пред. 4) треугольники FBC .и CJ3G равны, откуда и углы ниже 
основашя равны. :
2. Мы видели, что Z A j3G =  Z  ACF  и /.C B G = £ B C F ,  следова­
тельно (акс. 3) £  АВ@===/.АСВ, т. е. углы при, основашй ВС равны.
Лримпч. 11. Равенство угловъ ABG  и АСВ  можно доказать гораздо проще,, если 
къ треугольниканъ ВАС  и САВ  приложитьпред.4., т. е. наложить треугольник'!. ВАС 
с&мъ на себя такъ, чтобы сторона АВ  совместилась с% АС, уголъ А  равенъ углу ^  сле­
довательно сторона АС  пойдетъ по направленш АВ  и по равенству ихъ точка С совме­
стится съ В, и точка В  совместится съ С. Такъ какъ Евклиду надобно, для последую­
щего знать, что въ равнобедренномъ треугольнике, углы ниже основаны равны, то это 
можно вывесть на основанш примеч. 5, где показано, что сумма смежныхъ угловъ равна 
выпрямленному углу, или какъ говорятъ равна двумъ прямымъ. !
*
Предложены 6. Если въ треугольнике ABC  углы ABC  и АСВ рав-
• '  •  .  \  •  j  .  .  .  .  •  . ■
ны, то и сторопн ДС и АБ, противолеакшця этимъ угламъ, равны 
(фиг. 53).
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Доказат. Если бы стороны АС и ^2? не были равны, то одна изъ 
нихъ, напримеръ, АВ  будетъ больше.
Фиг. 58.
Отложимъ на большей стороне АВ, отъ точки Д  меныпую А С =В В  
(нредл. 3) и соединимъ С съ В. Въ треугольникахъ АВС и ВСВ мы 
им&емъ В В = А С , ВС есть сторона общая и L В В С =  Z  АСВ, следова­
тельно (пред. 4):   . •
А В В С =А А В С
.  •  •  • .  ’ ■ V  \  «  •  •  *  .  '  \  \  *  *  .  •  • •  \
;  •  t  ,  •  .  • *  v  \  1 1  •  • •  :  ;  ’  •, •  • •  У •  •  .  •  •  :  •  .  •.  .  |  •  ч .     . . .  \
что невозможно (акс. 9). Изъ этого следуетъ, что AC vl АВ  не могутъ 
быть неравными, следовательно АВ=АС.
Лршшч. 1.2. Было бы лучше изъ равенства треугольниковъ ABC  заклю­
чить о равенств^, угловъ ЛВС и DCB, а оттуда заключить о невозможномъ равенств^ уг­
ловъ АСВ и DCB. . . .
Въ геометрш доказательства делятся на нрямыя и непрямыя. Въ прямомъ доказательстве
■ г
показывается почему известное предложете справедливо, а въ непрямомъ показывается,
^ . . . • « ■
что оно не можетъ быть несправедливымъ. Пр1емъ этотъ состоитъ , въ приведены къ
абсурду-несообразности. Прямое доказательство всегда надобно предпочитать непрямому.
< >  •  ,  •  *
; Если бы Евклидъ после £ пред. доказалъ наложешемъ, какъ мы показали въ примеч. 
10., равенство треугольниковъ, им^ющихъ по два равные угла, каждый каждому, и по рав­
ной сторон^ имъ прилежащей, то пред. 6 могло бы быть доказано прямо, показавъ что 
треугольники ВЛС  и САВ равны. . , .
Дредл. 6 есть обратное пред. 5. Говорятъ, что одно предложете есть обратное 
другому, когда заключеше перваго есть положеше втораго. Такъ въ предл. 5 положеше 
есть равенство сторонъ, а заключеше равенство угловъ; въ предл. 6 положеше есть ра­
венство угловъ, а заключеше равенство сторонъ. .
Если въ предложены есть несколько положенш или несколько заключешй, то мы 
можемъ составить несколько обратныхъ предложешй. Напримеръ, предложете 5 имеетъ 
еще другое обратное. именно: если въ треугольнике углы ниже основашя, образуемые про- 
должешемъ сторонъ, равны, то и стороны треугольника равны. .
Обратное предложете не всегда верно.
Заметимъ еще, что пред. 6 можно доказать и поместить и после пред. 18, и по­
сле 26, т. е. оно можетъ быть доказано или съ помощью пред. 18, или съ помощью пред. 
2$ . такъ;.какъ Евклидъ его ; цримФияехъ только во 2-й шшИг въ дред. 4..: :
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Предложенье 7, Если мы соединимъ концы основашя А В  съ двумя
%
точками С и D , лежащими по одну сторону прямой АВ, то разстояшя 
С А  и СВ точки С отъ концевъ основашя АВ , не могутъ быть равны,
*  9
каждое каждому, разстояшямъ В  А  и В В  точки D  отъ техъ же концевъ 
основашя А В  (фиг. 54).
Доказат. Положимъ что возможно, чтобы А В ~ А С  и В В =В С . Сое­





'  ' .  ■ ч  ■ ".  ■.
1 . Точка В  вне треугольника АСВ. Такъ какъ A D = A C , то 
/.A D C k=/.A C D  (пред. 5), следовательно £ А В С >  £В С В  (акс* 9), а 
темъ более Z B D O  Z ВСВ. Но мы имеемъ также В В =В С ,
ZB B C =Z.B C B  (пред. 5), что противоречить предъидущему.
"  •  •
2. Точка В  внутри треугольника АСВ. Такъ какъ А В = А С , то (пред. 5) 
Z  FDC=z Z ЕСВ, но Z  FBC <  Z  ВВС, следовательно Z  ЕСВ<, Z ВВС,
темъ более Z В В С >  Z ВСВ, что противоречить положенш В В=ВС .
/
Лрштч. 13. Предложеше это служить единственно для доказательства предложешя 
8 и нигдй больше у Евклида не прилагается. -
Предложенье 8. Если два треугольника ABC  и B E F  имеютъ равныя
стороны A B = D E , A C = B F  и равныя основашя BC—EF, то и углы, зак-
'  *  ~
люченные между равными сторонами, равны (фиг. 55).
Доказат. Нанесемъ треугольникъ ABC  на треугольникъ DEF  
такъ, чтобы ихъ основашя ВС и E F  совпали.
Фиг. 55.
Е
Такъ какъ АВ—В Е  и AC=^DF, то точка А  упадетъ въ точку В,
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ибо если бы точка А  не упала въ точку Д  а въ какую нибудь. другую Сг,
то невозможно иметь равенствъ А В = В Е , AC—DF  (пред. 7). Следова­
тельно уголъ Z BAG— L EBF. Откуда (пред. 4) А А В С =  Л  BEF.
Итакъ два треугольника, имеюпце по три равныя стороны, каждую 
каждой, по наложены совмещаются, следовательно равны.
Лримпч. 14. Предложете 8 можно доказать следующимъ образомъ: наложимъ тре- 
угольннкъ DEF, на треугольникъ ЛВС  такъ, чтобы ихъ основашя ВС и E F  совмести­
лись, и чтобы вершина D  упала, относительно точки Л , по другую сторону основашя 
ВС  въ точку G (фиг. .56).
Соединимъ А  съ G. Въ треугольнике ABG стороны ВЛ  и BG равны, следователь­
но и углы BAG  и BGA также равны (пред. 5). Точно также въ треугольнике ACG углы 
GAC и CGA равны. Откуда (акс. 2) /JBAC—/_BGC— /_EDF. Следовательно треуголь­
ники ВАС  и E D F  равны (пред. 4).
Можетъ случиться, что лишя' AG пройдетъ чрезъ точки В  или О, или же можетъ 
упасть вне основашя ВС. Эти оба случая не представляютъ затрудненШ.
. Предлооюете 9. Разделить прямолинейный уголъ ВАС на две рав­
ныя части (фиг. 57)?
Бгьшете. Возьмемъ на АВ  какую нибудь точку JD и отъ точки А 
на прямой АС отложимъ AE—AD  (пред. 3). .









угольникъ F D E  (пред. 1). Если соединимъ А х ъ F, то прямая A F  раз­
* • \  ' * '  \\ ? * - V ( \ . \  . , ,
уголъ ВАС  пополамъ. Въ самомъ д'Ьлй, треугольники A B F  и
У  V  "  *  г  " V  -  , .  .  -
A E F  имйтотъ общую сторону ’ AF, сторона А В = А Е  и B F —EF, сл'£-
• .  % ,  . •  л  к  •
довательно треугольники равны (иред. ! 8), отвда и /.B A F = Z ,E A F .
-  *■ .  » i
\ \ *
При.тьч. 15. Равностороннш треугольникъ DEF, можно построить и съ другой- . с Г г: ’’ г ‘. П .»* • ;  ̂ < 1 • i •1 . : . * : . ' ( ■ »: « • •/ • . •. • • ■ :
стороны прямой DE, но можетъ случиться, что точка F  совиадетъ съ точкою А  и тогда
• 1 * I *" ■ »*»'..» \ ' • • \ '' » 1 ? * * }.
задача не можетъ быть ръшена.’ .‘J 1 • ; I - \ • :» '
» . •  СП.
Предложеше 10. Конечную прямую АВ  разделить на двг£ 
части (фиг. 58).




>  •  I  »  »
» •  • « * .  »
, Разд&яияъ. уголъ АСВ на двв равныя части (пред. 9 ),; прямого ВС,
эта прямая разделить АВ  въ точке В  пополамъ.• Въ самомъ деле, въ
треугольникахъ АСВ и BCD, сторона СВ общая, АС  =  СВ и
Z А С В =  Z  ВСВ, следовательно (пред. 4) AD==DB.
л Предложенье. 11. Йзъ данной точки С на прямой АВ  возставить къ 
ней перпендикуляръ (фиг. 59)? V
\ Prbwenie* Возьмемъ на А В  какую нибудь точку В  




На прямой D E  построимъ равносторонне треугольникъ B E F  (пред. 1), 
соединимъ F  съ С Прямая CF и Оудетъ а су i сиди к у л яръ къ АВ  въ той-
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ке С. Въ самомъ д'Ьл'Ь, въ треугольникахъ JDCF и ECF, сторона. CF об­
щая, DGz=CE и DF—EF, следовательно (пред. 8) L BGF— Z EOF. 
откуда (опр. 10) FC есть перпендикуляръ къ АВ.
Предлооюете 1.2. Изъ данной точки С опустить перпендикуляръ на
1 '  « ;  ■ .  1 1 ■ .  ■ ■ .  ■ 4  ■ ’  . ■ . ;  .  •  ■ :  ■ 1 •
• ' ■ ‘  *  • •  ■ • •  ■ :  .  j  * ■ .  ■ • .  ■ I  |  '  ;
неопределенную прямую АВ  (фиг. 60)?
- . j  i  I  . ■  •  ' .
Ргьшете. Возьмемъ по другую сторону, прямой АВ , относительно
.  .  . ■ .  ,  • .  -
точки С, какую ийбудь, точку-В , изъ точ ки О какъ изъ центра рад!усомъ 




Разделимъ EG пополамъ въ точке Н (пред. 10) и соединимъ С съ 
Н, это .и, будетъ .искомый ;;пешзндикуляръ къ АВ,. Въ самомъ деле, сое­
диняя Е  съ.О  и G съ Gti мк .кнеок^ дватреугольника ECU и. , 
которых^ сторона СН общая,. EC^GQ  (опр, 15) и E H =G H  по 
шю, следовательно (пред. 8). .L EHCh=Z. GHC. . Откуда (опр. 10), СН 
есть перпендикуляръ,къ АВ. : . ..
Предлооюете 13. Смежние ; углы, А В В  и ABQr которые . составляетъ 
прямая АВ  съ другою прямою СВ, будутъ или оба прямые, или сумма 
ихъ равна двумъ прямымъ (фиг. 61).
Доказат. Если углы АВВ  и АВС равны между собою, то каждый 
изъ нихъ есть прямой (опр. 10).
Фиг. 61.
С
Если же они неравны, то, возставивъ перпендикуляръ BE  изъ точки
.  .; ;.. '. :. ■ ': : ; ’ ' ;: . . i • • * !
В  къ прямой СВ (пред. 11 ), мы будемъ иметь два прямые угла СВЕ и 
ЕВВ  (опр. 7).
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Но мы тг&емъ:
/  С В Е = /  СВА-+- Z АВЕ
прибавляя къ об'Ьнмъ частямъ этого равенства уголъ EBD  (акс, 2), по­
лучимъ:
Z CBE-h Z Е В В =  Z СВАч- Z АВЕч- Z EBB.
Точно также, прибавляя къ об&имъ частямъ равенства:
Z А В В =  Z ЕВВч- Z АВЕ
по углу СВ А, получимъ:
L АВВч- L СВА= L  ЕВВч- Z АВЕч-Z. СВ А
Откуда (акс. 1):
Z АВВЧг L СВА= Z СВЕЧ- Z ЕВВ
т. е.:
Z Z СВА=Ы.
Предложеше 14. Если въ точк'Ь В  прямой АВ, дв^ прямыя ВС  и 
В В  составляютъ съ прямой А В , съ противоположныхъ ея стороиъ, смежные 
углы ABC и А В В , коихъ сумма равна двумъ прямымъ угламъ, то дв£ 
прямыя ВВ  и В С  составляютъ одну прямую СВ (фиг. 62).
Доказат. Въ самомъ д'Ьлй, если бы ВВ  не было продолжеше пря­
мой ВС, то продолжен1е было бы напримеръ BE.
Фиг. 62.
Въ этомъ предположены мы им'Ьемъ (пред. 1 В):
АСВАч- /.A B E=2d.
Но по предположешю мы имйемъ:
» ■.  •
Z АВСч- Z ABB=2d
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Следовательно (акс. 1 и 10):
Z АВС-\~ Z A B D =  Z ABC-h Z ABE,
Вычитая изъ обеихъ частей по углу АВС (акс. 3), получимъ:
Z A B D =  Z ABE
что невозможно (акс. 9). Следовательно, BE  не можетъ быть нродолже- - 
темъ прямой ВС, тоже разсуждеше можно приложить и ко всякой другой 
прямой, отличной отъ BD. Следовательно прямыя ВС и BD суть про- 
должешя одна другой.
. Примгьч. 16. Если бы Евклидъ определилъ сначала уголъ выпрямленный, а за т&мъ 
прямой, какъ половину вынрямлепнаго, то предложешя 13 и 14 можно бы было поставить 
въ начале. Для доказательства ихъ не' было бы надобности въ предложешй 11, такъ какъ 
они были бы просто слйдсдаемъ опред'Ьлешя. Предложете 5 могло бы быть доказано 
проще.
Предложете 15. Если две прямыя АВ  и CD пересекаются въ точ­
ке Е, то въ этой точке оне образуютъ равные противоположные углы А ЕС 
и DEB , AED  и СЕВ, которые равны, т. е. (фиг. 63):
Z ЛЕС— Z DEB, LAED=£CEB>
Доказат. Въ самомъ деле, мы имеемъ (пред. 13):
Z AEC-hZ. AED^ -̂Qd
«
и
Z AED-h Z В ЕВ =Ы
Фиг. 63.
Следовательно (акс. 1 и 10):
Z AEG-+- Z A E D =  Z AED-h Z DEB
отнимая отъ обЬихъ частей по углу AED (акс. 3), найдемъ:
Z  А Е С = ADEB  
Точно также можно доказать, что:
/_СЕВ=АЕВ.
Примпч. 17. Это лредложеше должно быть помещено въ иачал'б, цосл£ предложен
t \ V 1 • • ‘  . .
шй 13 и 14, какъ мы показали въ примеч. 5.
13
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Предлооюете 16. Если въ треугольнике ЛВС  продолжимъ какую ни­
будь изъ сторонъ, напримеръ ВС, то виЬшшй уголъ АСВ  будетъ больше 
каждаго изъ внутреннихъ угловъ треугольника съ нимъ не смежныхъ СВ А 
и ВАС  (фиг. 64).
Доказат: Разделимъ сторону АС въ точк'Ь Е  пополамъ (пред. 10), 
сеединимъ В съ Е  и продолжимъ прямую BE такъ, чтобы BE—ЕЕ 
(пред. 3). Соединимъ F  съ С прямою ЕС.
Фиг. 64.
Такъ какъ АЕ—ЕС, B E = E F  и L  АЕВ— Z  FEC  (пред. 15), то 
имеемъ (пред. 4) /  В А Е =  L ECF.
Но (акс. 9) L АСВ  >  Z  EOF, следовательно:
L A C B > L B A C .
Разделяя сторону ВС  пополамъ и продолжая АС, мы, точно также, 
можемъ показать что / mB C G ~ /mA C B >  / mABC.
■ Цримгъч. 18. На основанш 17 предложен!# легко показать, 1) что перпендикуляръ, 
опущенный изъ какой нибудь точки на прямую, короче всякой другой прямой, соединяю­
щей эту точку съ точками прямой, 2) что т$ изъ этихъ прямыхъ, которыя встр'Ьчаютъ
прямую дальше отъ основашя перпендикуляра больше т4хъ которыя встр'Ьчаютъ ее ближе.
«  .
Предложеше 17. Во всякомъ треугольнике ABC  сумма двухъ, ка- 
кихъ нибудь, внутреннихъ угловъ ABC  и АСВ  меньше двухъ прямыхъ 
угловъ (фиг. 65).
Доказат. Продолжимъ сторону ВС къ точке В.
Фиг. 65.
Мы имеемъ (пред. 16):
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A A B C < £A C D
Следовательно (акс. 4):
Z ABC-h Z ACB<  Z ACD-h Z ACB.
Но мы имеемъ (пред. 13):
Z ACD-h Z ACB=%d
следовательно:
Z ABC-h Z ACB< 2d,
Точно также можно доказать, что:
LB CA 4-LC A B <2d  и Z CAB-hZ А В С <2d.
Предложете 18. Если въ треугольнике АВС две стороны АС и АВ  
неравны, то противъ большей стороны лежитъ и болышй уголъ (фиг. 66). 
Доказат. Пусть сторона А О А В .
Фиг. 66.
то будемъ иметь (пред. 16):
Z A D B >  Z АСВ.
Но уголъ ADB^ABD, следовательно темъ более:
%
L A B O L A C B .
Предложете 19. Если въ треугольнике АВС углы неравны, то боль­
шему углу АВС противолежитъ и большая сторона АС.
Доказат. Если бы АС не была больше АВ, то она была бы равна, 
или меньше.
Если AC==ABf то (пред. 5) £A B C =L A C B .
Если АС<АВ, то (пред. 18) /.АВС< Z.ACB.
Эти два заключешя противоречат предположение» /А В С >  /.АСВ, 
следовательно:
А О А В .
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Примт. 19. Предложешя 18 и 19 суть обратныя одно другому. 18 доказано прямо, 
а 19 приведено къ несообразности.
Предложеше 20. Во всякомъ треугольнике ABC', сумма двухъ ка-
кихъ нибудь сторонъ А В  и АС  более третьей стороны ВС  (фиг. 67).
. • ■ ■ '
Доказат. Продолжимъ сторону АВ  и отложимъ А В —АС  (пред. 3), 
соединимъ С съ В.
Фиг. 67.
✓  •
Такъ какъ А Р= А С , то уголъ АСВ==АВС (пред. 5). Но мы имеемъ
(акс. 9) /В С В >  Z  АСВ, следовательно / В С В > /.A B C . Откуда (пред. 19)
В В > В С , т. е.:
В А ч -А О В С .
Точно также можно доказать, что:
\
1 5 + 5 С > 1 С  п БС М -А О А В .
Примгьч. 20. Изъ этихъ неравенствъ слйдуетъ, Что разность двухъ сторонъ всегда
меньше третьей стороны.
•  •
Предложеше 21. Если въ треугольнике ABC  концы основашя ВС 
соединимъ съ точкою В, лежащею внутри треугольника, прямыми В В  и 
СВ, то 1) сумма этихъ двухъ прямыхъ менее суммы сторонъ АВ  и АС, 
и 2) уголъ ВВС, заключающейся между ВВ  и СВ, больше угла ВАС, 
противодежащаго основанш ВС (фиг. 68).
Доказат. 1) Продолжимъ ВВ  до встречи съ АС въ точке Е. Въ 
треугольнике АВЕ, мы имеемъ (пред. 20):
В А ч-А Е >В Е








прибавляя по ВВ, къ обеимъ частямъ, найдемъ:
BE-hEG>DG-hBB. (2)
Сравнивая неравенства ( i)  и (2), получимъ:
, BA-hAC>BB-hBC.
2) Въ треугольнике ВСЕ внйшшй уголъ В В О В Е С  (пред. 16), а
#  *  .
въ треугольнике ЕАВ  внйшшй уголъ ВЕС> ВАС, следовательно уголъ;
В В О В А С .
Предлооюете 22. Построить треугольникъ, коего стороны были бы 
равны тремъ даннымъ прямымъ А, В я С, такъ взятыхъ, что сумма двухъ 
какихъ нибудь изъ нихъ больше третьей (фиг. 69)?
Рп>шете. Проведемъ прямую ВП, которая начинается въ В  и про­
должается неопределенно въ сторону точки П.
Фиг. 69.
Возьмемъ BF—A, FG—B, GH—C (пред. 3), Изъ точки F  какъ
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изъ центра радоусомъ равнымъ D F  опишемъ кругъ B K I. Изъ точки G) 
какъ изъ центра радаусомъ равнымъ GH, опишемъ кругъ KLH, который 
пересечетъ кругъ D K I  въ точке К. Соединимъ К  съ и Жсъ G, полученный
треугольникъ K F G  будетъ искомый. Въ самомъ деле, F B = F K (опр. 15); 
но F D = A ,  следовательно и FHS=A. Точно также GK— GH, но GH—C, 
следовательно GK—C, Кроме этого мы имеемъ F G = B , следовательно
стороны треугольника F G K  суть данныя прямыя А, В , (7.
Примт. 21. У Евклида въ этомъ предложешй пропущено услов1е: что сумма двухъ, 
какихъ нибудь, изъ данныхъ прямыхъ, больше третьей. Гу ель (Hoiiel) поэтому говорить, что 
Евклидъ забылъ это ycjioBie. Я думаю, что Евклидъ, доказавъ предложеше 20, полагалъ что 
это услов!® само собою подразумевается. Кроме этого обвиняютъ Евклида въ томъ, что 
онъ не показалъ, что круги DKI; и KLH перес'Ькутся. Это легко показать слйдугощимъ 
образомъ: .
Изъ выше упомянутаго усюв1я следуетъ, что DG>HG и что BG> GI, GI есть
•  .  ■
разность между DF и GF. Следовательно, точка D  лежитъ вн'Ь круга HKL, а точка I
лежитъ внутри того-же круга, откуда следуетъ, что кругъ DKL, имея точки вне и внутри
   • *
круга HKL, пересечетъ этотъ кругъ въ двухъ точкахъ.
\
Предложеше 23. Въ точке А  на данной прямой А В  построить плос- 
лай уголъ равный данному углу ВСЕ  (фиг. 70)?
Решете. На сторонахъ даннаго угла ВСЕ  возьмемъ две произволь­
ный точки В  и Е  и соединимъ ихъ прямою BE,
* т ■ щ
Фиг. 70.
Построимъ затемъ треугольникъ AFG, такой, чтобы:
AF=:CB, A G =C E i F G = B E  (пред. 22) 
то будемъ иметь уголъ FA G =B C E  (пред. 8).
а
Предложеше 24, Если два треугольника ABC  и B E F  (фиг. 71) 
имеютъ по две равныя стороны, каждая каждой, АВ—ВЕ, А С = В Е а 
углы заключенные между этими сторонами не равны, уголъ В А О  EDF* 
то сторона ВС, противолежащая большему углу, будетъ больше стороны ЕЕ, 
противолежащей меньшему углу (фиг. 71).
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Доказат. Построимъ иа стороне BE  треугольника DEF, въ точке 
В  уголъ EBG—BAC (пред. 23), отложимъ B G = A C = B F  и соединимъ 
точку G съ точками Е  и F.
' Фиг. 71.
Такъ какъ А В =В Е , AC—BG  и Z В А С =  Z Е В G, то следуетъ 
(пред. 4), что BC=iEG.
Но въ треугольнике FBG  мы имеемъ JD G =D F, откуда (пред. 3), 
Z B F G =  Z В GF, следовательноZ EFG^> £F G B , нкакъ £ F G B > £ F G E ,
Примгьч. 22. У Евклида разсмотрйнъ только тотъ случаи, въ которомъ, какъ выпге, 
сторона ВС упала внутри угла D EF , но можетъ случиться, что эта сторона упадетъ вий 
угла V E F  (фиг. 72). Въ этомъ случай, въ равнобедренномъ треугольник^ DFG  углы 
ниже основашя KFG  и IGF  равны, (пред. 5), но Z.EFG>/^KFG, следовательно
Z_EFG>/_IGF , а т4мъ болйе Z'EFG >/_EG F  (акс. 9), откуда сторона E G = B C > E F
всегда сведепъ на первый, если за сторону D E  взять меньшую изъ сторонъ D E  и DF* 
Въ самомъ дйл'Ь, въ этомъ случай точки F  и G лежатъ на окружности круга, описаннаго 
изъ точки D, а точка Е  будетъ лежать внутри этого круга. Изъ этого ясно, что точки 
D  и Е  будутъ лежать по одну сторону прямой FG. Случай въ которомъ EG пойдетъ 
по E F  очевпденъ. /  .
Предложете 25. Если два треугольника АВС и DEF  имеютъ но 
две равныя стороны, каждая каждой, АВ—ВЕ, AC=BF, а трется стороны 
неравны B O E F ,  то уголъ ВАС, противолежащШ большей стороне, будетъ 







Симсонъ замйчаетъ, что случай когда EG пойдетъ внй угла DEF, можетъ быть
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Доказат. Если бы уголъ ВАС  не былъ больше угла E D F , то оиъ. 
можетъ быть или равенъ, или меньше его. Въ первомъ случай, мы бы имели 
(пред. 4) BC=EF; а во второмъ (пред. 24) Б(7< EF. Оба эти слу~ 
чая противорйчатъ предположение B O E F , следовательно необходимо 
/_BAC>/_EBF.
Цредлооюете 26. Если два треугольника ABC  и B E F  имеютъ по 
два равные угла, каждый каждому, Z А В С =  Z BEF, Z А С В =  Z B F E  и 
по равной сторон^, которая или 1) прилежитъ равнымъ угламъ или 2) про- 
тиволежитъ одному изъ равныхъ угловъ, напримеръ АВ—В Е , то две ос- 
тальныя стороны будутъ равны, каждая каждой и третШ уголъ ВАС  бу­
детъ равенъ третьему углу E B F  (фиг. 78).
Доказат. 1). Сторона B G =E F . Если бы сторона АВ  не- 
была равна стороне BE, то была-бы, напримеръ, больше, А В > В Е . На 
стороне А В  возьмемъ B G = E B  и соединимъ С съ G.
Фиг- 73. .
Такъ какъ В  G—EB, B C =E F } Z ABC— Z BEF, то (пред. 4) 
/_BCG^= Z EFB— Z ВСА, что невозможно (акс. 9). Следовательно АВ 
не можетъ быть больше BE. Точно также А В  не можетъ быть меньше 
BE. Следовательно АВ  =  BE. Но какъ АВ  —  BE, ВС  =  E F  и 
Z А В С =  Z BEF, то (пред. 4) AC—B F  и Z В А С =  Z EBF.
■ 2). Если стороны, нротиволежащдя одному изъ равныхъ угловъ,
равны А В = В Е .
Если бы стороны ВС и Е Е  не были равны, то ВС была бы напри­
меръ больше ЕЕ. На стороне ВС возьмемъ B H = E F  и соединимъ В  
съ А.
I  •  ,
Такъ какъ иы иигёемъ теперь:
,  . .  .  -  • -
BH—EF, АВ=ВЕ, L АВС=  Z BEF
•  „  ,  *  • • I ’ .
.  (  < ■
■ .  1 '
то (пред. 4) Z.BHA— /E F B — /.BCA, что невозможно (пред. 14). Следо­
вательно ВС  не можетъ быть больше ЕЕ, точно также ВС не можетъ 
быть и меньше EFr следовательно BC—EF. BC=^JEF, A B=D Ei 
Z А В С =  Z BEF, следовательно (пред. 4):
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AG=DF, Z BAO= Z EBF.
Принт. 23. Кроме случаевъ равенства треугольниковъ данныхъ Еввдидомъ (пред. 
4, 26) есть еще следующий если два треугольника АВС и D E F  имеютъ по две равныя 
стороны, каждая каждой, AB—DE, BC—E F  и уголъ АСВ, противолежащш большей и*ъ 
равныхъ сторонъ А В >В С У будетъ равенъ углу DFE , противолежащему стороне D E >E F , 
то и остальныя части треугольника будутъ равны (фиг. 74).
Доказат. Мы имеемъ АВ>ВС, AB—D E , BC—E F  и ACB—/^DFE. Если бы 
сторона A C=D F, то и остальныя части треугольниковъ АВС и D E F  были бы равны.
Положимъ, что АС> DF, отложимъ на стороне AC, CG=DF, то &GBC— Д JDEF 
(пред. 4), откуда DE—BG—BA , следовательно (пред. 5), / [BAC~/_BGA . Но уголъ 
BGA>/_BCG  (пред. 16), следовательно /_ВАС> АВС А, откуда следуетъ (пред. 19) 
АВ<ВС, что противоречить предположений. Точно также можно показать что не можетъ 
быть A C<D F. Симсонъ формулируете иначе этотъ случай равенства треугольниковъ.
Если два треугольника АВС  и D E F  имеютъ по две стороны равныя, каждая каждой, 
A B = D E , BC—E F  и уголъ АСВ, противолежащш стороне АВ, равенъ углу D F E  про­
тиволежащему стороне D E , то треугольники будутъ равны и въ остальныхъ частяхъ, если 
углы ВАС и EDF, противолежапце равнымъ сторонамъ ВС и EF, будутъ или оба острые, 
или прямые, или тупые. Предложение, такимъ образомъ выраженное легко, доказать предъ- 
идущимъ пр1емомъ.
Заметимъ, что треугольники, имеюпце по две стороны равныя и по углу противо­
лежащему одной изъ равныхъ сторонъ, не будутъ равны, если не добавить условия, что 
равные углы противолежать большей изъ равныхъ сторонъ, или что друие углы, противо- 
лежапце равнымъ сторонамъ, оба острые, или прямые, или тупые. Это видно на фигуре 
66, если точку F  соединимъ съ В . Здесь мы будемъ иметь два треугольника АВС 
и DCB, которые имеютъ по две равныя'стороны AB—DB; \CB общгй  ̂, ю. уголъ-- А(Щ 
также общш, при этихъ услов!яхъ, треугольникъ CDB есть часть треугольника ЛВС.
Предложенье ,27. Если дв£ прямыя АВ  и СВ пересЬчены третьей
Фиг. 74.
D
Ш С Е F
EF, составляютъ съ Е&  равные внутренше перекрестные углы AEF  и
EFB, то прямыя АВ  и СВ не встретятся (фиг. 7 5).
14
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Доказат. Положимъ, что прямыя АВ и СВ по нЬкоторомъ продол­




AEF  долженъ быть больше внутренняго угла EFG (пред. 16), что про­
тиворечить предположешю L AEF’=  Z EFB. Следовательно АВ и СВ 
не могутъ встретиться. По той же причине оне не могутъ встретиться и 
по другую сторону прямой EF.
Предложеше 28. Если две прямыя АВ и СВ, пересеченный третьей 
EF, составляютъ съ EF: 1) равные внутренно-внешше односторонше углы 
JBGB и GHB, или 2) если сумма внутреннихъ угловъ BGH  и GHB, ле­
жащих!» по одну сторону прямой ЕЕ  ̂ равна двумъ прямымъ, то прямыя 
А 7? и СВ не встретятся (фиг. 76).
Доказат. 1) Такъ какъ /E G B — Z GHB, a /.E G B ^n/A G H  (пред. 
15), то £A G H = /,G H B . Следовательно (пред. 27) прямыя АВ и СВ не- 
встретятся.
2) Такъ какъ L В GH-\- Z  GHB. i2a, a L A G H -h /B G B ^ M ,  to
Фиг. 7 6.
- 2 7
следуетъ Z  AGH-h £  B G H =  Z  BGH~\~ A GHB (акс. 1, 10). Вычитая по 
£B G H , найдемъ (акс. 3), что / .A G H ^ /G H B .  Следовательно, (пред- 27)
4
прямыя АВ и СВ не встретятся.
. t  •
•  ,  « |
Примт. 24. B c i двадцать восемь предъидущихъ предложешй, къ которым* следуетъ
прибавить еще предложеше: что сумма внутреннихъ угловъ во всякомъ треугольнике на
.  J  *
плоскости не можетъ быть более двухъ прямыхъ (см. введ. пред. 2), доказаны только на
основанш 8-й и 12-й акшомъ. Зат'Ьмъ для дальнейшаго развипя системы необходимо еще 
одно свойство плоскости, которое Евклидъ и далъ въ виде 11-й аксюмы. Некоторые/гео­
метры, вместо одиннадцатой аксюмы Евклида, берутъ другое ея видоизм4неше: две. пере- 
сЬкающ1яся прямыя не могутъ быть обе параллельны третьей прямой. Остроградсшй вместо 
одиннадцатой аксюмы принялъ следующую: две прямыя, параллельныя третьей, параллельны 
между собою. Такъ какъ это предложете имеетъ место и на плоскости и на псевдо-сфере, то 
оно не отделяетъ одну поверхность отъ другой, а следовательно за аксюму принято быть не- 
можетъ. И въ самомъ деле, Остроградсшй сейчасъ же сводить свою аксюму на евклидовскую, 
выраженную въ форме выше написанной: две пересекающаяся прямыя не могутъ быть обе 
параллельны третьей (См. Руководство начальной геометрш, курсъ П-го общаго класса, стр. 
26 и 27). Евклидъ, какъ видно, хотелъ строго отделить предложешя, которыя доказаны 
только на основанш 8-й и 12-й аксюмъ, отъ остальныхъ. Такой порядокъ вполне согласенъ 
съ новейшими изследовашями.
Предложете 29. Если две параллельныя прямыя АВ  и CD, пере- 
сЬчены третьею прямою EF, то оне составятъ, съ EF: 1) равные вну­
тренше перекрестные углы AGH  и GHD, 2) равные внутренно-виЬшше
односторонше углы EGB  и GHD и 3) внутренше односторонше углы BGH
т •
и GHD, коихъ сумма равна двумъ прямымъ (фиг. 76).
Доказат. 1) Если бы углы AGH  и GHD были бы не равны, напри­
меръ , если бы /_AGH>Z.GHD, то прибавляя къ обеимъ частямъ нера­
венства уголъ BGH  (акс. 4), будемъ иметь:
Z A GH-+- L BG H > £  BGH-hL GHD.
Но мы имеемъ /A G H - Ь /_ВGH — 2d (пред. 13), следовательно,
/B G H -h /G H D < 2d .
-  -  -  -  - - -
Изъ этого нослйдняго неравенства следуетъ (акс. 11), что прямыя 
. АВ  и CD встретятся, что противоречить предположешю. Следовательно 
углы AGH  и GHD не могутъ быть неравными.
2) Такъ какъ /_AGH=/_GHD  и /^AGH=//E G B  (пред. 15), то 
следуетъ, что /_EGB—/_ GHD.
I  ^
3) Такъ какъ /_EGB=Z.GHD, то прибавляя къ обеимъ частямъ по 
углу BGH  (акс. 2), мы. будемъ иметь:
Z EGB-h L B G H = LBGH-h L  GHD
но
£E G B -hL B G H —M (пред. IS)
следовательно:
ABGH-+-LGHD^ld
Лримт. 25. Было бы проще, шъ этого последнего свойства, которое есть ничто 
иное какъ одиннадцатая аксюма, вывесть свойства: 1 и 2.
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Предложеше 30. Две прямыя АВ  и EF, параллельныя третьей СВ,
> *
параллельны между собою (фиг. 77).
Фиг. 77.
  _ _ •
Доказат. ПересЬчемъ эти три прямыя прямою GK. Такъ какъ
1
А В  {{ СВ. то мы имеемъ /A Q H — /  СНВ  (пред. 29). Точно также, такъ 
какъ СВ (I EF, то Z GH B=>/H KF, откуда /A G H — /H K F , следователь­
но, А В  и E F  параллельны (пред. 27).
ч 1 • . %
Цримпч. 26. Если прямая JEF лежитъ между прямыми АВ  и CD, то очевидно 
А В  и CD не могутъ встретиться, не встрйтивъ прямой EF. Если же А В  и CD лежатъ 
по одну сторону прямой EF, то. он& не могутъ встретиться, потому что въ такомъ слу­
чай, чрезъ точку ихъ встречи, было бы проведено дв£ параллельныя прямыя прямой EF.
Предложеше 31. Чрезъ данную точку А  вне данной прямой ВС про­
вести прямую параллельную ВС (фиг. 78) ?
.  * *; . , ч . '  /
# *  .  .  *  *  •
Фиг. 78.
Ртгиете. На прямой ВС возьмемъ какую нибудь точку В  и соеди-
■ .  »  •  I  1 '  ,  .  .
нимъ А  съ В. Построимъ уголъ В А Е = А В С  (пред. 23) и продолжимъ ЕА
’  *  ,  .  ч  1 ■,
до F. Прямая E F  и будетъ параллельна ВС  (пред. 27).
Предложеше 32. Если въ треугольнике ABC  продолжимъ1 сторону
; \
ВС, то 1) внешшй уголъ АСВ будетъ равенъ сумме двухъ внутреннихъ 
угловъ съ нимъ не смежныхъ ВАС  и ABC, 2) сумма всехъ трехъ внутрен-
•  •  (  t ,  ■ v  *  *  v
нихъ угловъ ВАС, ABC  й АСВ равна двумъ прямымъ угламъ (фиг. 79).
Доказат. 1) Чрезъ точку С проведемъ прямую СЕ\\ АВ  (пред. 31).
•  *  ^  1 •  '  *к  •  > •  в  < .  \  _  • ;
Такъ какъ параллельныя АВ  и СЕ пересечены прямою АС, то 
ABAC  =  L АСЕ. ТЬже параллельныя пересечены прямого ВВ, то 
£ А В С = £ Е С В ,  следовательно:
^  •  
£BAO+-£ABC=<LACE-^/LECD— LACD.
2) Такъ какъ Z В А C-h /  ЛВС=  Z АСВ, то прибавляя къ обЬмъ 




Z ВАС-л- Z ABC-h Z АСВ=  Z ACB-h Z АСВ
но
Z ACD-h Z АСВ—2d (пред. 13)
откуда:
£BAC-h/.ABC-h£ACB=2d.
П р и м т ь ч .  2 7 .  Изъ этого предложешя следуетъ, что если два треугольника имЗиотъ 
по два равныхъ угла, каждый каждому, то и третШ уголъ, одного треугольника, будетъ 
равенъ третьему углу другато треугольника. Треугольники могутъ им^ть только одинъ 
уголъ прямой или тупой. На основанш пред. 32 можно решить следующую задачу.
Предлооюете. Изъ конца А  данной прямой АВ, не продолжая ее, возставить къ 
ней перпендикуляръ (фиг. SO)? ’
JPrnueuie. На прямой АВ  построимъ равностороннш треугольникъ АВС, продол­
жимъ сторону ВС, такъ чтобы CB^CD. Соединимъ D  съ A, AJD и будетъ искомый пер- 
пендикуляръ. .
Фиг. 80.
Въ самомъ д'&Л'б, уголъ CAD—CDA, и уголъ САВ—СВ А (пред. 5). Откуда уголъ 
BAD =ABD -i-BD A  (акс. 2). Следовательно, уголъ BAD  прямой (пред. 32).
Замечу еще, что послй пред. 82, второй случай равенства треугольниковъ въ пред. 
26, сводится непосредственно на первый.
Вей случаи равенства прямоугольныхъ треугольниковъ, которые у насъ излагаются 
отдельно, заключаются въ предложешяхъ Евклида.
Предложете 33. Если концы, направленные въ одну сторону, рав- 
. ннхъ и параллельныхъ прямыхъ АВ  и СВ, соединимъ прямыми АС и ВВ, 
'то АС  и ВВ  будутъ равны и параллельны (фигг 81).
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Доказат. Соединимъ В съ С прямою ВС. Такъ какъ АВ  || CD, то 
уголъ АВС=ВСВ  (пред. 29), но АВ—СВ, а сторона ВС общая треуголь- 
никамъ ЛВС  и ВВС, следовательно, и А С = В В  (пред. 4). Такъ какъ 
уголъ АСВ—СВВ, то А С \\В В  (пред. 27).
Фиг. 81.
Предложеше 34. Во всякомъ параллелограме АВСВ, какъ противо­
положныя стороны, такъ и противоположные углы равны, и параллелограмъ 
д1агональю ВС делится пополамъ (фиг. 81).
Доказат. 1) Такъ какъ А В  Ц СВ, то уголъ АВСЬ=ВСВ и уголъ 
АСВ=СВВ. Въ треугольникахъ ABC  и ВВС , сторона ВС общая, следо­
вательно, AB—CD, А С = В В  и Z.BAC=Z.BBC  (пред- 26). Мы имеемъ 
также Z  ABC— / ,  ВСВ  и L С В В =  L АСВ, складывая эти равенства 
получимъ (акс. 2):
Z ABG+- /  CBD= L BCD-\- А АСВ
или
Z  А В В =  Z  АСВ.
2) Такъ какъ А В —СВ и ВС  есть общая, Z ABCh= Z ВСВ, то 
Д  ABC— Д  СВВ (пред. 4).
Предложеше 35. Два параллелограма АВСВ  и EBCF, построенные 
на одномъ основашй ВС  и лежапце между параллельными прямыми AF  и
   •  '  4 .
ВС\ равны между собою (фиг. 82).
Фиг. 82.
Доказат. Такъ какъ В С = А В  и BC—E F  (пред. 34), то AD=*EF 
(акс. 1). Прибавимъ къ обеимъ частямъ этого равенства по ВМ, 
то получимъ А Е  =  B F  (акс. 2), Но АВ  =  ВС  (пред. 34) и
£ F A B = £ F D C  (пред. 29), следовательно A AB&=>Д CDF, отнимая 
отъ обйихъ частей по &EDG  (акс. 3), найдемъ, что трапещя 
ABGD=EGCF7 прибавляя но Д  бгОД найдемъ наконецъ, что параллело­
граммы ABCD—EBCF  равны.
Пршгьч. 28. Надобно заметить, что здЬсь слово равны употребляется Ешгадомъ 
въ смысла слова равномерны.
Предложете 36. Два нараллелограма ABCD и EFGH, построенные 
на равныхъ основашяхъ ВС и FG и лежапце между параллельными пря- 




Доказат. Соединимъ В  съ Е  и С съ П. Такъ какъ BC=FG  и
%  *
F G = E H  (пред. 34), то ВС=ЕН  (акс. 1). Но ВС\\ЕП, следовательно, 
ЕВ=СН  (пред. 33) и ЕВ || СП. Откуда ЕВСН есть параллелограмъ, ко­
торый равенъ параллелограму !ABGD и параллелограму EFGH  (пред. 35), 
следовательно, параллелограмъ ABGD—EFGH.
Л
Предложете 37. Два треугольника АВС и DBC, построенные на 
одномъ основанш ВС и лежапце между параллельными AD  и ВС, равны 
между собою (фиг. 84).
Фиг. 84.
Е
\  *  .
к
Доказат. Продолжимъ AD  въ обе стороны и чрезъ точки Б  и С про­
ведемъ BE  || АС и CF || BD (пред. 31), то получимъ равные параллелограмы
EBGA к В  BGF (пред. 35). Но какъ треугольники ЛВС  и ВВС  состав-
ъ
ляготъ половины этихъ параллелограмовъ, то они равны (пред. 84).
Предлооюете 38. Треугольники ABG  и BEF, построенные на равныхъ 
основашяхъ ВС и E F  и лежапце между параллельными лишями А В  и BF, 
равны между собою (фиг. 85). '
' Фиг. 85.
112
Доказат. Продолжимъ А В  въ обе стороны и чрезъ точки В  и F  про­
ведемъ BG  (I AG  и FH  || ЕВ  (пред. 31), то получимъ равные параллелограмы 
GBGA  и B E F H  (пред. 36). Но треугольники А ВС и B E F , составляютъ 
половины этихъ параллелограмовъ (пред. 34), следовательно они равны.
Предлооюете 39. Если два равные треугольника ABC  и ВВС  ле­
жатъ на одномъ основашй ВС , то ихъ вершины лежатъ на одной прямой
. . . ■ \ \
А В , параллельной основашю ВС (фиг. 86).
Фиг. 86.
Доказат. Если прямая AD, проведенная чрезъ вершины А  и В  тре­
угольниковъ ABG и ВВС, не параллельна основашю ВС, то есть другая 
прямая А Е  11 ВС. Соединимъ Е  съ С, то А  А В С =  А  ЕВС (пред. 38). Но 
А  А В С =  А  ВВС, следовательно А  В  В С =  А  ЕВС, что невозможно (акс. 
9). Следовательно А Е  не есть прямая, параллельная ВС, и на томъ же 
основанш никакая другая, исключая АВ, не будетъ параллельна ВС. Сле­
довательно АВ  |] ВС.
Предложеше 40. Если два равные треугольника ABC и ВСЕ  имеютъ 
равныя основашя ВС и СЕ, лежащш на одной прямой Б Д  то вершины этихъ 
треугольниковъ лежатъ на одной прямой АВ\ параллельной основашю BE 
(фиг. 8 7 ).;
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Доказат. Если бы прямая АВ, соединяющая вершины треугольни­
ковъ, не была параллельна основанш Б Д  то есть другая прямая AF  || В К
Фиг. 87.
Соединимъ точки F r Д  то Л  А В С = AFGE (пред. 38). Но А АВС— А ВСЕЩ 
следовательно ABCE—AFCE,, что невозможно (акс. 9). Следовательно 
A F  не есть прямая, параллельная Б Д  и по той же причине, кроме AD, 
никакая другая прямая не можетъ быть параллельна BE
Предложете 41. Если параллелограмъ АВСВ и треугольникъ ЕВС 
построены на одномъ основашй ВС, а вершина Е  треугольника ЕВС 
лежитъ на прямой J.D , то треугольникъ составляетъ половину параллело­
грама (фиг. 88).
Фиг. 88*
Доказат. Соединимъ А  съ С, то А  АЪ С— А ЕВС (пред. 37), но 
ААВС— 2 АВСВ (пред. 34), следовательно и А ЕВО=* I АВСВ.
Предложете 42. Достроить параллелограмъ, равный данному тре­
угольнику АВС, котораго бы стороны были наклонены подъ даннымъ




Въ точкгЬ Е  на прямой ЕС построимъ / CEF— / B  (пред 23). Чрезъ 
точку С проведемъ CG || ^2Г(лред. 31) и продолжимъ прямыя Е Е  и CG до 
встречи съ прямою AG \\ ВС. Параллелограмъ F E C G =21лАЕС— A  ABC 
(пред. 41, 37).
Предложеше 43. Во всякомъ параллелограме АВСВ  дополнешя В К  
и К В  параллелограмовъ А Е К Н  и KGCF , построенныхъ на д1агонали 
АС , равны (фиг. 90).
Фиг. 90.
А н п
Доказат. Такъ какъ А  А В С =  А  САВ и А  А Е К — А  А П К  (пред. 34), 
то ЕКСВ—КНВС  (акс. 3). Точно также A K G C =  A  KCF  (пред. 34), 
следовательно (акс. 3) B E K G = K H B F .
Предложеше 44. На данной прямой АВ  построить нараллелограмъ,
*  .  ^  .
равный данному треугольнику Ж  и который бы имелъ уголъ, равный дан-
р
ному углу В  (фиг. 91)?
Ргъшете. Построимъ параллелограмъ B E F G , равный данному тре­
угольнику М и имеюзцш L E B G = A B \  расположимъ этотъ параллелограмъ 
такимъ образомъ, чтобы его основаше BE  и прямая АВ  составляла одну
. -7 _____
прямую АЕ. Чрезъ точку А  проведемъ АН  (] EF, продолжимъ FG  до Я  
и проведемъ НВ. Такъ какъ / .  AHF-+-/ .  E F H =2d  (пред. 29), то
Z BHF-hEFH<i2d, следовательно, НВ  и FE  встретятся (акс. 11), по-
#  *
Фиг. 91.
ложимъ, въ точке К. Чрезъ точку iT проведемъ K L  ]| FH  и продолжимъ 
ЩА и (?Я. до истреби съ K L  въ точкахъ L и N, ABNL  будетъ требуе-
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мый параллелограмъ. Въ самомъ деле, HLKF  есть параллелограмъ, коего 
д1агональ есть НК, следовательно параллелограмъ BL—BF  (пред. 4В). Но 
BF— A M  и /_GBE— / B y следовательно LB—A M k /_ABN==/_ GBE—/  В.
Предложете 45. Построить параллелограмъ, равный данной прямолиней­
ной фигуре ABGD и имеющй уголъ, равный данному углу В  (фиг. 92)?
Ртиете. Соединимъ прямою точки D ж В. Построимъ параллело­
грамъ FH— А АВВ  и имеюпцй уголъ /_ЕКН—/В , (пред. 42). На 6гН по­
строимъ параллелограмъ GM—ABBC  и имегощШ уголъ 6ШМ=В; 
KFLM  и будетъ искомый параллелограмъ,
Фиг. 92.
Въ самомъ деле, Z GHM— / В = /F K H ,  прибавляя по углу GHK  
получимъ:
Z GHM-h Z G H K =  Z FKH-ь- Z GHK=2d (пред. 29).
Следовательно прямыя Н К  и НМ  лежатъ на одной прямой (пред. 14).
■ FG  || КН, следовательно Z FG1Э== Z GHM, откуда:
Г
Z FGH-+- £  L О Н =  /  GSM-+- Z L  (тЯ=2<2 (пред. 29).
Следовательно FG ж GL лежатъ также на одной прямой (пред. 14). 
Такъ какъ F K || GH и G H [| LM, то F K \\L M . Такъ какъ F K — GH, 
GH=LM , то FK—LM  (пред. 34). Откуда F L=K M  ж FL  || КМ. Сле­
довательно фигура KFLM  есть параллелограмъ, коего уголъ /F K M —/B .  
Но F H = A A B B  и GM—ABBC, следовательно, KFLM=ABOB.
Предложете 46. На данной прямой АВ  построить квадратъ (фиг. 93)?
Ртиете. Изъ точки А  возставимъ перпендикуляръ АС къ АВ  
(пред. 11). Отложимъ на немъ А В =А В . Чрезъ точку В  проведемъ 
BE  11 АВ, а чрезъ точку В  проведемъ BE  [J АВ. Полученная фигура 
АВЕВ  будетъ искомый квадратъ.
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Въ самомъ деле, AJDEB есть параллелограмъ, следовательно про­
тивоположныя стороны равны (пред. 34). Но A B —AD, следовательно по­
строенный параллелограмъ ADEB  равностороншй.
Фиг. 93.
Такъ какъ A B ^ D E , то А А-л- Z.JD—ld  (пред. 29), но /_A=zd, сле­
довательно и ZD=<2. Въ параллелограме противоположные углы равны, 
следовательно, параллелограмъ ADEB  прямоугольный; но онъ и равно­
стороншй, следовательно ADEB  есть квадратъ (опред. 30).
Предложеше 47. Во всякомъ прямоугольномъ треугольнике квадратъ, 
построенный на стороне, противолежащей прямому углу (на гипотенузе), 
равенъ сумме квадратовъ, ностроенныхъ на сторонахъ, заключающихъ пря­
мой уголъ (на катетахъ) (фиг. 94).
Фиг. 94.
Доказат. Пусть ABC будетъ прямоугольный треугольникъ, въ кото
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ромъ уголъ А прямой. На сторонахъ ВС, АВ  и АС построимъ квадраты 
BE, BG и А К  (пред. 46). Углы ВАС, BAG, НАС прямые, следователь­
но, прямыя АС и AG, ВА и АН  находятся первыя две на одной пря­
мой CG, а вторыя на прямой В Н  (пред. 14). Соединимъ А  съ D  и F  съ 
С и чрезъ точку А проведемъ прямую A L \\B D  (пред. 31). Такъ какъ 
A D BG = AFBA  (акс. 10), то прибавляя къ обеимъ частямъ по АСВ А, 
получимъ Z DBA— Z FBC (акс. 2). Но AB—BF , BC—BD, следователь­
но, AAB D — AFBC  (пред. 4). Заметивъ теперь, что BD || AL, B F  || GC, мы 
имеемъ: B L —2AABD  и G B ^ A F B C  (пред. 41). Но A A B D = A F B C , 
следовательно, четыреугольникъ BL  равенъ квадрату BG  (акс. 6). Точно 
также можно показать* что четыреугольникъ LC равенъ квадрату СВГ. 
Откуда (акс. 2):
ПВС=ПАВ-+-ПАС.
Цримт. 29. Предаше приписывает* открыпе этой важной теоремы Пиеагору. 
Этому знаменитому предяоженш было дано много доказательствъ, нзъ которыхъ самое 
интересное есть следующее:
Пусть ABGD и AEFG  будутъ два каше нибудь квадрата, такъ расположенные, 
чтобы ихъ основашя АВ  и AG лежали на одной прямой линш BG (фиг. 95).
Фиг. 95.
К
Возьмемъ отрезки GH  и ЕК, оба равные АВ, и соединимъ Я  съ С, С съ 2Г, 25Г съ
F r F  съ К . , . .
Легко доказать, что Д НВС=  Д F E K  и Д KDC—&FGH. Следовательно, два дан*
• ■ ' ■ . _ . $
ные квадрата равны фигуре CKFH. Легко также показать, что фигура CKFH  есть кваД- 
ратъ (пред. 32). Сторона СН этого квадрата есть гипотенуза прямоугольнаго треуголь­
ника, коего друия стороны (катеты) ВС и В Н  равны сторонамъ двухъ данныхъ квадра­
товъ. Это доказательство не требуетъ предложенш Евклида, следугощихъ за 32-мъ. Изъ него 
можно еще видеть, какъ можно разрезать два квадрата, чтобы изъ полученныхъ частей 
составить одинъ трепй квадратъ. >
Большое число доказательствъ предложешя Диеагора собрадъ Гоффманъ въ сочнне* 
юн: Der Pythagorische Lehrsatz . . . . .  Mainz, 1821. .
_ I
: Предложете 48. Если въ какомъ нибудь треугольнике АВС , квад­
ратъ одной изъ его сторонъ ВС равенъ сумме квадратовъ остальныхъ его сто- 
ронъ А В  и АС, то уголъ ВАС  треугольника, заключающейся между этими 
последними сторонами, есть прямой (фиг. 96).
Доказат. Изъ точки А  возставимъ перпендикуляръ АВ  къ АС, сде­





Квадратъ, построенный на АВУ равенъ квадрату, построенному на А В , 
т. е. \1\АВ—П АВ. Если къ обеимъ частямъ прибавимъ по \Z\AC, то полу­
чимъ:
' □  АЪл- □  А С =  □  A B -h ПАС.
Но треугольникъ ВАС  прямоугольный, следовательно (пред. 47):
. ПА1Н-ПАС=*П1>С. 
Но по условш: 
п л в - + - а л с =  d b g
Следовательно П П С=П ВС, откуда ВС—ВС. Разсматривая тре­
угольники АВС  и АВС, мы имеемъ А В = А В , ВС—ВС, АС  есть сторона 
общая; следовательно (пред. 8) треугольники равны и въ остальныхъ ча­
стяхъ, т. е. /JBAC^/.BACi но уголъ ВАС  прямой, следовательно и уголъ
  « .
ВАС  также прямой.
■ *
КНИГА П
О п р ед ел ен ! я.
1. О всякомъ дрямоугольномъ параллелограмм говорятъ, что онъ за- 
ключенъ между двумя его сторонами, составляющими прямой уголъ.
Лрштч. 1. Прямоугольный параллелограмъ мы будемъ называть просто прямо­
угольникомъ. Какъ только известны стороны параллелограма, составляющая прямой уголъ, 
то прямоугольникъ вполне определяется и можетъ быть построенъ. Для сокращены 
мы будемъ прямоугольникъ,заключенный между какими нибудь прямыми АЛ  и CD, изо­
бражать символомъ А В . CD. • , .
2. Гномономъ или Екеромъ называется фигура ABCGBH  (фиг. 97), 
составленная изъ параллелограма ВВ, построеннаго на дааго на ли ВВ, и 
двухъ дополнешй АВ  и ВС.
Фиг. 97.
С
П р е д л о ж е н !  я.
Предложеше 1. Если изъ двухъ прямыхъ лишй А  и ВС одна, напртгЬръ 
ВС, разделена на нисколько проиввольныхъ частей ВВ, B E , ЕС, то пря­
моугольникъ, заключенный между этими прямыми А и ВС, равенъ сумме 
прямоугольниковъ заключенныхъ между прямою А  и каждой частью ВВ ,
BE, ЕС (фиг. 98). . . . _  г
Доказат. Изъ точки В  прямой ВС возставимъ къ ней. перпендику-
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ляръ (кнД, пред.11) BF, сделаемъ B G = A , чрезъ точку G проведемъ 
ОД\\ ВС  (кн 1, пред. 31), чрезъ точки D , Д  С проведемъ D K \\B G ,
E L  || BG, GB l| BG.
Фиг. 98.
A
Изъ предъидущаго построешя следуетъ, что:
прям.БЙ==прям.БЖ4~прям.1)Х-|-прям.ШГ.
Но прямоугольникъ В Н ^ В С . B G = B C . А- Точно также прямо-
Е Н  равны, прям..]В К  =  В В . B G =zB D . А,В К  D Lугольники
щт.ВЕ=п]ОЕ . D K —D M . Л, щ ж .Е Н ~ Е С . E L—E C . А , следовательно:
В С . A = B D . . Л + Ж / . Л.
Предложенье 2 . Если прямую линйо .42? въ точке С разделимъ, на 
каш я нибудь, две части Ж7 и СВ, то квадратъ построенный на целой 
лиши АВ  будетъ равенъ сумме прямоугольниковъ, заключенным . между 
прямою А В  и ея отрезками АС  и СВ (фиг. 99).
Доказат. Построимъ на А В  квадратъ (кн. 1, пред. 46) ADEB  и про­




этого построешя видимъ, что \Z\AE=n^M.AF~hnpnu.CE, но 
-АС . AD—A C . АВ, прям. СЕ—С В . СЕ—СВ . Л Д  следовательно:
а л в = л с . AB-hCB: a b .
Предложеше 3. Если прямую АВ  въ точке С разделимъ на как1я 
нибудь двЬ части АС и СВ, то прямоугольникъ, заключенный между цй-* 
лою лишею АВ  и однимъ изъ отрезковъ, напримМръ С А, будетъ равенъ 
суммМ квадрата, построеннаго на СА и прямоугольника, заключеннаго меж­
ду отрезками ВС и АС (фиг. 100).
Доказстг. Построимъ на СА квадратъ СЕ (кн. 1, пред. 46), продолжимъ 
ЕВ  такъ, чтобы она встретилась въ точке F  съ прямою BF, проведенною 








лрш,АЕ=пряы,ВВч-ОСА, но прям,ВВ=ВС* B F ^ A C . ВС,
следовательно
А В . СА=ПСА-Л-ВС. АС.
Предлооюете 4, Если прямую АВ  въ точке С разделимъ на катя 
нибудь две части АС и СД то квадратъ построенный на АВ  равенъ 
сумме квадратовъ, построенныхъ на отрезкахъ АС и СВ съ удвоеннымъ 
прямоугольникомъ, заключеннымъ между отрезками АС и СВ (фиг. 101).
Доказат. Построимъ на АВ  квадратъ АВЕВ (кн. 1, пред. 46) и 
проведемъ д1агональ АЕ. Чрезъ точку С проведемъ CGF [| АВ, и чрезъ 












Такъ какъ CF  || B E ,  то r/ A G C ~ / A E B  (кн. 1, пред. 29). Но
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А В —ВЕ  (кн. 1, пред. 5), следовательно Z А Е В = /  Е А В ~  /A G C , от­
куда (кн. 1, пред. 6) АС=С6г. Кроме того, АС  и CG- равны противоде- 
жащимъ сторонамъ GH  н АН  (кп. 1, пред. 34), следовательно СН есть 
равностороншй четыреугольникъ.
Такъ какъ CF || Н А . то (кн. 1, пред. 29) / mHAC'+’/_GCA?=&d. Но 
уголъ НАС прямой, следовательно и уголъ GCA также прямой, оба 
эти угла равны протп олежащимъ угламъ HGC и AHG  (кн. 1, пред. 34).
Изъ этого видимъ, что СН есть равностороншй прямоугольникъ, следо-
# \  .
вательно квадратъ.
Точно такимъ-же образомъ легко показать, что F K  есть кзадратъ, 
коего сторона KG =B C.
Прямоугольникъ BG =BC.CG =AC.BC7 точно также прям.GD—AC.BC, 




A B E D ^ U  A B = Q A C + n B C -h 2 A C . ВС.
Прммтьч. 2. Если прямая АВ въ точкй С разделена пополамъ, то АС^СВ, ед^до- 
вательно:. .  .  ■ |
' □  JLB=4 р  АС.
Изъ предъидущаго также видно, что въ квадрат!* параллелограмы, построенные на д1аго- 
нали, суть также квадраты. Квадратъ, построенный на суммй двухъ прямыхъ АС и СВ ра­
венъ сумм& квадратовъ, построенныхъ на каждой изъ нихъ съ удвоеннымъ прямоугольнп- 
кокъ, заключенпымъ между прямыми АС н СВ.
• V
Предложете 5. Если прямая лишя АВ  въ точкЬ С разделена на 
две равныя части АС  и СВ, а въ точке В  на две неравныя части АВ  
н ВВ, то прямоугольникъ, заключенный между неравными частями AD  и
В В  вместе съ квадратомъ, построеннымъ на CD, равны квадрату, построен-
•  1
ному на половине АС  или СВ прямой А В  (фиг. 102).
Фиг. 102.
Доказат. Построимъ (кн. 1, пред* 46) на СВ квадратъ GBFHy коего
диагональ ВН. Чрезъ точку В  проведемъ BEG  || СН. Чрезъ точку встре­
чи Е  д1агонали ВН  съ BG проведемъ прямую IL  [| BG и продолжимъ ее 
до встречи съ прямою АК, проведенною параллельно СН.
Такъ какъ прям.(Ж=прям.ЛР (кн. 1, пред. 43), то прибавляя по 
□ 2 Щ  найдемъ, что прям.1№==прям.Шу. Но какъ АС=СВ , то (кн. 1, 
пред. 36) прям.Д2/==нрям.2Ж Следовательно прям.Д£Ь=прям. CE~hnpm.DFt 
т. е . :




Предложеше 6. Если прямую АС въ точке В  разделимъ пополамъ 
й прибавимъ къ ней какой нибудь отрезокъ СЕ, то прямоугольникъ, за­
ключенный между целою прямою АЕ  и прибавленнымъ отрЬзкомъ СЕ, вме­
сте съ квадратомъ, построеннымъ на половине АО, равенъ квадрату, по­
строенному на прямой BE , составленной изъ половины АС и прибавлен­
ная отрезка СЕ (фиг. 103).
Доказат. Построимъ на B E  квадратъ BENK и проведемъ д1аго- 
наль ЕК. Чрезъ точку С проведемъ CL || В К. Чрезъ точку G встречи 
даагонали Е К  съ CL проведемъ FH || BE  и продолжимъ ее до встречи съ 
прямою AI, проведенною чрезъ точку А , параллельно прямой В К
Фиг. 103.
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Легко видеть, что □  В Е ^  [ЗБО-Ьпрям. 5Р-Нпрям. GN. Но такъ какъ 
прям.2?6г=прям. (г^=прям. АН  (кн. 1, 43), то прям.5^Ч-прям. G N =  
=прям. A F = A E . СЕ. Следовательно:
ПВЕ=>ПВО-*~АЕ. ОЕ.
Иредложенге 7. Если прямую BE  разделимъ въ точке С на две ка- 
кш пибудь части ВС и СЕ, то квадратъ, построенный на BE , вместе съ 
квадратомъ, построеннымъ па одной нзъ частей, напримеръ СЕ, равенъ 
удвоенному прямоугольнику, заключенному между целою прямою BE  и 
взятою частью СЕ вместе съ квадратомъ, построеннымъ на другой ча­
сти ВС (фиг. 104). ...................
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Доказат. Построимъ на B E  квадратъ B EN K  и проведемъ даагональ 
Е К . Чрезъ точку С нроведеыъ прямую GL || В  К. Чрезъ точку G встречи 











Изъ этого построешя видимъ, что:
П В Е -Ь -и С Е = П В С + В Е . СЕч-ВС. GE-+-UGE. 
Но В С . СЕ-+- ОСЕ—B E . СЕ, следовательно: 
' П ВЕ-+-иСЕ=П ВС-+-2ВЕ. СЕ.
Лрттч . 3. Изъ этого посл'Ьдняго выражешя, разсматривая ВС какъ разность двухъ 
нрямнхъ B E  и ЕС, получимъ, что квадратъ, построенный на разности двухъ прямыхъ, 
равенъ суммй квадратовъ построенныхъ на каждой изъ нихъ безъ удвоеннаго прямоуголь­
ника, заключеннаго между этими прямыми.
Предлож ете 8 . Если прямую А В  разд&лнмъ въ точк'Ь С на катя 
нибудь дв’Ь части АС  и СВ, то квадратъ, построенный на прямой АВ, со­
ставленной изъ прямыхъ А В  и (7Д равенъ четырежды взятому прямо-
Фнг. 105.
угольнику, заключенному между цйлою АВ  и ея частью СВ, вместе съ 
квадратомъ, построенымъ на другой части АС прямой АВ  (фиг. 105).
Доказат. Продолжимъ данную прямую АВ  такъ, чтобы продолжеше
I
ВВ  было равно СВ и на прямой АВ  построимъ^квадр&тъ  ̂Л ZWR Прове­
демъ дагональ В Р. Изъ точекъ С и В проведемъ параллельныя СО, ВВ  
сторон^ квадрата АР. Чрезъ точки L и К  встръчп ддагонали В Р  съ пря­
мыми ВВ, и СО проведемъ параллельныя GE и HF  прямой АВ.
Изъ этого построешя видно, что:
•  .
□Л$=прям.-4£н-прям.Хг$Ч-прям. 2?Ж-Ьпрям. KR-t-Q BB-h\3AC.





Предлооюете 9. Если прямая АВ  разделена въ точке С на две рав­
ныя части АС и ОД и въ точке В  на две не равныя части А В \\ ВВ , 
то сумма квадратовъ, построенныхъ на неравныхъ частяхъ АВ  и ВВ, 
равна сумме удвоенныхъ квадратовъ, построенныхъ на АС и СВ (фиг. 106).
Доказат. Изъ средины С прямой АВ  возставимъ къ ней перпенди­
куляръ СЕ и сделаемъ СЕ=АС=СВ. Соединимъ точки А и В  съ Е. 
Чрезъ точку В  проведемъ параллельную B F  прямой СЕ, до встречи съ 
BE  въ точке F, чрезъ точку F  проведемъ параллельную FG  прямой АВ. 




Такъ какъ СЕ=АС~СВ, и при точке С углы прямые, то 
L CFA—Z  CAE— Z  СЕВ= £  СВЕ= { d (кн,. 1* пред.* 32).
Такъ какъ B F \\C E 7 FG\\CD} то (кн. 1, пред. 29) Z.FBB  и 
AEG F  каждый . равенъ прямому углу; Z  BFB  =  Z СЕВ— s d и 
Z  GFE =  Z  D B F =  2 d, следовательно, (кн. 1, пред. 6) D F ^ -B B ,
E G =G F =C D .
Такъ какъ Z Л ЕС — L ВЕС = • ( ! ,  то L ЛЕВ — 4. Откуда
(кн. 1. пред. 47).
O A F — n A E + O E F .
-  а
•  •
Зам4чая еще, что углы D, С и Е  прямые, мы будемъ имЬть:
U A F — U A D -b U D F = U A B ^ -U B B
. П А Е = П А С -+-П С Е =чи  АС
0 E F — 0 E G 4 - 0  G F = 4n C D , -
складывая два иослЬдшя выражешя и сравнивая съ двумя предъидущими,
найдемъ:
П А я -+ -п в п = 2 П А а + -2 а с в .
I *
Предложете 10. Если прямую АВ  въ точке С раздйлкмъ на две 
равныя части АС и СВ и если къ А В  прибавимъ какую нибудь прямую 
BD, то квадратъ, построенный на целой прямой AD, вместе съ квадра- 
томъ, построеннымъ на прибавленной прямой Ш ), равны удвоенной сумме 
квадратовъ, построенныхъ на АС  и CD (фиг. 107).
Доказапи Изъ точки С прямой А В  возставимъ перпендикуляръ 
СЕ—АС—ВС (кн. 1, пред. 2). Проведемъ грезъ точку Е  прямую E F  || АВ. 
Чрезъ точку D  проведемъ прямую D F\\ СЕ, то (кн. I, пред. 29) 
Z  CEF-\- £ E F D = 2 d , и / mBEF-{~/mEFD<.2d, следовательно, (кн. 1, 
акс. 11) прямыя ЕВ jlF D , по некоторомъ продолженш, встретятся, поло- 
жинъ въ точке G.
Фиг. 107.
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Такъ какъ СЗ=*АС=*СВ, а при точке С углы прямые, то 
Z. CAF== L СЕ A, Z  СВЕ=^ Z  СЕВ, и каждый изъ этихъ угловъ равенъ \ d .
Прямая E F  || AD, a FG  || 6'Д  то(кн. 1, пред. 29) £ D — £ F — £ C = d \  
Л D G B =  Z  ВЕС— i <*; Z  FEB— L DBG— £  ЕВС— i  d, следовательно 
(кн. 1, пред. 6), DB—DG  и FG—FE~CD .
’Такъ какъ уголъ A E G =d, то мы имЪемъ (ви. 1, пред. 47):
О А 0 = П А Е +  OEG-. .
Замечая, что угли 1), С, F  прямые, мы имЬенъ ещ :̂ 
O AQ —nAI)-¥-UD(h=nAD-+-QBV  
U A B = U A O + U E G = iU A C  
aE G = D F G -t-O E F = 2n C D .
Р  •
Откуда наконедъ, складывая два последшя выражешя и сравнивая 
еъ двумя предъидущими, найдемъ:
U A D + n B D = * n A C ± * U C B .
Предложеше 11. Разделить прямую АВ  въ точке Н  на ташя две 
части, чтобы прямоугольникъ, заключенный между целою прямою АВ  и 
одною изъ ея частей, былъ равенъ квадрату, построенному на другой ея 
части (фиг. 108)?
Ргьшете. Построимъ на прямой АВ  квадратъ ABDC, разделимъ 
сторону АС въ точкМ Е  пополамъ и проведемъ прямую BE. Продолжимъ
АС. до точки F, такъ, чтобы ЕЕ—ЕВ. Построимъ на AF  квадратъ 
AFGH  и продолжимъ сторону GH до встречи съ DC въ точке К. Пря­
мая АВ  и будетъ разделена такъ что:
П А В = А В . ВН.
Фиг. 108.
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Въ самомъ деле, такъ какъ АС въ точке Е  разделена ч поиоламъ, то
•  •
D E F —Q E B = G F . AF-+-DAE, .
(кн. 2, пред. 6) мы шгЬемъ: :
l
I  •  ,  ■ t
Уголъ B A E =d, следовательно мы еще имеемъ:
*  •
аЕ В = О А В -+ -П А Е
откуда:
. C F . A F -* -U A E = U A B + U A E
отнимая по \ЦАЕ (кн. 1, акс. 3) получимъ:
O A B = C F . A F = C F . FG
«
•  •
. Следовательно прямоугольникъ K F ~ D A B .
Если отъ обйнхъ частей этого равенства отымемъ по прямоугольнику 
А К , то получимъ:
□ЛЛ=прямоугольнику ВН=лВВ . ВН\ 
но В В ~ А В , следовательно:
А В .В Н = П А Н
»
Предложете 12. Во всякомъ тупоугольномъ треугольнике СВ А  квад­
ратъ, построенный на стороне ВС, противолежащей тупому углу САВ,
больше суммы квадратовъ, построенныхъ на другихъ сторонахъ А В  и АС,
9  -  •
на удвоенный прямоугольникъ, заключенный между одною изъ сторонъ, за- 
ключающихъ тупой уголъ, напримеръ АС, и продолжешемъ А В  той же 
стороны АС  до встречи съ перпендикуляромъ ВВ, опущеннымъ изъ точки 
В  на сторону АС (фиг. 109).
Доказат. Такъ какъ прямая СВ въ точке А  разделена на две, во­






Прибавляя по □  ВВ  къ обеимъ частямъ предъидущаго равенства 
(кн. 1, акс. 2), найдемъ:
uGB+nI>B==uAO+-uAJ>+aDB+-iAG. AD
HO
□ CD-h[jDB=  □ СВ (кн. 1,, пред. 47) 
и •
q AD-±-c\D B = q AB
следовательно:
□ СВ— □ AC-\- □ АВ-Ъ-ЪАС. AB.
Предлооюете 13. Во всякомъ треугольник^ СВ А  квадратъ, построен­
ный на сторон^ АВ, противолежащей острому углу С, меньше суммы квад­
ратовъ, построенныхъ на остальныхъ сторонахъ СВ и СА, на удвоенный 
прямоугольникъ, заключенный между одной изъ сторонъ, заключающихъ 
острый уголъ С, напримМръ АС и частно СВ этой стороны, лежащей 
между вершиною угла С и основашемъ перпендикуляра опущеннаго изъ 
точки В  на сторону АС.
Доказат. Случай 1. Перпендикуляръ ВВ  падаетъ внутри треуголь­
ника ABC (фиг. 110)..
I
Сторона АС въ точк'Ь В  разделена вообще на дв£ неравный части, 
следовательно, мы имМемъ (кн. 2, пред. 7):
nAC-+-nCD=DAD-h2AC.CD.
Если прибавимъ къ объимъ частямъ этого равенства по \3BD, то 
найдемъ:




■ Но мы имеемъ (кн. 1, пред. 47):







на 2А С . CD.
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Прямая СВ въ точгсЬ А  разделена; вообще, на дв'Ь жеравныя час­
ти, следовательно мы илгЬемъ (кн. 2, пред. 7):
П С В -ч-П А С = П А В + 2С В . АС
придаднмъ къ обоимъ частямъ, по □  ВВ, то получимъ:
□  СБЧ-□  B B -hПАС—ПАВч-ПВВЧ-1СВ . АС 
но (кн. 1, пред. 47):
П С В + П В В = П С В , UAD-+-UBB—U A B
следовательно:
□  с в -h а  а с —а  а в ч -2с в  . а с
откуда видимъ, что:
П А В < П С В ч-П А С  на 2СВ.АС.
Примгьч 4. Теоремы, обратныя двумъ цредъндущимъ, им^ють мйсто.
Если квадратъ, построенный на одной изъ сторонъ треугольника, будетъ больше 
суммы квадратовъ, построенныхъ на остальныхъ его сторонахъ, то уголъ, противолежашдй 
первой сторон^, будетъ тупой.
Въ самомъ дблй, если бы онъ былъ прямой, то квадратъ, построенный на сторон^,
противолежащей этому углу, былъ бы равенъ суммй квадратовъ, построенныхъ на осталь-
■ 1
ныхъ сторонахъ (кн. 1, пред. 47 пред). Если бы онъ былъ острый; то квадратъ, построен- 
ный на сторонЬ, противолежащей острому углу, былъ бы меньше суммы квадратовъ осталь­
ныхъ сторонъ (кн. 2, пред. 13). Следовательно этотъ уголъ долженъ быть тупой. Точно 
также легко доказать и теорему обратную теорем^ 13.
Предложете 14. Построить квадратъ, равный данной прямолинейной 
фигуре А  (фиг. 112)?
Решете. Построимъ прямоугольникъ ВВ, равный данной фигуре А 
(кн. 1, пред. 45):
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Продолжимъ BE  до точки Ъ такъ, чтобы EF=^EB} раздалиыъ пря­
мую BF  въ точк'Ь G пополамъ и изъ точки G, какъ изъ центра, рад1у-
Фиг. 112.
сомъ G-В опишемъ кругъ BBF. Продолжимъ BE  до встречи съ кругомъ 
въ точк’Ь Д  то Ц]НЕ будетъ требуемый.
Въ самомъ дЬлЬ, въ точке G прямая BF  разделена пополамъ, а въ 
точке Е  она разделена на две неравныя части, то (кн. 2, пред. 5) мы
имеемъ: ,
[3GF=C\EG-}-BE .EF—C1GH (кн. 1, опред. 15).
*  *  *
Но Е  есть уголъ прямой, следовательно:
п в н = : П Е в + п т
откуда:
□  EG -^BE . EF—UEG-y-UEH
отнимая по [JEG, найдемъ:
□  ЕН—В Е . EF—B E . ЕВ.
Цримгьч. 5. Теоремы этой книги суть ничто иное какъ, слйдующш алгебраичесия 
тождества: -
Предлооюете, 1. Если «-=«.,-*-а2н- . . -*-«■« , то:
йЬ—;й.| Ь+ flj 6 "Ь . • I- ot л Ь*
Предложеше 2. Если а—Ь-\- с, то:
*
а2—аЬ-ьас,
Предложеше 3, Если а—Ь-+-с, то:
a d — hcl л-cd.
Предложеше 4. 
Предложеше 5.
(а -t-b)2= a 3-ь-Ъ'2-л-2аЬ.









(а-\-Ъу +  &2= а 2-н2(а-ь&) Ъ,
ct2=Z>2- i-с2—2Ье.
(си-2Ь)2= а 2-|-4(а-н?>)
/  ач-?>\2 /  а—& V  а?-+Ь2
I,— у1 н" V~iT ) =  2
(а-ь&)2-1-&2= 2 & V  ̂/ « ,+ 2  ( т +ь
Для насъ им'Ьютъ значеше только предложешя 4, 7, 11, 12, 18 и 14 этой книги, 
вс& остальныя суть только алгебраичесшя преобразовашя.
х
КНИГА П1
О п р ед ел ен ! я.
1. Равные круги суть те, у которыхъ д!аметры равны, или у кото­
рыхъ прямыя, проведенныя изъ центра къ окружности, равны- *
Прим. 1. Это не опредйлете, а теорема, справедливость которой очевидна; въ са­
момъ д'Ьл'Ь, если совместить круги такъ, чтобы ихъ центры совпали, то окружности также 
совпадутъ, такъ какъ прямыя, проведенныя изъ центра къ окружностямъ, равны.
2. Говорятъ, что прямая лишя касается круга, если она его встре- 
чаетъ, но, будучи продолжена, его не пересекаетъ. -
■ '  I
3. Говорятъ, что одинъ кругъ касается другаго, если они встречают­
ся, но не пересекаются.
4. Говорятъ, что прямыя лиши находятся въ равномъ разстояши отъ 
Центра круга, если перпендикуляры, опущенные изъ центра на эти прямыя, 
равны.
5. Та прямая лишя, на которую падаетъ наиболышй перпендикуляръ, 
Наиболее удалена отъ центра.
6. Сеъменть круга есть фигура, ограниченная окружностью и прямою 
лишею, которая ее пересекаетъ. .
7. Уголь сегмента есть уголъ, заключенный между дугою и прямою.
8. Уголь вь сегменты называется уголъ, образуемый прямыми, прове­
денными изъ какой нибудь точки окружности сегмента къ оконечностямъ
ъ
прямой, служащей основашемъ сегмента.
9. Говорятъ, что уголъ стягивается дугою, которая заключается меж­
ду его сторонами.
10. Секторомь называется фигура, образуемая двумя радиусами и ду­
гою, заключенною между ними.
11. Подобные сегменты суть те, въ которыхъ углы равны или кото­
рые содержать равные углы.
1S4
Предложенье 1. Найти центръ даннаго круга ЛВС (фиг. 113)?
Ртиенге. Проведемъ въ круге произвольную прямую лишю АВ  и 
разделимъ ее пополамъ въточкЬ В  (кн. 1, пред. 11), изъ этой точки возставимъ 
къ А В  перпендикуляръ. ВС к продолжимъ его въ обе стороны до встречи съ 
окружностью въ точкахъ С и Е. Разделимъ прямую СЕ пополамъ въ точ­
ке .F, то F  и будетъ искомый центръ круга.
Полоашмъ, что точка F  не есть центръ круга ABC, а центръ его
какъ А В —ВВ, A G = G B  (кн. 1, опр. 15), GB  общая, то A A B G = A B B G  
(кн. 1, пред. 8), следовательно углы ABG  и GBB  прямые (кн. 1, акс. 10), 
Но уголъ СВВ также прямой, следовательно Z С В В ~  Z GBB , Что невоз­
можно (кн. 1, акс. 9).
Итакъ точка G не можетъ быть центромъ, какъ и всякая другая, 
исключая точки F.
Смъдствсе. Изъ сказаннаго очевидно, что если въ круге одна прямая 
лишя встречаетъ посредине другую подъ прямымъ угломъ, то на этой 
последней прямой лежитъ центръ круга.
Примгьч. 2. Въ построенш сказано продолжимъ GD до Е: это предполагаетъ, что 
точка D  лежитъ внутри круга, что Евклидъ довазываетъ въ следующей теорем!*.
Предложеше 2. Прямая лишя, которая соединяетъ две произвольно 
взятыя точки А  и В  на окружности круга ABC , лежитъ внутри круга 
(фиг. 114).
Доказали. Если эта прямая не лежитъ внутри круга, то пусть она 
лежитъ вне, какъ напримеръ АЕВ . Найдемъ центръ круга и пусть онъ 
будетъ D  (кн. 3, пред. 1), проведемъ А В  и ВВ. Между точками А к В  
на окружности круга возьмемъ какую нибудь точку F , соединимъ В  t%F  




есть какая-то другая точка G. Проведемъ прямыя GA, GB , GB, Такъ
I
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Такъ какъ А В = *В В , то £ B A E ~ £ D B E  (кн. 1, пред. 5). Но
L B E H > L B A E  (кн. 1, пред. 16), следовательно Z В Е В >  Z Ш Щ  откуда
D E < B B = B F , что невозможно (кн. 1, акс. 9).
•  %
Следовательно прямая лишя, соединяющая точки А  и В  не можетъ 
лежать вне круга, точно также можно показать, что она не можетъ упасть 
на окружность, а следовательно она лежитъ внутри круга.
Предложенье 3. Если въ круге А В С  прямая СВ, проходящая чрезъ 
центръ, встречаетъ другую прямую А В , не проходящую чрезъ центръ, и 
делитъ ее пополамъ, то прямая СВ  перпендикулярна къ АВ; или, если 
прямая СВ  встречаетъ прямую А В  подъ прямымъ угломъ, то СВ  де­
лить А В  пополамъ (фиг. 115),
Доказат. Найдемъ центръ Е  даннаго круга (кн. 3, пред. 1) и сое­
динимъ Е  съ А  и Ъ.
Первая часть теоремы. Если СВ въ точке F  делитъ А В  пополамъ, 
то AF-~FB. EF  есть сторона общая треугольниковъ AEF  и BEF  
А Е  =  Е В , следовательно & A E F =  A B E F  (кн. 1, пред. 8), откуда 






Вторая часть теоремы» Если прямая В С ' перпендикулярна къ А В
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то Z  A F E —  Z  E F B .  Въ треугольникахъ A E F  ж B E F  сторона E F  общая, 
A E — E B ,  следовательно Л  A E F -~  д  B E F  (кн. 1, пред. 26), откуда A F = F B .
Цргшъч. 3. 064  части этой теоремы суть обратныя одна другой, а вся теорема 
есть обратная с^дствш  предложешя 1-го. .
Цредложете 4. Если въ круге ABCD две прямыя линш АС и ГВВ,
' .if' t* Y' У Г [   ̂ ^
не проходягщя чрезъ центръ, встречаются, то к!ждая изъ нихъ делить 
другую на две неравныя части (фиг. 116).
Доказат. Положимъ что каждая изъ нихъ другую делитъ пополамъ, 
такъ что А Е = Е С  и В Е = Е В .
Фиг. 116.
Если F  есть центръ круга, то, соединяя Е  съ F, прямая E F  будетъ 
перпендикулярна, какъ къ АС, такъ и къ ВВ  (кн. 3, пред. 3), следова­
тельно Z  F E A =  Z  FEBy, что невозможно (кн. 1, акс. 9). Следовательно и 
то невозможно, чтобы прямыя АС  и ВВ  одна другую делили поиоламъ.
Предлооюете о. Два перес'Ькаюпцеся круга ABC к CBG не могутъ 
иметь общаго центра (фиг. 117).
Доказат. Положимъ, что эти круги, пересекаясь въ точкахъ С и Д
•  ■ v > .
имМютъ обшдй центръ Е. Соединимъ одну изъ точекъ пересечешя, иапри- 





Такъ какъ E C = E F  и E C =E G  (кн. 1, оПред. 15), то следуетъ
что EF=2EG, что невозможно (к н /1, акс. 9). Следовательно два пересе­
кающееся круга не могутъ иметь -общаго -центра. .
Предлооюете 6. Два круга АВС и CDE\ касаюпцеся- внутренно, не 
могутъ иметь общаго центра (фиг. 118). , ................ ; .......
Доказат. Положимъ, что эти круги, касающееся внутренно въ точке
1 .  _  '  *  *  -  -
<7, имеютъ общШ центръ F. : - -
Фиг. 118.
Соединимъ центръ JF съ точкою касашя С и изъ центра ..проведемъ
"  *  •
прямую FEB  въ нроизвольномъ направленш. - .1 .. .
Такъ какъ F C=FE  и F C=FB  (кн. 1, опред. 15), , то FE=?FB, 
что невозможно (кн. 1, акс. 9). Следовательно невозможно, чтобы касаю­
щееся внутренно круги имели общШ центръ. ~  - :Л1 v
  Предложете 7. Если внутри круга АВСВ возьмемъ. точку ^ .  отлич­
ную отъ центра Е, и изъ этой точки проведемъ прямыя къ окружности 
круга, то прямая FEA , проходящая чрезъ центръ, будетънаибольшая, 
а ея продолжеше FD  будетъ наименьшая; изъ остальныхъ прямыхъ те„ко- 
торыя ближе къ FA ,4 будутъ больше техъ, которыя дальше отъ ЖА\ изъ этихъ 
последнихъ, те, которыя находятся на одинаковомъ разстоянщ по обе сто­
роны ED, будутъ равны (фиг. 119). -
Фиг. 119.
,  —  *  .  » *  •  V
'  г  \ ч - ‘  S  -  -  ^  -
‘ Доказат. Проведемъ изъ точки F  прямыя FB, 
точки By С, С съ центромъ то въ треугольнике
FC, FG и соединимъ 
BEF  мы имеемъ
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(кн. 1 ,|пред. 20) ::BE-hEF>FB, но ВЕ—АЕ (кн. 1, опред. 15), а 
AE-\-EF—AF̂  следовательно AF>FB.
Треугольники BEF и CEF имеютъ по две равныя стороны BE—СЕ 
(кн. 1, опред. 15), EF общая, £B E F > A CEF, следовательно (кн. i 7 
пред. 24) и BF> CF. На томъ же основанш FC^>FG.
Въ треугольник^ EGF GF-hEF>EG, но EG=ED=DF~hEF, 
следовательно:
GF-hEF>DF^-EI
откуда (кн. 1, акс, 5) GF^> DF.
Изъ этого видимъ, что FA есть наибольшая, a FD наименьшая изъ 
прямыхъ линШ FB, FC, FG, и все оне удаляясь отъ FA, уменьшаются.
Положимъ, что прямыя EG и ЕН равно удалены отъ ED, т. е. 
Z FEG=  Z FEH, то треугольники FEG и FEFL имеютъ по две сто­
роны равныя: EG=EH’ EF общая и углы, заключенные между этими 
сторонами, равны, следовательно FG=FH  (кн. 1, пред. 4). Предполояшть, 
что кроме FH есть еще другая прямая, напримеръ FK, равная FG, не­
возможно по выше-доказанному.
Это последнее предложеше можно еще доказать такъ: пусть FK—FG. 
Треугольники FEG и FEK  будутъ иметь все стороны равныя: FK—FG, 
по положешю, EK=EG  (кн. 1, опред. 15) и EF общая, следовательно 
Z FEK— Z FEG, но Z FEG=  Z FEE, следовательно Z FEK— Z FEII1 
что невозможно (кн. 1, акс. 9). Следовательно по эту сторону наименьшей 
FD есть только одна FBl=FG.
Предложеше 8. Если изъ какой нибудь точки D , взятой вне круга 
ABC* проведемъ къ окружности произвольное число прямыхъ лишй, изъ 
коихъ одна DA проходить чрезъ центръ, то наибольшая изъ прямыхъ DA, 
DE, DF, D C встречающихъ вогнутую часть окружности, будетъ прямая 
DA, проходящая чрезъ центръ; изъ остальныхъ прямыхъ, лежанця ближе 
къ DA будутъ больше лежащихъ дальше DA; напротивъ, та изъ пря­
мыхъ DG, DK , DL, DH, встречающихъ выпуклую часть окружности, ко­
торой продолжеше проходить чрезъ центръ, будетъ наименьшая; изъ осталь­
ныхъ, дежапця ближе къ наименьшей D (х,будутъ меньше т4хъ, которыя лежатъ 
дальше DG. Наконецъ прямыя, лежапця по обе стороны прямой, прохо­
дящей чрезъ центръ, въ равномъ отъ нея разстоянш, будутъ равны (фиг. 120).
Доказат. а) Пусть точка М будетъ центръ даннаго круга ABC. 
Проведемъ прямыя ME, MF, МС, то DM-\~ME>  DE (кн. 1, пред. 20),
но МЕ—МА (кн. 1, опред. 15), следовательно:
4  '  • .  ■ •
DM-i-MA>DE
.  . . I 1 1
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Треугольники DME  и DMF  шгкотъ по две равныя стороны: 
M E = M F  (кн. 1, опред. 15), DM  общая, уголъ Z DM E>  Z DMF, еле- 
довательно (кн. 1, пред. 24) DE^>DF, точно также DF^>DG.
Фиг. 120.
В
откуда D A> D E„
С
iL
b) Проведемъ прямыя МН, ML, МК ‘ то M K-hKD>  DM  (кн. 1, 
пред. 20), т. е. MK-t-KD>MG-hDG, но M K =M G , (кн. 1, опред. 15), 
следовательно (кн. 1, акс. 5) K D >D G .
Треугольники DMH  и DML имеютъ по две равныя стороны 
M H =M L  (кн. 1, опред. 15), MD общая, уголъ L DMH^> Z DML, сле­
довательно D H >D L, точно также D L>D K .
c) Положимъ теперь, что прямыя D K  и DB  равно удалены, т. е. что 
Z K D M =  Z В DM. Треугольники MED и MBD имеютъ по две равныя 
стороны М К =М В  (кн. 1, опред. 15), MD общая, уголъ Z K D M =  Z BDM, 
следовательно, (кн. 1, пред. 4) DK=D B. Положимъ еще, что кромеТШ? 
есть еще другая прямая DN^DK; если это возможно, то, замечая что 
мы имеемъ D K =  DB  и D K = D N , мы найдемъ (кн. 1, акс. 1), что 
D B =D N , что невозможно, вследств1е доказаннаго въ Ь).
Лрштч. 4. Въ предложения 7, доказывая что FG>FG , было взято, что 
Z_BFF> Z.CFF, а между тймъ дано, что /_BFD>/JBFG. Въ пред. 8 было предполо­
жено, что точка К  находится внутри треугольника DLM, а точка 1$ вн& треугольника 
JDMF. Оба эти положешя можно доказать съ помощью предложешй 16 и 21 книги 1.
• I
Предложете 9. Если изъ какой нибудь точки D, лежащей внутри 
круга А ВС, молшо провести къ окружности больиге двухъ прямыхъ лишй 
DA, DB , DC равныхъ между собою, то точка В  будетъ центръ круга
ЛВС.
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Доказат. 1) Соединимъ точки А  и Д  В  и С прямыми А В  ж ВС ж 
разделимъ АВ  и ВС  въ точкахъ Е  и F  пополамъ (кн. 1, пред. 10). Про­
ведемъ DJE k D F  и продолжимъ ихъ въ обе стороны до встречи съ ок­
ружностью въ• точкахъ К, G, L, Н  (фиг. 121).
Фиг. 121.
А  Ж
Въ треугольникахъ AED, и BED  сторона D E  общая, ВЕ—АЕ,
D A = D B  по условш, следовательно (кн. 1, пред. 8) и L DEA— Z  DEB.
% •
Такъ какъ эти послъдше углы смежны, то каждый изъ нихъ есть прямой (кн. 
1, акс. 10). Следовательно прямая G K  перпендикулярна къ прямой АВ  
и делитъ ее въ точке Е  пополамъ, а на такой прямой лежитъ центръI * •  ̂ . t . . . . . •
круга (кн. 3, пред. 1). На томъ же основанш центръ круга ABC  лежитъ 
и на прямой LH , следовательно центръ круга есть точка D , общая пря­
мымъ G K  и LH.
v  ч  •  •  •  ‘  ■ . ,* i  , t
Доказат. 2) Пусть точка D  не будетъ центръ круга ABC, и пусть 
центръ круга будетъ точка Е  (фиг. 122).
Фиг. 122.
G
Проведемъ прямую DE  и продолжимъ: ее въ обе стороны до встречи
съ окружностью въ точкахъ F  и G. Если точка D  не
B C > D B > D A  (кн.; 3, пред. 8), что противоречить 
Следовательно, исключая точки D, никакая другая 
быть центромъ круга.
есть центръ круга, то
d o = d b = d a -
к  ,  .  *  .  .  . .  '  ■*
точка М не можетъ
,
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Примщ. 5, Если бы мы взяли точку Е  внутри угла ЛВС, то нельзя бы было ска­
зать, что В С > В В  и В В > В А , но можно сказать, что ВС  или В  А  меньше ВВ. а этого
'  '  , ’ . . • * .  . • . , - *
и достаточно для доказательства предложешя.
•  (
Предложете 10. Два круга, больше тЬмъ въ двухъточкахъ, пересечься 
не могутъ.
Доказат. 1) Положимъ, что первый кругъ пересекаетъ другой кругъ 
АБС въ трехъ точкахъ В, В, Е  (фиг. 123).
Фиг. 123.
Соединимъ точки Е  и В, В  и В  прямыми ЕВ  и ВВ  и въ точкахъ F  и
\
G разделимъ эти прямыя пополамъ. Изъ точекъ F  я G возставимъ пер­
пендикуляры FC и GK  къ прямымъ BE  и ВВ  и продолжимъ эти пер­
пендикуляры въ обе стороны до встречи съ окружностью въ точкахъ А  и 
С, К  я П. Такъ какъ точки В, Д  Е  лежатъ на обоихъ кругахъ, по по­
ложешю, то центры этихъ круговъ лежатъ на пересечеши прямыхъ КП  я 
АС въ точке L  (кн. 3, пред. 1), что невозможно (кн. 3, пред. 5).
Доказат. 2) Пусть два круга АВС и BEF, если возможно, пересе­
кутся въ трехъ точкахъ Д  G и F  (фиг. 124).
Фиг. 124.
С
■ « .  I
s *
Пусть К  будетъ центръ круга АВС, соединимъ К  съ В, & и F.
к в ,  k g , Ш:\ ..
■ 9  *  •  И ,  «  '  •  • •  • •  *  i  « Ч  __ _
Такъ какъ К  есть центръ круга, ABC, so K B = K G = K F  (ки. 1.
опред. 15). Но точка ^находится также въ равномъ разстоянш и отъ 
трехъ точекъ окружности DEF, следовательно она есть центръ и круга 
D E F  (кн. 3, пред. 9). Следовательно точка К  есть центръ двухъ пере­
секающихся круговъ, что невозможно (кн. 3, пред. 5).
«
Примт. 6. Такъ какъ точка К , въ послйднемъ доказательств^, можетъ быть взята: 
внутри круга D E E на его окружности и внй его, а Евклидъ разсматриваетъ только пер­
вое ея положеше, то это доказательство не полно. Чтобы его пополнить положимъ, что 
точка К  лежитъ внй круга D E E , но это будетъ противор']Егае предложешю 8 книги 3. 
Если точка лежитъ на окружности D E E , то мы получимъ такое же противорЗше.
I /
Предложеше 11. Если кругъ AD E  касается круга ЛВС  и лежитъ 
внутри этого последняго, то прямая, соединяющая ихъ центры пройдетъ, 
будучи продолжена, чрезъ точку касашя (фиг. 125).
Доказат. Положимъ, что прямая проведенная чрезъ центры F  и G 





Проведемъ A F  и AG  и соединимъ центры F  и G прямою НС, ко­
торая встретитъ оба круги въ точкахъ П  и С, D  и Е. Въ треугольнике 
AFG  мы имеемъ F G -t-G A ^F A  (кн. 1, пред. 20), но GA—GD, 
FA=zFH  (кн. 1, опред. 15), следовательно FG-\~ GD>  F A =FH =F G -\-G H , 
или G D >G H , (кн. 1, акс. 4), что невозможно (кн. 1, акс. 9). Следова­
тельно прямая, соединяющая центры касающихся внутренно круговъ, 
проходитъ чрезъ точку касашя.
Предложеше 12. Если два круга ABC и ADE  касаются внешне, 
то прямая, соединяющая ихъ центры, проходитъ чрезъ точку касашя А 
(фиг. 126).
Доказат. Положимъ, что прямая FG, соединяющая центры F  и G, 
не проходитъ чрезъ точку касашя А,
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Соединимъ точку касашя А съ центрами F  и ,G прямыми AF  и AG,
Фиг. 126.




откуда AF-t-AG<FG, что невозможно, такъ какъ мы имеемъ AF-hAG>FG 
(кн. 1, пред. 20). Следовательно прямая, соединяющая центры внешне ка­
сающихся круговъ, должна пройти чрезъ точку касашя.
Примт. 7. Въ предъидущихъ двухъ предложевияхъ говорится о точке касан1я, но 
только въ сл'Ьдугощемъ за этими предложен!ями показано, что два круга касаются только 
въ одной точке.
Заметимъ, что если въ предложены 11 точки D  и Н, и въ 12 точки С и D  пред- 
положимъ совпадающими, то доказательства этихъ предложенш останутся годными. Оба 
эти предложешя молено соединить въ одно:
Мели два круга касаются, то ихъ окружности могутъ имптъ общую точку 
только на прямой, соединяющей ихъ центры.
Предложете 13. Два круга касаются внутренно или внешне только
* •
въ одной точке.
Доказат. 1) Положимъ, что кругъ EBF касается круга АВС внутренно
въ двухъ точкахъ В is. В  (фиг. 127).
Фиг. 127.
. Соединимъ точки В  и В, изъ средины ВВ  возставимъ перпендику* 
дяръ (кн. 1, пред. 10 и 11). Такъ какъ точки В и В  находятся на обеихъ
окружностяхъ, то прямая Ш ) лежитъ внутри обоихъ круговъ (кн. 3, пред. 
2). Следовательно центры этихъ круговъ лежатъ на прямой HG  (кн. 3, 
пред. 1). Но прямая, проходящая чрезъ центры касающихся круговъ, про­
ходитъ и чрезъ точку касашя (кн. 3, пред. 11), что невозможно, такъ 
какъ точки касашя В  и В  не лежатъ на прямой GH.
Доказат. 2) Положимъ теперь, что два круга касаются внешне въ 
двухъ точкахъ А  и С (фиг. 128). ...
Фиг* 128. ”
Соединимъ точки А  и С прямою АС. Такъ какъ точки А  и С ле­- ч '  •  •  •  .  „  \  .  . .  .  .  •  ‘  • ч /  •  * -  -  -  • —  • •  . •  % • . . . .
жатъ на окружности круга АКСУ то прямая А  С лежитъ внутри этого
« в *  *  4  "  “
круга (кн. 3, пред. 2), но по положешю кругъ АС К  лежитъ вне : круга 
АСВу следовательно прямая АО лежитъ вне круга АСВ , что невозможно, 
такъ какъ точки и С лежатъ на окружности i l  ( Ж  (кн. 3 , пред. 2).
•  * I * л
СлМдовательно доказано, что два круга могутъ касаться только въ 
одной точке. ". , .
• •  •  *  •  •  V .  •  •  *  *  ‘    ч *  v  Ч  *  *  ‘  *  *
Примгьч. 8. Предложешя 12 и 13 можно легко доказать на основами предложенш 7
. - • • • • * «  ■ •     .  I  '  '  •  • •  *  ■ •  о
и -8 этой книги,-а следовательно онъ-могутъ быть поставлены выше этихъ предложенш.
s  . . .  ' у  -  * -  • Г .  4 '
^Мредмжете^ 14.. В ъ ; круг^ ^.Б2)С равныя прямыя (хорды) А В  и СВ
равно отстоять отъ центра Е  
центра Д  равны (фиг. 129).





:1)11усть АВ=^СВ. Ш?ь Цёнтра Е  опустимъ н а; эти прямыя 
E F  й- Жг--и еоединймъ точки ~А и1 &  съ-центроид Е.
Такъ какъ прямая EF  перпендикулярна къ хордй АВ, то A B =2A F  
(кн. 3 пред. 3), точно также DC=2GG. Но AB=D C , следовательно и 
A F = C G (кн. 1,акс. 7), а также \Z\AF=\Z\CG. Но АЕ=СЕ  (кн. 1,опр. 15), 
следовательно и □  А Е =  □  СЕ. Въ треугольникахъ AEF  и GEG углы 
F  и G прямые, следовательно (кн. 1, пред. 47):
. • U A E = U A F -hU E F  и ПЕС=ПО&-ь-ПВ&.
Откуда (кн. 1, акс. 1):
UAF^-UEF=:UGG-hUEG .
или (кн. 1, акс. 3) C\EF=[JEG i следовательно EF=EG, т. е. равныя 
*• прямыя АВ  и CD находятся въ равномъ разстоянш отъ центра Е.
2) Если E F =E G , то ПЕЕ=*ПЕ&.
Но мы имеемъ, какъ выше:
-  .  *  ♦
’  UAF-+-UFF=zUCG+UEG
откуда [3AF=C\GG  (кн. 1, опред. 3), следовательно AF—GG; но 
A B = 2A F  и CD=2CG, следовательно AB=CD  (кн. 1, акс. 6).
%
Примеч. 9. Об'Ь части этого предложешя можно доказать проще изъ равенства тре-
• ,
угольниковъ AJBJF и CJEG.
Предложете 15. Д1аметръ AD круга ABCD больше каждой изъ 
хордъ круга и каждая хорда,, лежащая ближе къ центру Д  больше хорды,. 
лежащей дальше отъ этого центра (фиг. 130). .
Доказат. Пусть данныя хорды будутъ ВС и FG. Изъ центра 1? опус­
тимъ на ВС и FG перпендикуляры Е К  и ЕН, и пусть ЕК>ЕН , т. е. 
что хорда ВС ближе къ центру чемъ хорда FG. На перпендикуляре ЕК  
отъ точки Е  отложимъ E h = E H  и изъ точки L возставимъ перпендику­
ляръ къ Е К  (кн. 1, пред. 11) и продолжимъ его до встречи съ окружностью 
въ точкахъ N r М. Такимъ образомъ получимъ хорду MN—BC (кн. 3, пред. 
14). Наконецъ соединимъ точки Ж, Nr F , G съ центромъ Е  прямыми ЕМ,
EN .; EF, EG.
■ Фиг. 130.
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Такъ какъ АЕ—ЕМ  и E D = E N  (кн. 1, опред. 15), то AD=EM-hEN.
19
Но изъ треугольника M EN  мы имеемъ E M -hE N >M N  (кн. 1, пред.
20) или AD>MN==BC. .
%
*
Точно также мы имеемъ E M = E F , EN—EG  (кн. 1, опред. 15) и
Z.M EN> A FEG, следовательно (кн. 1, пред. 24) M N = B C > F G .
Итакъ доказано, что д1аметръ круга есть наибольшая хорда и что
хорда лежащая ближе къ центру больше той, которая лежитъ дальше отъ 
центра.
Предлооюете 16. Перпендикуляръ А Е , возставленный изъ конца А 
д1аметра АВ  круга ABC, находится вне круга, и нельзя провести ни од­
ной прямой, чрезъ точку А, между прямою А Е  и окружностью, которая 
бы не пересекала окружности (фиг. 131).
Доказат. 1) Положимъ, • что перпендикуляръ, возставленный изъ точки 




Соединимъ центръ D  круга съ С, то CD—AD  (кн. 1, опред. 15),
откуда /_DCA=-/_DAC  (кн. 1, иред. 5), но уголъ ВАС , но положенно, 
прямой, слМдовательно и уголъ ВСА также прямой, что невозможно (кн. 
1, пред. 17). Изъ этого видимъ, что перпендикуляръ весь лежитъ вне
круга ABC .
2) Между перпендикуляромъ АЕ  и окружностью нельзя про­
вести чрезъ точку А  ни одной прямой, которая бы не встретила ок­
ружности.
Положимъ, что возможно провести такую прямую и пусть она будетъ 
AF. Изъ центра В  опустимъ на A F  перпендикуляръ BG. Въ треуголь­
нике BAG  уголъ BGA  прямой, но построешю, следовательно уголъ 
GAD меньше прямаго (кн. 1, иред. 17), откуда B A > B G  (кн. 1, пред. 
19), но DA=^DH, следовательно D H >D G , что невозможно. „
Смьдспте. Изъ этого видно, что перпендикуляръ, возставленный изъ 
конца дааметра крут, касается круга (кн. 3, опред. 2) только въ од пой 
точке и что въ одной точке окружности только одна! прямая касается ея.
Предложете 17. Изъ данной точки А  вне круга BCD  провести ка­
сательную къ кругу (фиг. 132)? .
'Ртиете. Соединимъ центръ Е  круги BCD  съ точкою А  прямою 
А Е , эта прямая встретить окружность въ точке D. Изъ точки Е  рад!у- 
сомъ равнымъ Е А  опишемъ окружность A G F , изъ точки D  возставимъ 
пернендикуляръ D F  къ Е А  (кн. 1, пред. 11), который встретить окруж­
ность A G F  въ точке F , соединимъ точку F  съ центромъ Е, прямая Е Е  
встретить окружность BCD  въ точке В , которую соединимъ съ данною 




Такъ какъ точка Е  есть центръ круга A G F , то E A — E F  (кн/ 1, 
опред. .15). Точка Е  есть также и центръ круга BCD, следовательно 
E D = E B .  Уголъ A E F  есть общШ треугольникамъ Е В А  и E D F , следо­
вательно эти треугольники равны (кн. 1, пред. 4). Изъ равенства этихъ 
треугольниковъ следуетъ равенство угловъ E D F  и Е В А , но уголъ E D F  
прямой по иостроенш, следовательно и уголъ Е В А  также прямой (кн. 1, 
акс. 11). Изъ этого видимъ, что изъ конца̂ ., В  прямой ЕВ, проходящей 
чрезъ центръ круга BCD, возставленъ перпендикуляръ А В , следовательпо 
А В  есть касательная въ точке В  къ кругу BCD  (кн. 3, пред. 16).
Если бы данная точка А  лежала на окружности BCD , напримеръ 
въ точке D, то чтобы провести касательную въ точке D  къ окружности, 
надобно только изъ точки D  къ рад!усу E D  возставить перпендикуляръ 
D F  (кн. 3, пред. 16). *
Лримт. 10. Замйтимъ еще, что перпендикуляръ DF, будучи продолженъ въ про­
тивоположную сторону, встретить окружность еще въ другой точкй F,' которая такимъ 
же построешемъ даетъ другую касательную АВ,' изъ той же точки А , следовательно, изъ
данной точки вн'Ь круга можно провести дв& касательныя къ окружности, обЬ эти каса-
■
тельныя равны и одинаково наклонена къ прямой АЕ* Есть еще другое pinieme этой за­
дачи, которое излагается во всйхъ нашнхъ руководствахъ.
Предложете 18. Если поя мая ,D E  касается, круга A F B  въ точке
Д  то рад1усъ СВ, проведенный изъ центра въ точку касашя В, перпен-
\  *  ■*
дикуляренъ къ касательной В В  (фиг. 133).
Доказат. Положимъ, что СВ не есть перпендикуляръ къ ВЕ, а что 
есть другая прямая CG, перпендикулярная къ BE, следовательно уголъ 
CGB прямой, откуда £ C G B > £ Q B G  (кн. 1, пред. 17), а изъ этого по­
следняя неравенства следуетъ BC^>CG (кн. 1, пред. 19), но BC=^CF 




Следовательно, исключая СВ, никакая другая прямая, не можетъ 
быть перпендикулярна къ BE.
Примчьч. 11. Это предложеше лишне, такъ какъ оно ничего не прибавляетъ къ 
предложенш 16 настоящей книги. Въ самомъ д^л^, въ предложенш 16 показано, что есть 
только одна прямая, касающаяся круга въ данной точке, и чт« уголъ между этой прямой 
и рад!усомъ, проведеннымъ въ точку касашя, есть прямой.
•  щ
Предложеше 19. Если прямая B E  касается круга AGB  въ точке 
Д  то перпендикуляръ В А, возставленный изъ точки касашя В  къ каса­
тельной B E , пройдетъ чрезъ центръ С круга (фиг. 134).
Доказат. ПоложиМъ, что центръ даннаго круга не находится на пер­




Соединимъ точку F  съ В, то FB  будетъ перпендикуляръ къ B E
9
(кн. 3, пред. . 18), следовательно уголъ FBE  прямой, а поэтому 
А СВ Е= Z.FBE  (кн- 1, акс. 10), что невозможно (кн. 1, акс. 9). Следо­
вательно пикакая точка, лежащая вне прямой ВЛ , не можетъ быть центромъ 
круга AGB. . '
Предложете 20. Въ круге АВВ  уголъ BCD, имеюшдй вершину въ 
центре С, равенъ удвоенному углу BAD, имеющему вершину А  на окруж­
ности круга, если эти углы упираются сторонами на одну и ту-же дугу BD.
Доказат. См/чай 1) Положимъ, что одна изъ сторонъ АВ  угла BAD  про- 
ходитъ чрезъ центръ круга (фиг. 135). Соединимъ центръ С съ D, то получимъ 
треугольникъ ADC, въ которомъ С A—CD (кн. 1, опред. 15), следовательно и 
^ D A C ^ L C D A  (кн. 1, пред. 5). Но уголъ Z BCD=  Z DAC-t- Z CD А 
(кн. 1, пред. 32), следовательно:
Z BCD=2 Z DAC.
Фиг. 135.
Случай. 2) Центръ круга лежитъ между сторонами угла BAD  (фиг. 
136). Соединимъ центръ С съ точками В  и D, и проведемъ д!аметръ АЕ. 
На основашй предъидущаго. случая получимъ:
Z ВСЕ=2 Z ВАЕ, DCE—2 Z DAE, 
складывая (кн. 1, акс. 2), получимъ:
‘ Z BCD=2 Z BAD,
• Фиг. 136.
' 1 • f v \Случай. 3) Центръ круга лежитъ вне угла BAD (фиг. 137).
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Соединимъ съ центромъ С точки В  и D  
то изъ 1) получимъ:
L B C E ~ 2 £ B A E ,  Z В С Е — 2 Z В А Е У
вычитая, найдемъ (кн. 1, акс. 3):
Z ЖШ=2 Z В А В .
Фиг. 187.
и проведемъ д!аметръ АЕ,
■ Примшч. 12. Въ первой книге въ 5 прим^чаши мы определили выпуклый уголъ,
назвавъ выпуклымъ угломъ тотъ, который больше выпрямлепнаго, или что тоже, который
больше двухъ прямыхъ угловъ. Изъ этого видимъ, что если въ фиг. 136 соединимъ точки 
В  и D  съ Е, то получимъ на основанш 1):
/_В С А = 2/_В Е А , • /JDGA—2 /B E A
складывая найдемъ (кн. 1, акс. 2), что выпуклый уголъ BGB—2/jB E D .
Предложеше 21. Въ кругЬ ВАВН , вей углы BAB , ВЕВ, B F B  .
0
помещенные въ одномъ и томъ же сегменте B A E F B , равны между собою
(фиг. 138). . ' ’
Доказат. Если С будетъ центръ даннаго круга, то> соединяя С съ
В  я В, получимъ (кн. 3, пред. 20):
Z В С В =2  Z  BAB, Z В С В =2  Z ВЕВ, * £B C B = 2Z .B F B  
и т. д., следовательно (кн. 1, акс. 1) мы шгЬемъ:




Примт. 13. Евклидъ дохачалъ только этотъ случай, но не доказалъ случая, когда
углы помещены въ сегменте BHD. Этотъ случаи прибавили Симсонъ и друие. Доказа-
*
тельство его непосредственно следуетъ изъ примеч. 12 этой книги. Въ самомъ д-Ьлй вей углы, 
помещенные въ сегменте BHD , равны половине выпуклаго угла BCD.
Bcii углы, построенные на АВ, коихъ вершины лежатъ внутри сегмента АСВ, бу­
дутъ больше угловъ, пом'Ьщенпыхъ въ сегменте. Въ самомъ д6ле, пусть вершина D  угла 
ADB  лежитъ внутри сегмента АСВ (фиг. 139).
Фиг. 139.
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съ В, то /_А РВ > /_АЕВ  (кн. 1, пред. 16).
Вей углы, коихъ вершины лежатъ вне сегмента АСВ, съ той стороны прямой АВ, 
съ которой лежитъ сегментъ АСВ, будутъ меньше угловъ, пом'Ьщенныхъ въ сегменте.
Въ самомъ деле, пусть вершина F  угла AFB лежитъ вне сегмента АСВ. Одна
4
изъ сторонъ, напримеръ FB, пересекаетъ окружность въ точке С, соединимъ эту точку 
съ точкою А, то изъ треугольника FAC получимъ:
Z_AFB<Z.ACB.
\
Теперь легко доказать одно изъ весьма важныхъ свойствъ треугольниковъ, построен­
ныхъ на общемъ основавш АВ съ одной его стороны и имйющихъ равные углы, противо-
•  т
лежапце основашю. Это свойство состоитъ въ томъ, что вершины, такимъ образомъ 
построенныхъ треугольниковъ, вт лежатъ на окружности одною и того-же сегмента круга. 
Въ самомъ деле, если чрезъ точки А, В  и вершину С, одного изъ треугольниковъ, проведемъ 
окружность АСВ, то вей углы, вписанные въ сегментъ АСЕВ, будутъ равны углу АСВ. Но 
мы выше -показали, что углы, коихъ вершины лежатъ вне или внутри сегмента будутъ меньше 
или больше угла АСВ, следовательно вершины построенныхъ треугольниковъ не могутъ 
лежать вне окружности сегмента АСВ. Задача: описать кругъ около треугольника, на ко­
торой мы основали предъидущее доказательство, решена Евклидомъ только въ IV книге 
въ 5 предложены.
Предложете 22. Во всякомъ четыреугольника ABCD, вписанномъ 
въ круг]>. сумма противолежащихъ угловъ BAD и BCD равна двумъ пря­
мымъ угламъ (фиг. 140).
I
Доказат. Соединимъ А  съ С и В  съ D, то мы имеемъ Z CDB=z Z ВАС 
/.B D A —/.ACB  (кн. 3, пред. 21). Складывая, получимъ (кн. 1, акс. 2):
Z AD C=  Z BAC-h Z АСВ.
152
Прндадимъ къ обЬимъ частямъ по углу ABC  (кн. 1, акс. 2), то 
найдемъ:
Z ABC-h Z A D C =  Z ВАСИ- Z ACB-h Z ABC=2d  (кн. 1, пред. 32).
•  •
Фиг. 140.
Примт, 14. Весьма важное обратное предложеше также имеетъ место: если сумма 
противоположныхъ угловъ, въ какомъ нибудь четыреугольниш, равна двумъ прямымъ угламъ, 
то около четыреугольника можно описать кругъ. Пусть ABCD  будетъ такой четыре­




Если окружность этого круга не пройдетъ чреаъ точку D, то точка D  будетъ ле­
жать или вне, или внутри, сегмента AKEG. Продолжимъ сторону CD до встречи съ ок­
ружностью въ точке F  и соединимъ ее съ А. Сумма угловъ В  и F  равна двумъ 
прямымъ угламъ (кн. 3, пред. 22). Но, по положенно, сумма угловъ В  и D  также равна 
двумъ прямымъ угламъ, следовательно уголъ CFA равенъ углу CD А, что невозможно 
(кн. 1, пред. 16). '
Предложеше 23. На одной и той же прямой лиши АВ  и съ одной 
ея стороны невозможно описать два подобные и неравные сегмента
(фиг. 142). :
•  '  .  . . .  1 1  .
•  1
Доказат. Положимъ что возможно на прямой АВ  описать два подоб­
ные и неравные сегмента АСВ и АВВ.
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Чрезъ точку А  проведемъ прямую, встречающую оба сегмента
' Фиг. 142;
I
.  : I
\  V
•  1 .  I  ■ •  I » ,  '  i  « .  л
*  •  » 1 t  *  •  •  t  j  /  f  *
въ точкахъ D  и (7, соединимъ эти точки съ точкою Д  то мы бу­
демъ , иметь Z A D B =  Z АСВ (кн. 3, опред. 11), что невозможно (кн. Ь  
пред. 16).
Предложете 24* Подобные сегменты ЛЕВ и CDF, построенные на 
равныхъ прямыхъ AB—CF, равны между собою (фиг. 143).
Доказат, Ыанесемъ сегментъ ЛЕВ на сегментъ CDF, такъ чтобы 
основаше АВ  совпало съ основашемъ CF. Если -бы дуги АЕВ 
и CDF не совпали, то или одна дуга будетъ вся вне другой, или оне 
пересекутся еще въ третьей точке. Первое предположеше невозможно 
всл'Ьдс’ш е (кн. 3, пред. 23), а второе невозможно вследств1е (кн. 3, пред. 10). 
Следовательно дуги ЛЕВ и CDF совпадутъ, а следовательно и сег­
менты совместятся.
Фиг. 143.
Предложете 25. Данный сегментъ ЛВС дополнить до круга? 
Bib'meuie. Разделимъ АС въ точке D  пополамъ (кн. 1, пред. 10). 
Изъ точки В  возставимъ перпендикуляръ ВВ. Соединимъ А  съ Д  то 




.1) Уголъ A B D > LBAD. На прямой АВ  построимъ LB A E — LABD, 
продолжимъ BD до встречи съ АЕ  въ точке Е  и соединимъ Е съ С• Мы 
имеемъ В Е =А Е  (кн. 1, пред. 6). Въ треугольникахъ ADE  и CDE, 
сторона DE  общая, AD—DC, но построение, углы при D  равны, -елгёдо-
20
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ватёл&йо и ЕА=ьЕС (кн. 1, пред. 4). Откуда видимъ, 'Что точка Е  есть 
центръ искомаго круга (кн. 3, пред; 9 ) . И з ъ  этого ясно видно, что въ 
этомъ случай сегментъ ABC  меньше половины круга, такъ какъ центръ 
лежитъ вне сегмента.
2) Уголъ A B D = £ B A D .  Въ этомъ случае, AD —BD  (кн. 1, пред. 6), 
но AD =D C . следовательно точка D  есть центръ искомаго круга (кн. 3, 
пред. 9). Въ этомъ случае сегментъ равенъ половине круга (фиг. 145).
. i
Фиг. 145.
В) Уголъ ABB  <  /.B A D . На прямой АВ  построимъ уголъ 
В А Е =  Z  ABD, соединимъ Е  съ С (фиг. 146).
Фиг. 146.
.  -  —  -  а  .
Въ этом?» случае можетъ быть доказано, какъ и въ первомъ, что
-  '  ■ , '+  .  ^  • .  . .  i  _  ■ *
А Е = Е В = Е С , следовательно Е  есть центръ искомаго круга (кн. 3, пред. 9).
§
Такъ какъ центръ Е  лежитъ внутри сегмента ABC , то онъ больше 
полукруга.
Предложенье 26. Въ равныхъ кругахъ ABC  и DEF ' какъ равные 
углы BGC  и EHF  при центрахъ, такъ и равные углы ВАС и EDF  на 
окружностяхъ, упираются на равныя дуги ВКС  и ELF  (фиг. 147).
Доказат. Соединимъ В  съ С и Е  съ F. Въ треугольникахъ BGC 
и EHF , BG — ЕН, CG =  FH , какъ рад1уеы равныхъ круговъ, 
ZmBGC=Z.EHF, по положенш, слЬдовательно и BC—E F (кн. 1, пред. 4). 
Но по положенш углы А  и D  равны, следовательно, въ четыреугольни- 
кахъ BACK  и EDFL  углы К  и L  также равны (кн. 3, пред. 22), а сле­
довательно сегменты ВКС  и ELF  подобны (кн. 3, опред. 11), а если они
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подобны, то и равны (кн. 3, пред. 241/ откуда и дуги ВЖО и так­
же равны.
Фиг. 147.
Предложете 27. Въ равныхъ кругахъ АВС и DEF  углы BG C ш 
EHF , ВАС и EDF , упирающееся на равныя дуги ВС и .EF й шгЬюице 
вершины, первые два въ ценграхъ круговъ, а вторые на окружносгяхъ, бу-
^  '  *  *  !  *  •  ф Ф » *  t  .  |  *
дуть равны (фиг. 148). ‘ '
‘  :  . ' ’ . I - . .  •  •  ,  .  •
*  .  ! # • • • *  •
Доказат. Положимъ, что углы BGC и EHF ^неравны, следователь-
•  » '  ’  ,  ,  .  * • '  >
но одинъ изъ нихъ будетъ больше, наиримйръ BGC. Построимъ 
Z. B G K ^ Z .E nF , то дуги B K = E F  (кн. 3, пред. 26). Но по условш дуга
„ .  . .  •  •  .  .  ‘  ;  » ’  % V
•  • ■ ■ *  •  f  • . e  .
Z?(7=2£F, следовательно дуга В К = В С , что невозможно (кн. 1, акс. 9). 
Следовательно углы -В6г(7 и EHF  не могутъ быть неравными, а если они 
равны, то и /.B A C ~ /.E D F  (кн. 3, пред. 20).]
Фиг. -148.
С я
' ' • ■ ’ ■ ( ' ■ 1 ■ 1 • ■ * ‘ • 
Предложете. 28. Въравныхъ кругахъ АВС и B E F  равцыя хорды
ВС и -EjP стягиваютъ равныя дуги BGC и JEflF (фиг. 149), .
Доказат. Пусть центры данныхъ круговъ будутъ 2Г и £ . Соединимъ 
центръ -К- съ точками 2? и С и центръ L съ точками Е  и F.
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угольники A B C  и .RD67-равны, такъ какъ 
углы при С прямые, следовательно и А В =  
(кн. 3, пред. 28).
Фиг. 151. 
1>
АС^=ВС, В С  сторона общая,
I
В В , откуда й дуга А В — кутЬВВ
Предложеше 81. Уголъ, вписанный въ полуокружность ВАС , есть 
прямой, вписанный въ сегмент7> болышй полуокружности мепыпе прямаго
угла и вписанный въ сегментъ менытй полуокружности больше прямаго
1 J ' *  .  •  ,
угла (фиг, 152). ■ , .
Доказат. Пусть А В С В  будетъ кругъ, коего д!аметръ есть ВС, а
■» 4 1  :  •  ■ *
центръ Е. ' ,
Проведемъ хорду АС, разделяющую кругъ на два. сегмента Л ВС  и 
ABC, изъ коихъ первый больше полукруга, а второй меньше. Уголъ впи­
санный въ полукругъ В А В С  будетъ прямой, вписанный въ сегментъ ABC
будетъ меньше прямаго и вписанный въ сегментъ ABC будетъ больше
. 1 * •
прямаго.
I  .  .  .  .  • .
Соединимъ А  съ В, А  съ В  и В  съ С. Соединимъ еще А  съ цен­
тромъ Е  и продолжимъ В  А  до точки F  (фиг. 152).
\ % * . '
Фиг. 152.
В
1) Такъ какъ въ треугольниках^ А В Е  и AEG  углы /_ А В Е ~  
и Z ЕАС —  L  А С Е  (кн. 1, пред. 5), то, складывая, получимъ (кн. 1,
/  В А С =  A  A B C -h  А  АСВ.
А В А Е
акс. 2):
I
Но внЬшшй уголъ Е А С = /яА В С ^ - /тА С В  (кн. 1, пред. 32), следо­
вательно Z F A C =  Z ВАСЛ откуда (kHv 1, опред; 10) уголъ B AC = d,’1 ‘ ‘ * * . • • 1 . ' о ‘‘ *; ' .1 . • .I • ’ ■ )
• ч
... 2) Въ треугольнике АВС  уголъ . BAC— d,  следовательно
«  *
Z АВС-+-Z ACB^=d (кн. 1, пред. 32), откуда уголъ ABC<d, т. е. уголъ, 
вписанный въ сегментъ болышй полуокружности, меньше прямаго угла.
3) Четыреугольникъ ABCD вписанъ въ кругъ, следовательно сумма 
противолежащихъ угловъ АВС и АВС  равна двумъ прямымъ угламъ 
(кн. 3, пред 22), т. е.:
t
Z АВС-+- Z A BC =2d
но LA B C <d, какъ мы выше показали, следовательно £ABC^>d (кн. 1,
акс. 5), т. е. уголъ вписанный въ сегментъ менышй полуокружности больше
•  .  1 *
прямаго угла.
. * » . ■ • . . . .  . , . . ;
Примпч. 15. Изъ того, что въ треугольник^ ЛВС угодъ ВАС=/_АВС-ъ-У_АСВ можно
*  :  •  . ,  ;  < s  .  •  .  _  •  .  •  ■ _  . .  , .  .    • t  •
прямо заключить, что угодъ BAC=±d, безъ nocooia смежнаго ему угла FAC, Въ самомъ
д-Ьд-Ь, /BAC-\~/^ABC-\-/_ACB—2d или 2 /ВАС=2d, откуда /_ВЛС.=д>.
'  '  ■ .  .  •  _ _  .  * • '  •  ,  ' • • '  •
Предложете 32. Если прямая лишя E F  касается круга АВСВ  вь
точке В  и если изъ точки касашя проведемъ, какую нибудь, прямую ВВ,
.  ■ , I  *
то углы B B F  и В В Е , образуемые ею съ касательною EFy будутъ равны
.  9 •  .  t  .
• • •  •  V •  • "  .
угламъ виисаннымъ, первый въ сегментъ В А В , а второй въ сегментъ ВСВ 
(фиг. 153). . •
Доказат. Изъ точки В  возставимъ перпендикуляръ В А  къ касатель­
ной E F  (кн. 1, пред. 11).. На дуге ВВ  возьмемъ, какую нибудь точку С
•  • *  .  •  *  .  —' 1 1 • .
и соединимъ А  съ Z), В  съ С и С съ В.
  * " л  * ^ ^
1) Такъ какъ В А  есть д!аметръ (кн. 3, пред. 19), то уголъ АВВ
«сть прямой (кн. 3, пред. 31).
Если уголъ А В В  есть прямой, то L B A B -h  Z ABB  =  d , но 
£АВВ-+-L B B F = d ,  следовательно (кн. 1, акс. 1):
Z ВАВ-+- Z А В В =  Z ABB-h  Z BBF,
откуда, отнимая по углу А В В , найдемъ что Z BBF— Z В АВ  (кн. 1, акс. 3).
Фиг. 153.
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2) Въ четыреугольнике В А ВС, вписанномъ въ кругъ, мы имеемъ 
(кн. 3, пред. 22): .
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но
Z BAD-h Z DGB=2d, 
Z FBB-+- Z BBE—M,
Следовательно (кн. 1, акс. 1):
Z BAB-h  Z DCB=  Z FBB-h  Z DBE,
откуда, замйчая, что
L B B E = L B G B .
Л  •
Z-F’B.D =  Z -ВЛД найдемъ (кн. 1, акс. 3)
Примт. 16. Предложеше, обратное предъидущему: Если чрезъ точку пересечешя, 
какой нибудь прямой съ кругомъ, проведена прямая, пересекающая кругъ и составляю­
щая съ первой прямой уголъ, равный углу, вписанному въ одинъ изъ сегментовъ круга, на. 
которые его делитъ первая прямая, то вторая прямая будетъ касательная къ кругу.
Доказат. Въ самомъ деле, положимъ, что проведенная прямая пересекаетъ кругъ, 
но не касается его. Проведемъ чрезъ точку перес'Ьчешя касательную къ кругу, то по 
пред. 32, кн. 3 и по гипотезе будетъ следовать, что две различныя прямыя, про- 
ходяпця чрезъ точку пересечешя, составляютъ съ третьею прямою одинъ и тотъ-же уголъ 
что невозможно.
V
Предложеше 33. На данной прямой АВ  построить сегментъ, углы
вписанные въ который были бы равны данному углу (7?
•  ■ •
Ргъшете. Данный уголъ С можетъ быть острый, прямой или тупой.
• * . ’ . ’ 1 % ‘ * *
1) Пусть уголъ С будетъ острый. Построимъ на данной прямой АВ
*  ■ ■ I  *  •  .  ,
уголъ BAD—/.С  (кн. 1, пред. 23). Изъ точки А  возставимъ перпендику­
ляръ АЕ  къ AD  (кн. 1, пред. 11) и разделимъ АВ  въ точк'Ь F  попо­
ламъ (кн. 1, пред. 10) (фиг. 154).
Фиг. 154.
Изъ точки F  возставимъ перпевдикуляръ FG и точку G встрЬчи его, 
съ прямою АЕ, соединимъ съ точкою В, то изъ треугольниковъ AGF 
и BGF  найдемъ A G =B G  (кн. 4 , .пред. 4). ‘
Изъ точки Gy .какъ изъ центра, рад!усомъ AG опишемъ кругъ АВЕ
А  *  4 #
и соединимъ В съ Е. Сегментъ АЕВ  и будетъ искомый. Въ саиомъд&ге,
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такъ какъ AEJLAD и А Е  есть д1аметръ круга ЛЕВ, то 
=  Z  # 4 1 )= =  Z О (кн. 3, пред. 32)
L A E B
2) Пусть уголъ G=d- Построимъ на данной прямой АВ  уголъ 
B A D = d. Разд&димъ прямую АВ, въ точкгЬ F  пополамъ и рад1усомъ AF  




АЕВ  и будетъ требуемый сегментъ.' Въ самомъ дЪлй, если про и о-
I \  * .
•  ’  *
вольно взятую точку Е  на полуокружности ЛЕВ  соединимъ съ точками 
А  и Д  то уголъ АЕВ  будетъ прямой (кн. 3, пред. 31).
3) Наконецъ пусть уголъ С будетъ тупой (фиг. 156).
Фиг. 156.
Построимъ на данной прямой А В  уголъ BAD— Z С (кн. 1, пред. 2 3). 
Изъ точки А  къ прямой AD  возставимъ перпендикуляръ АЕ (т. 1, пред. 11) 
и разд&гавъ прямую АВ  въ точк'Ь F  пополамъ, возставимъ изъ этой 
точки къ АВ  перпендикуляръ FG. Точку G соединимъ съ А  и В . Ра- 
даусомъ G A =G B  (кн. 1, пред. 4) опишемъ кругъ АЕВ. Сегментъ АНВ 
и будетъ требуемый. Въ самомъ д'Ьлй, уголъ АНВ , вписанный въ этотъ 
сегментъ, будетъ равенъ углу BAD— АС  (кн. 3, пред. 32).
Предмжете 34. Отъ даннаго круга АВС отделить сегментъ, вм'Ь- 
щаюшдй данный уголъ D (фиг. 15
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Pmaeuie. Въ точке Д  взятой на окружности ABC, проведемъ каса­
тельную EF  (кн. 3, пред. 17).
Фиг. 157.
Въ точкЬ В на прямой EF  построимъ уголъ CBF— Z В, то иско­
мый сегментъ будетъ ВАС, такъ какъ Z ВАС=  Z CBFz= Z В  (кн. 3,
пред. 32).
Предложеше 35. Если две хорды АС и ВВ  пересекаются внутри 
круга АВСВ , въ точке Д  то щ ш .АЕ. ЕС=Щ)Ш.ВЕ. ЕВ.
Доказат. 1) Если точка пересечешя двухъ хордъ есть центръ круга, 
то, очевидно, части АЕ  и СЕ, BE  и BE  все равны и мы имеемъ
щ т .А Е . ЕС=Щ)ш-ВЕ. ЕВ  (фиг. 158).
Фиг. 158.
•  %
2) Положимъ, что хорды АС и ВВ  пересекаются не въ центре круга,
напримеръ въ точке Е. Изъ центра F  опустимъ перпендикуляры FG и FH
на АС и ВВ  и соединимъ центръ F  съ точками Д  С и Е  (фиг. 159).
*
Такъ какъ AG=CG  (кн. 3, пред. 3), то мы имеемъ (кн. 2, пред. 5):
, '  » .■ , ■ ■ 1 . ■ ' . . .* .
АЕ ■ Ж?ч-□<?£=□ GC ,
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прибавляя къ об&имъ частямъ по O G F  (кн. 1, акс. 2), получимъ:
Фиг. 159.
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А Е . ECh- □  GE-HD GF=  □  GC-hO GF.
Но уголъ FGG прямой, следовательно (кн. 1, пред. 47):
, •  •
U G C 4-U G F = U F C  и U G F -+-U G E =U F E ,
откуда:
ч
АЕ. EC-h O FE=U  FC= □  FB.
Точно также мы найдемъ, что:
B E . ЕВ-+- □  FE= UFB 
следовательно (кн. 1, акс. 1):
А Е . ЕС-ъ-□  F E = B E . EB-hUFE 
откуда наконецъ (кн. I, акс. В):
прям. А Е . Е С ~ щ ш .В Е . ЕВ.
У
Предложете 36. Если изъ точки В , лежащей вне круга АВС, про­
ведены две прямыя В  А  и ВВ, изъ коихъ первая пересекаетъ кругъ 
въ точкахъ С и А, а вторая касается его въ точке В, то квадратъ, по­
строенный на касательной ВВ, равенъ прямоугольнику, построенному па 
В  А  и ВС.
Доказат. 1) Положимъ, что секущая В  А  проходитъ чрезъ центръ.# 
круга АВС (фиг. 160). Соединимъ точку касашя В  съ центромъ Е, то уголъ 
В В Е  будетъ прямой (кн. 3, пред. 18), следовательно, □  В Е =  □  ВВ-+- □  BE  
(кн. 1, пред. 47). Но какъ СЕ=АЕ, то А В . ВС-\- □  <Ж = □  ЕВ  (кн. 2, 
пред. 6) или, замечая что СЕ=ВЕ, найдемъ:
16В • .
A D . D C -\-U B E =nE D
откуда:
A D . D G -^U B E =U D B ^U B E ,
отнимая по \~\BE (кн. 1, акс. 3), получимъ:
1 A D . DC=>nDB.
Фиг. 160.
1 ж 1C
2) Пусть секущая DA  не проходитъ чрезъ центръ Е  (фиг. 161). Изъ 
центра Е  опустимъ перпендикуляръ ЕЕ  на секущую DA  (кн. 1, пред. 12), 
и соединимъ центръ Е  съ Д  С и D. Такъ какъ хорда АС въ точке F  де­
лится пополамъ (кн. 3, пред. 3), то A D . DC-h\3FC=:\ZlFD (кн. 2, 
пред. 6), если къ обйимъ частямъ этого равенства прибавимъ по \Z\FE 
(кн. 1, акс. 2), то получимъ: .
A D . DC-h\jFC-±-nFE=U FD -t-nFE.
Но уголъ DFE  прямой, следовательно мы имеемъ (кн. 1, пред. 47):
UFC+UFE=UEC, UFD-^UFE=UDE,
откуда:
A D . D C + C \E C = nD E
Фиг. 161.
или, замечая что ЕС—ВЕ  и что:
ПВВ=ПВВ+ПВЕ
найдемъ: 
A D . В (Н -П В Е =П В В -Ь П В Е ,
отнимая по \ЦВЕ (кн. 1, акс. 3) найдемъ наконецъ:
A D .D C = U B D .
Предложете 87. Если изъ точки D, лежащей виЬ окружности АВС, 
проведена секущая AD  и другая прямая DJB, оканчивающаяся на окруж­
ности въ точке В , и если прямоугольникъ A D . DC равенъ квадрату С\DB, 




'Доказат. Изъ точки D  проведемъ касательную D E  (кн. 3, пред. 17). 
Соединимъ центръ F  круга АВС съ точками В, D и Е. Такъ какъ DE
есть касательная, a DA  секущая, то (кн. 3, пред. 36):
\ » *
. . ,  . А В . ВС=ПВМ
*  *  I  >
но по услов1ю:
A D .D C = U D B ,
следовательно O D B ^ H D E  (кн. 1, акс. 1), откуда D B =D E . Разсматри­
вая треугольники D B F  и DEF  мы имеемъ DB—DE, FE—FB  (кн. 1, 
опред. 15) и D F  сторона общая, следовательно Z D E F =  Z  D BF , но уголъ 
D E F =d, следовательно и L DBF—d. Откуда видимъ, что DB  есть ка­
сательная къ кругу, такъ какъ DB  перпендикулярна къ радаусу FB  




1. Говорятъ, что прямолинейная фигура вписана въ другую прямо­
линейную фигуру, если вершини всЬхъ угловъ первой лежатъ на сторо­
нахъ второй.
2. Точно также говорятъ, что прямолинейная фигура описана около 
другой прямолинейной фигуры, если все стороны первой проходятъ чрезъ 
вершины угловъ второй.
3. Говорятъ, что прямолинейная фигура вписана въ кругъ, если вей 
вершины угловъ фигуры лежатъ на окружности круга.
• 4. Говорятъ, что прямолинейная фигура описана около круга, если
стороны фигуры касаются окружности.
5. Говорятъ, что кругъ вписанъ въ прямолинейную фигуру, если онъ
касается сторонъ фигуры.
6. Говорятъ, что кругъ описанъ около прямолинейной фигуры, если
. ^
онъ проходитъ чрезъ вержйны угловъ фигуры.
7. Говорятъ, что прямая лишя АВ  (отрезокъ) помещена въ
%
кругЬ, если ея концы А и В  лежатъ на окружности.
П р е д л о ж е н а .
Предлооюете 1. Поместить въ данномъ круге ABC\ прямую линио 
АС, равную данной прямой В, которая не больше д1аметра круга ABC 
(фиг. 163).
Ргьшете. Проведемъ въ данномъ круге д1аметръ ВС. Если Д1аметръ 
В С = В , то задача и решена. Если-же В С > В , то на д1аметре ВС отъ 
точки С отложимъ С Е=В  (кн. 1, пред. 3). Изъ точки С, какъ изъ центра, 
рад!усомъ СЕ опишемъ кругъ AEF. Точку А, пересечете этого круга
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съ даннымъ кругомъ, соединимъ съ точкою О, прямая АС и будетъ тре­
буемая.
Фиг. 163.
Въ самомъ д£лй, АС=СЕ  (кн. 1, опр. 15), но СЕ—В, следовательно 
(кн. 1, акс. 1, кн. 4, опр. 7) А С = В .
Предложеше 2 . Въ данный кругъ ABC вписать треугольникъ ABC, 
равноугольный данному треугольнику B E F  (фиг. 164)?
Вгьшете. На окружности даннаго круга возьмемъ произвольную точку 
А  и чрезъ эту точку проведемъ касательную GAH  къ кругу, въ точке А 
построимъ уголъ ПАС (кн. 1, пред. 23), равный углу Е  треугольника BEF, 
и уголъ GAB, равный углу В  того же треугольника.
Точки В  и (7, въ которыхъ стороны построенныхъ угловъ встречаютъ 
окружность, соединимъ прямою ВС. Полученный такимъ образомъ тре­
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Въ самомъ д^ле, уголъ ПАО=:£ А В С = / .Е  (кн. 3, пред. 32); на 
томъ же основанш уголъ G A B =  Z  АСВ— Z  В, следовательно и уголъ 
BAC— /.F  (кн. 1, пред. 32). Следовательно, вписанный треугольникъ ABC 
(кн. 4, опр. 3) есть требуемый. 1
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Предложете 3. Около даннаго круга А.ВС онисать треугольникъ, 
равноугольный данному треугольнику DEF  (фиг. 165)?
Ртиете. Продолжимъ въ обе стороны сторону EF  треугольника DEF.
Изъ центра К, даннаго круга, проведемъ какую нибудь прямую КВ  
къ окружности и въ точке К  построимъ Z ВКА=  Z BEG  и Z В КС— Z DFH 
(кн. 1, пред. 23). Чрезъ точки встречи А, В и С сторонъ, построенныхъ 
угловъ, съ окружностью, проведемъ касательныя ML, MN и NL; каса­
тельныя эти образуютъ требуемый треугольникъ.
Фиг. 165.
Въ самомъ деле, углы при точкахъ А  и В  прямые (кн. 3, пред. 18). 
Четыреугольникъ АМ ВК  можно разбить д1агоналыо на два треугольника» 
следовательно сумма угловъ въ немъ равна четыремъ прямымъ угламъ, но 
углы при А и В  прямые, следовательно:
Z AMB-h Z B K A = 2 d =  Z DEG-h Z DEF
(кн. 1, пред. 13).
Но, по построение, Z В К  A— Z DEG^ следовательно Z A M B =  Z DEF 
(кн. 1, акс. 3). Точно также можно показать, что Z CNB~  Z DFE. Сле­
довательно и /.ALC—/.E D F  (кн. 1, пред. 32). Следовательно, описанный 
треугольникъ MLN  есть требуемый (кн. 4, опр. 4).
Примт. 1. Если рад1усъ А К  круга АВС продолжимъ до встречи съ кругомъ въ 
точке Р  и изъ точки Р  возставимъ иерпендикуляръ BS, который встретить стороны MN  
и L N  треугольника LMN  въ точкахъ В  и S, то получимъ треугольникъ NRS, который 
будетъ равноугольный треугольникамъ NML и D E F  и будетъ описанъ около даннаго 
круга А ВС такъ, что кругъ касается стороны BS и продолженш сторонъ NB  и NS.
Предлооюете 4. Въ данный треугольникъ АВС вписать кругъ 
(фиг. 166)? •
Pfbwenie. Разделимъ два каше нибудь угла даннаго треугольника по­
поламъ, напримеръ углы АВС и ВС А (кн. 1, пред. 9). Прямыя BD и CD,
ъ
дйляпця эти углы пополамъ, встретятся въ точк'Ь В. Изъ точки В  опу­
стимъ на стороны треугольника перпендикуляры BE, B F  и B G  и однимъ 





Въ самомъ дЬл’Ь, въ треугольникахъ ВЕВ  и B F B , Z EBB— Z В В Е  
и Z  ВЕВ— Z  B F B = d, по построетю, и сторона ВВ  общая, то и B E = B F  
(кн. 1, иред. 26). Точно также можно показать, что B F —BG. Следова­
тельно, описанный изъ точки D , какъ изъ центра, рад1усомъ, равнымъ од­
ному изъ перпендикуляровъ B E , BF, BG, кругъ пройдетъ чрезъ вей три 
точки Е, F  G . Следовательно, стороны треугольника ABC, будучи перпен­
дикулярны къ рад1усамъ круга EFG , будутъ касательныя къ кругу EFG 
(кн. 3, пред. 16), который поэтому и есть искомый.
Примгъч. 2. Такимъ же точно образомъ можно въ данный треугольникъ вписать 
кругъ такъ, чтобы онъ касался одной стороны треугольника и продолжений двухъ другихъ 
его . сторонъ (фиг. 167).
Положимъ, наприм&ръ, что кругъ долженъ касаться стороны ВС треугольника ЛВС 
и продолженш сторонъ АВ  и ЛС ?
Фиг. 167.
.А. ■
Разд:6лимъ углы между стороною ВС й лродолжешями сторонъ АВ  и АС поло-
а
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ламъ. Точка встречи прямыхъ, д&лящихъ эти углы пополамъ, будетъ центръ исвомаго 
круга. Доказывается это совершенно какъ и въ предложешй 4.
Предложете 5. Описать около даннаго треугольника АВС кругъ.
Ргьшете. Раздйлимъ пополамъ кашя нибудь две стороны даннаго 
треугольника, напримеръ АВ  и АС (кн. 1, пред. 10), изъ точекъ делешя 
В  и Е  возставимъ перпендикуляры B F  и ЕЕ  къ сторонамъ АВ  и АС 
(кн. 1, пред, 11), которые встретятся въ точке JF, лежащей или внутри 
треугольника, или на третьей стороне его, или наконецъ вне его. Изъ точки 
F, какъ изъ центра, прямою AF  опишемъ кругъ АВС, который и будетъ 
искомый.
1) Точка F  лежитъ внутри треугольника АВС{$т.\ 68). Проведемъ прямыя 
ЕА, ЕВ , ЕС. Въ треугольникахъ AFB и BED сторона BF  общая, АВ—ВВ , 
/  ABF=^ Z BBF, по построенш, следовательно AF—BF  (кн. 1,пред. 4)*
Точно также можно показать, что AF=CF. Следовательно кругъ, описан­
ный рад1усомъ ЕА, пройдетъ чрезъ точки А, В  и С и есть искомый
(кн. 4, опред. 6).
2) Точка F  лежитъ на стороне ВС треугольника АВС. Соединимъ точку 
F  съ А. Легко показать какъ и въ первомъ случае, что F A ~ F B = F C , 





3) Точка F  лежитъ вне треугольника АВС (фиг. 170). Соединимъ F
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съ А, В  и О, то мы будемъ опять иметь AF—FB  изъ равенства тре­
угольниковъ AFB  и BFJD и A F = C F  изъ равенства треугольниковъ 
AFJE и GJFF* Следовательно топка F  будетъ центръ искомаго круга.
Фиг. 170.
Cmdcmeie. Очевидно, что если центръ круга падаетъ внутри тре­
угольника, то каждый изъ угловъ треугольника будетъ меньше прямаго 
угла, такъ какъ каждый изъ нихъ вписанъ въ сегментъ болышй полу­
круга; если центръ круга падаетъ на одну изъ сторонъ треугольника, то 
противолежапцй этой стороне уголъ равенъ прямому, такъ какъ онъ впи­
санъ въ полукругъ; наконецъ если центръ круга падаетъ вне треуголь­
ника, то уголъ, противолежапцй стороне, за которой упалъ центръ, бу- 
деть тупой, такъ какъ онъ вписанъ въ сегментъ менышй полукруга. 
Следовательно, обратно, если треугольникъ будетъ остроугольный, то 
центръ круга упадетъ внутри его, если онъ будетъ прямоугольный, то
центръ упадетъ на стороне, противолежащей прямому углу, и наконецъ,
1 ' »
если треугольникъ будетъ тупоугольный, то центръ упадетъ вне треуголь­
ника, за стороною, противолежащею тупому углу.
. * ■
Йримт. 3. Въ реш ети этой задачи Симсонъ вводить еще доказательство, что
перпендикуляры F D  и F E  встретятся, чего у Евклида нйтъ. Это можно доказать слг£-
дующимъ образомъ: соединимъ точки D  и Е \ то мы будемъ иметь:
/E D F + /I > E F < /_ A D F + /_ A E F = 2 d , .
следовательно прямыя D F  и E F  встретятся (кн. 1, акс. 11). Здесь предположено, что 
углы A D E  и A F T) оба острые, что всегда можно сделать. Въ самомъ деле, D E  || ВС, 
следовательно треугольники ABC  и АТ>Е равноугольны, поэтому надобно только стороны 
АВ  и АС такъ выбрать, чтобы углы ABC  и АСВ были оба острые.
Предложеше 6. Въ данный кругъ АВСВ вписать квадратъ (фиг.171)?
Вгьшете. Проведемъ два взаимно перпендикулярные д1аметра АС 
И В В  (кн. 1, пред. 11), соединимъ точки пересечешя дхаметровъ съ ок-
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ружностью прямыми АВ, ВС, СВ и В А, полученный, такимъ образомъ 





Въ самомъ д&лй, въ треугольникахъ АВЕ  и ADE  сторона АЕ  об­
щая, В Е ^ В Е  (кн. 1, опред. 15), углы при Е  прямые, следовательно и 
А В = А В , на томъ же основашй и СВ—СВ=АВ. Следовательно четыре­
угольникъ АВСВ равностороншй. Такъ какъ ВВ  есть д1аметръ, то 
уголъ B A B = d  (кн. 3, пред. 31), по той же причине и углы АВС, 
BCD и АВС также прямые. Следовательно четыреугольникъ АВСВ не 
только равностороннш, но и прямоугольный, а потому онъ есть квадратъ 
(кн. 1, опред. 30), вписанный въ кругъ (кн. 4, опред. 3).
Предложете 7. Около даннаго круга описать квадратъ (фиг. 172)?
Ртьшете. Проведемъ два взаимно перпендикулярные дааметра АС и 
ВВ  (кн. 1, пред. 11) и чрезъ точки пересечешя д!аметровъ съ окружностью 
проведемъ касательныя къ кругу ЕС, СП, ПК  и KF} образуемый ка­
сательными четыреугольникъ FG-НК и будетъ требуемый квадратъ.
Въ самомъ деле, углы при А, Д  СжВ прямые (кш 3, пред. 16), равно 
какъ и при Е, следовательно СЕ  || ВВ  || ПК, точно также СП  [J AC |] F K
Фиг. 172.
Gr А  Г
К С ж
ч
раллелограмъ, точно также какъ и четыреугольники GD, DBГ, GC и CF[ 
Следовательно (кн. 1, пред. 34) G F = B D = H K  и G H =A C =F K . Но 
A C = B D  (кн. 1, опред. 15), следовательно GF—H K ^  G H =F K , откуда 
четыреугольникъ FGH K  равностороннШ. Уголъ AGB— Z A E D = d  (кн. 1, 
пред. 34), очевидно также что углы при £Г, К  и F  прямые. Следовательно 
четыреугольникъ FGH K  прямоугольный, но онъ и равностороншй, следова­
тельно онъ есть квадратъ (кн. 1, опред. 30), описанный около круга 
(кн. 4, опред. 4).
Предложеше 8. Въ данный квадратъ ABCD вписать кругъ (фиг. 173)?
Р)ъшете. Разделимъ две пересекаюпцяся стороны АВ и AD въ 
яочкахъ F  и Е пополамъ. Чрезъ точку Е проведемъ прямую ЕН\\ АВ,
чрезъ точку F  прямую FK  || AD, прямыя ЕН и FK  пересекутся въ
•  .  _
точке G. Если изъ точки G, какъ изъ центра, рад1усомъ GE опишемъ 









Въ самомъ деле, по предъидущему, четыреугольники AG, GB , GC
• “  •
и GD суть параллелограмы, следовательно ихъ противолежапця стороны 
равны. Но AD —AB, следовательно и AE=:AF  (кн. 1, акс. 7), откуда и 
G F =  GE. Точно также можно показать, что G H -G K = -G E . Следова­
тельно, описанный радаусомъ GE кругъ пройдетъ чрезъ точки F, Н  к К- 
Но какъ углы при Е, F, Н  к К  прямые (кн. 1, пред. 34), то стороны 
даннаго квадрата касаются круга въ точкахъ JET, F, Н и К.
Предлож еше 9. Около даннаго квадрата описать кругъ (фиг. 174)?
Ртъшете. Проведемъ даагонали АС  и BD  и изъ точки ихъ пересе­
чешя Ej какъ изъ центра, рад1усомъ ЕА  опишемъ кругъ, который и бу­
детъ требуемый.
Въ самомъ деле, въ треугольникахъ ABC и ADD  сторона АС общая, 
A B = A D  и ВС—CD (кн. 1, опред. 30), следовательно Z В А С =  Z DAC<= з d 
(кн. 1, 'пред. 8). Точно также можно показать, что Z ABD— Z C B D =  з d. 
Откуда Z ВАС== Z АВВ> следовательно ЕА=*ЕВ (кн. 1, пред. 6). Также





пройдетъ чрезъ вершины угловъ квадрата и будетъ искомый (кн. 4, 
опред. 4).
Предложеше 10. Построить равнобедренный треугольникъ ABD, ко­
тораго бы каждый изъ угловъ ABD  и АВВ  при основашй былъ бы вдвое 
больше угла BAD  при вершине (фиг. 175)?
Ртиете. Возьмемъ произвольную прямую АВ  и разделимъ ее въ
•  •
точкй С на ташя двй части АС и СВ, чтобы (кн. 2, пред. 11):
•  •
ПАС—А В . ВС.
Изъ точки А , какъ изъ центра, рад1усомъ А В  опишемъ кругъ BDE, 
пон'Ьстимъ на его окружности прямую BD =AC  (кн. 4, пред. 1) и соеди­
нимъ А  съ D, треугольникъ ABD  и будетъ требуемый.
Фиг. 175.
Въ самомъ д-Ьл̂ , соединимъ С съ D и около треугольника ACD
• 1 •
опишемъ кругъ ACDE (кн. 4, пред. 5). Такъ какъ мы имеемъ, по построе-
шю, r\A C =\Z\B D =A B . ВСу то прямая BD будетъ касательная къ кругу
/  1 .  .  ,  |
A C D E  (кн. 3, пред. 36), следовательно L B D C — L D A C  (кн. 3, пред. 32);
< 0  I
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если къ предъидущему равенству прибавимъ къ обйимъ частямъ АСВ А,
к *
то получимъ:
Z ABB— Z DAC-+- Z GDA.
Но А В —А В  (кн. 1, опред. 15), следовательно Z ABB— Z АВВ  
(кн. 1, пред. 5). Но мы еще имеемъ Z  ВАС-+- Z  СВ A— Z ВСВ (кн. 1, 
пред. 32), следовательно А А В В = А А В В = А В С В  откуда В В = С В = А С  
(кн. 1, пред, 6). Изъ этого посл£дняго равенства мы имеемъ Z BAG— Z  СВ А 
(кн. 1, пред. 5), откуда Z BGB=% Z ВАС. Следовательно, какъ уголъ АВВ, 
такъ и уголъ АВВ  равны 2 ABAC.
Примгьч. 4. Легко видеть, что уголъ BAD есть пятая, часть двухъ прямыхъ угловъ, 
а такъ какъ онъ можетъ быть раздйленъ пополамъ (кн. 1, пред. 9), то прямой уголъ мо­
жетъ быть геометрически разд4ленъ на пять равныхъ частей.
Предложете 11. Въ данный кругъ АВСВЕ  вписать равностороннШ 
и равноугольный пятиугольникъ (фиг. 176)?
Ргьшенй. Построимъ равнобедренный треугольникъ FGH , въ которомъ
бы углы при основашй были, каждый, вдвое больше угла при вершине F
*  •
(кн. 4, пред. 10). Въ данный кругъ впишемъ треугольникъ АСВ? равноуголь­
ный построенному треугольнику F G H (кн. 4, пред. 2), такъ чтобы L A —LF, 
Z С— Z G и Z D =  Z П ‘ то мы будемъ иметь Z С А В =  I Z А С В =  I Z АВС. 
Разделимъ, наконецъ, пополамъ углы АВС  и АСВ (кн. 1, пред. 9) и про­
ведемъ СЕ и В В  до встречи съ окружностью въ точкахъ В  и Е7 соеди-
,   . 1
нимъ А  съ В, В  съ <7, А  съ Е  и Е  съ D , то получимъ искомый пяти-
I ,  ■
угольникъ АВСВЕ.
Фиг. 176.
Въ самомъ деле, по построешю пять угловъ CAB, ЕСВ, ЕС А, 
А В В  и ВВС  ратшы, следовательно и дуги СВ, BE\ ЕА , АВ  и ВС
равны (кн. 3, пред. 26), откуда и хорды, ихъ стягиваюпця, также рав-
' • !
ны (kh.v 3, пред. 29). Следовательно, построенный пятиугольникъ равно- 
стороншй. : ’
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Такъ какъ дуги АВ, ВС, CD, DE, ЕА равны, то дуга BCDE=
«
—дугй СВЕЛ, следовательно и Z В А Е =  Z ЛВС (кн. 3, пред. 27), точно 
также можно доказать, что Z В СВ =  Z СВЕ— Z В Е А =  Z ЕАВ, следо­
вательно построенный пятиугольникъ и равноугольный.
Предложеше 12. Около даннаго круга ABGBE описать равносторон­
нш и равноугольный пятиугольникъ (фиг. 177)?
Ргьшеше. Положимъ, что точкп А, В, G, В  и Е  суть вершины пра­
вильнаго вписаннаго въ данный кругъ пятиугольника (кн. 4, пред. 11), 
следовательно дуги АВ , BG, СВ, BE, ЕА  будутъ равны. Чрезъ точки 
А, В, <7, D, Е  проведемъ касательныя къ окружности GH? НК ' K L , LM, 
MG , касательныя эти образуютъ пятиугольникъ, который и будетъ тре­
буемый.
* *  >
Фиг. 177.
Въ самомъ деле, пусть F  будетъ центръ даннаго круга, соединимъ 
точки касашя съ центромъ и проведемъ прямыя F K  и FL.
Углы при точкахъ В  и С прямые (кн. Ъ, пред. 18), следовательно 
□  F K =  □  FB-h\Z\BK (кн. 1, пред. 47) и □  FK=: □  FC-+-□  СК, откуда 
(кн. 1, акс. 1): :
.  B F B -h \JH K = n F C -h n C K
ч ■
Но C\FB=\Z\FC, следовательно \^\BK—\Z\GK (кн. 1, акс. 3), от­
куда В К = С К . Треугольники FBK  и FGK имеютъ сторону F K  общую, 
F B =F C  (кн. 1, опред. 15), КВ=КС, по доказанному выше, следователь­
но и Z K F B =  Z KFC  (кн. 1, пред. 8), откуда Z BFG=2  Z RFC и 
Z ВКС=2  Z FKG. Точно также можно показать, что Z CFB=2  Z LFC и
Z CLB=.2 Z FLG. Но такъ какъ дуги ВС и СВ равны, то Z B F G =  Z GFB
\  '  .
(кн. 3, пред. 27), откуда Z .K F C = /mLFG (кн. 1, акс. 7). Въ треугольни- 
кахъ FKC и FLC Z K F C = /mLFC\ углы при точке С прямые, сторона 
FC общая, следовательно KC=LC  и Z FKG^= Z FLC (кн.. 1, пред. 4).
Такъ какъ CK=CL, то LK—2GK, точно также легко видеть, что 
КН=2ВК; но мы выше показали, что С К —КВ, следовательно K L—KH.
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На томъ же основашй каждая изъ сторонъ HG, GM, ML  равны KL  и 
КН, следовательно фигура GHKLM  есть равностороннш пятиугольникъ.
Мы выше показали, что Z FKC— Z FLC, следовательно 2 Z FKG— 
= 2  Z FLC, но мы также показали, что 2 Z FKC=3 Z В KG  и 2 Z F L C ~  Z OLD, 
следовательно Z .B K C = £C L B . На томъ же основашй можно показать, 
что углы В  НА, AGE, EMD  равны, каждый угламъ В КС  и GLJD. Следо­
вательно фигура GBKLM  и равноугольна.
Предложете 13. Въ данный равностороннш и равноугольный пяти­
угольникъ АВСВЕ  вписать кругъ (фиг. 178)?
Ргьшете, Разделимъ, кате нибудь углы пятиугольника, напримеръ угла 
ВСВ  и СВЕ  пополамъ (кн. 1,пред. 9), изъ точки F  встречи прямыхъ, дй- 
лящихъ эти углы пополамъ, опустимъ перпендикуляры FG, FH ’■ FK\ FL 
и FM  на стороны пятиугольника, изъ точки JР, какъ изъ центра радаусомъ 
равнымъ одному изъ этихъ перпендикуляровъ опишемъ кругъ, который и 
будетъ требуемый.
Фиг. 178.
в  а  а
•  г
Въ самомъ деле, проведемъ прямыя FB, FA и FE. Въ треуголь­
никахъ FBC  и FGB, сторона FG общая, ВС=СВ, по положенш, 
Z FCB— Z FCB, следовательно и Z CBF=^ Z CBF  (ки. 1, пред. 4). Но 
Z С В Е =  2 Z ODjP и Z А В С =  Z СВЕ, следовательно Z АВС=2  Z OZ)jP, от-
■ ' I •
куда видимъ, что прямая FB  делить уголъ пополамъ. Точно также 
можно показать, что углы ЛЕВ  и ВАЕ  прямыми FE  и FA  делятся по­
поламъ.
 ̂ . |  , . . t
Такъ какъ Z FCH =  Z F СК, углы при точкахъ П  и К  прямые, FC
. • . < # » ■ .  :
• I •  •  .  ■ 4  '  \
сторона общая треугольникамъ FHC  и FKC, то F H = F K  (кн. 1, 
пред. 26). Точно также можно показать, что FG, FM  и FL  равны FH 
и FK. Следовательно, описанный кругъ проходить чрезъ точки G, Н,
L, И  и касается сторонъ АВ, ВС, СВ, BE, ЕА  въ этихъ точкахъ 
(кн. Ъ, пред. 16).
Предложете 14. Около даннаго равносторонняго и равноугольиаго 
пятиугольника описать кругъ (фиг. 179)?
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Pihiueuie. Разделимъ два угла, данной фигуры, напримеръ, BCD и 
CDE пополамъ, изъ точки F, встречи прямыхъ, дйлящихъ эти углы по­
полам ъ, какъ изъ центра, рад1усомъ равнымъ FC или FD  опишемъ кругъ,
1
который и будетъ требуемый.
Фиг. 179.
Проведемъ еще прямыя FB, FA и FE, эти прямыя разделять 
углы АБС, ВАЕ  и AED  пополамъ, что легко показать, какъ въ предъ- 
идущемъ предложены. Но въ треугольнике FCD, Z FCD=  Z FDC, следо­
вательно F C =F D  (кн. 1, пред. 6). Точно также легко показать, что 
FB, FA  и FE  равны каждая FC и FD. Следовательно описанный 
кругъ пройдетъ чрезъ точки А, В, С, D и Е.
Предлооюете 15. Въ данный кругъ вписать равностороншй и равно­
угольный шестиугольникъ (фиг. 180)?
Ртшете. Проведемъ въ данномъ круге какой нибудь д1аметръ AD, 
пусть Gr будетъ центръ круга. Изъ точки D , какъ изъ центра, рад1усомъ
Фиг. 180.
Я
DG опишемъ кругъ EGCH. Соединимъ точки пересечешя Е  и С этого
круга съ центромъ 6г, даннаго круга, прямыми GE и GC, продолжимъ эти
* 23
прямыя до встречи съ даннымъ кругомъ въ точкахъ В  и F  и проведемъ 
прямыя АВ, BG, CD, DE, E F  и FA; фигура, образуемая этими прямыми 
и будетъ требуемый шестиугольникъ.
Въ самомъ деле, такъ какъ G E=G D , и G D = D E  (кн. 1, опред. 15), 
то треугольникъ GED будетъ равностороннш, следовательно и равно­
угольный (кн. 1, пред. 5), откуда уголъ EGD  составляетъ одну треть
двухъ прямыхъ угловъ, на томъ же основанш и уголъ C G D = d , но мы 
имеемъ AEGC-h LCG B—2d, a £ E G C = \  2d, следовательно A C G B = -i d.& о
Изъ этого видимъ, что три угла EG D , DGC, CGB равны, а следова­
тельно равны и ихъ противоположные углы B G A , A G F , FGE. Следо­
вательно все шесть угловъ около центра G равны между собою, также 
какъ и шесть сторонъ АВ , ВС, CD, DE, ЕА  (кн. 3, пред. 29). Следо­
вательно фигура ABCDE  есть равностороншй шестиугольникъ.
По предъидущему, дуги F A = E D , следовательно, если къ обеимъ 
частямъ этого равенства прибавимъ по дуге ABCD , то получимъ, что 
дуга FABCD  равна дуге EDCBA; откуда и L DEF— A EFА. Точно 
также можно показать, что и углы ABC, BCD и CDE равны угламъ 
D E F  и EFA. Следовательно наша фигура есть и равноугольный шести­
угольникъ.
Смьдств'ье. Изъ предъидущаго видно, что сторона равносторонняго и 
равноугольнаго шестиугольника, вписаннаго въ данный кругъ, равна ра- 
Д1усу круга. .
Предложешя 12, 13 и 14 этой книги относительно пятиугольника 
могутъ быть решены и относительно шестиугольника. .
Яримпч. 5. Если точку А  соединимъ съ Е  и съ С и точку Е  съ С (фиг. 180), то
, у
получимъ, очевидно, равностороннш и равноугольный треугольникъ, вписанный въ данный 
кругъ. Откуда легко построить равностороншй и равноугольный треугольникъ, олисанпын 
около даннаго круга.
Предложете 16. Въ данный кругъ ABCD вписать равностороншй и 
равноугольный пятнадцати у гольникъ (фиг. 181)?
Втшенге. Впишемъ въ данный кругъ равностороншй треугольникъ
ACD и равностороншй пятиугольникъ ABKGF. Разделимъ дугу ВС въ 
точке Е  пополамъ (кн. 3, пред. 30) и соединимъ точки Е  и С прямою 
ЕС, эта прямая и будетъ сторона требуемаго пятнадцатиугольника.
Въ самомъ деле, если бы патнадцатиугольникъ былъ вписанъ въ






пятнадцатыхъ цйлой окружности, следовательно дуга ВС будетъ состав­
лять двй пятнадцатыхъ части целой окружности, а половина ее ЕС, одну
Фиг. 181.
Л
пятнадцатую той же окружности. Следовательно хорда дуги ЕС и будетъ 
требуемая сторона пятнадцати угольника.
Gmdcmeie. Относительно пятнадцати угольника можно решить пред­
ложешя соответствующая предложешемъ 12, 13 и 14 относительно пяти­
угольника и при томъ теми-же пр1емами.
Лр им7ьч. 6. Изъ сказаннаго въ этой книге легко видеть, что окружность круга мо­
жетъ быть разделена на 3, б, 12, 24 ,. . .;  на 5, 10, 20, 40, . . . ; на 15, 30, 60, 120, . .  . 
равныхъ частей. Следовательно въ кругь можно вписать и около круга описать правиль­
ные многоугольники такого же числа сторонъ.
Это впрочемъ не даетъ намъ права заключить, что можно вписать въ кругъ правиль­
ный подигонъ какого угодно числа сторонъ, наприм4ръ геометрически мы не знаемъ какъ 
вписать въ кругъ правильный семиугольникъ.
.Въ 1801 году Гауссъ первый ноказалъ въ сочиненш своемъ DisquisitionesArithmetieae, 
что если число 2w-i- l есть простое, то можпо геометрически вписать въ кругъ правильный 
полигонъ такого-же числа сторонъ. Наирим'Ьръ 2*4-1=17, следовательно можно вписать, 
геометрически, въ кругъ правильный семьнадцатиугольникъ.
Можно бы было показать, въ примечанш къ прёдложенш 32, первой книги, что 
сумма внутреннихъ угловъ во всякомъ многоугольнике равна двумъ прямымъ угламъ, взя- 
тымъ столько разъ, сколько сторонъ безъ двухъ, а сумма выйишихъ угловъ равна двумъ 
прямымъ, взятымъ столько разъ, сколько сторонъ съ двумя, т. е. если число сторонъ въ 
многоугольнике есть п, то сумма внутреннихъ угловъ S~2d (п—2), а сумма внешнихъ 
Si—2d(n-h2), но я нахожу что сказать объ этомъ здесь удобнее.
Въ самомъ деле, если чрезъ вершину, какого нибудь угла въ многоугольнике про­
ведемъ д!агонали, т. е. соединимъ эту вершину съ остальными, то многоугольникъ разде­
лится на треугольники числомъ п—2, но въ каждомъ треугольнике сумма угловъ равна 
2d (кн. 1, пред. 32), следовательно сумма внутреннихъ угловъ въ многоугольнике=:2й(н—2).
Такъ какъ сумма угловъ въ каждой вершине многоугольника^^, то сумма угловъ 
при всехъ г.ерппшахъ— icZn, но сумма внутреннихъ угловъ-~2d(n—2), следовательно сумма 
внешнихъ угловъ будетъ — 2d(n-\-2).
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Легко также видеть, что сумма внйшнихъ угловъ, обращенныхъ въ одну сторону, 
равна 4 с?. Въ самомъ деле, такъ какъ около каждой вершины, если продолжимъ вс/Ь сто­
роны многоугольника въ одну сторону, сумма угловъ съ внутренними равна 2d, то сумма 
всЬхъ будетъг^2<2?г, а вычитая вей внутренте—найдемъ 4с7.
Въ примйчанш 4, книги 4-й я заметилъ, что уголъ BAD  (фиг. 175) составляетъ
•  «  .
пятую часть двухъ прямыхъ угловъ, а следовательно десятую часть четырехъ прямыхъ, 
изъ чего видимъ, что B D  есть сторона правильнаго десятиугольника, вписаннаго въ круге. 
Но BD—AC, а АС есть большая часть рад1’уса АВ, раздЬленнаго въ крайнемъ и сред­
немъ отношенш, следовательно, сторона правильнаго десятиугольника, вписаннаго въ круге, 
равна этой большей части радтуса.
Построивъ, такимъ образомъ, на основанш предложешя 11-го 2-й книги, правиль­
ный десятиугольникъ въ тсруге, мы, соединяя вершины десятиугольника чрезъ одну, по­
строимъ правильный вписанный въ кругъ пятиугольникъ (фиг. 176). Если проведемъ все 
д1агопали AD, DB, BE, ЕС, С А, то оне образуютъ правильный звездный пятиуголь­
никъ, о которомъ мы ниже будемъ говорить подробнее, а теперь я покажу одно замеча­
тельное свойство д1агоналей правильнаго пятиугольника, вписаннаго въ кругъ. Свойство 
это состоитъ въ следующемъ: Две, каюя нибудь д1агонали правильнаго пятиугольника,
вписаннаго въ кругъ, пересекаясь, делятся каасдая въ крайнемъ и среднемъ отношешяхъ.
Прошу читателя поставить на пересеченш дхагоналей BD  и СЕ (фиг. 170) букву К.
Въ самомъ деле, равнобедренные треугольники BDC  и KDC  имеютъ уголъ BDC 
общш, B C D = /jC K D , следовательно и /_CBD—/_KCD  (кн. 1, пред. 32). Но въ равно- 
угольныхъ треугольникахъ стороны, заключающая равные углы, пропорщональны (кн. Г», 
пред. 4), следовательно:
B D : DC—D C : ED.
Но DC—СВ, какъ сторона правильнаго пятиугольника, /_ВСЕ—/^ВКС, потому 
что оба равны центральному углу, соответствующему § Ы. Следовательно CD—BK, откуда:
BD  : В К ^ В К : DK.
КНИГА V
О п р е д е л е н и я .
1. Частью—лтрою (pip о с) называется меньшая величина, измеряю­
щая большую.
Примпч. 1. Подъ частью—мерою Евклидъ здесь разум'Ьетъ величину содержащуюся 
известное число разъ безъ остатка въ другой величин'!', или которая, будучи взята два, 
три и т. д. разъ, даетъ .другую величину. НапрпагЬръ два есть часть—мера двенадцати. 
Но 5 не есть часть—мера двенадцати. Слово часть у насъ имеетъ другое значеше, из­
вестное каждому, поэтому мы, въ этой книге, будемъ употреблять вместо этого слова, слово 
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мпра въ смысле Евклида.
2. Большая величина называется кратною меньшей, когда она из­
меряется меньшей.
Лрштч. 2. Напримеръ, число 12 есть кратное чиселъ 2, 3, 4 . . . .
3. Отношеше есть некоторая взаимная зависимость между двумя 
однородными величинами, когда онй сравниваются по ихъ количествен- 
ности. (Абуо<; s<m $ио .[Asys^wv o^oysvwv у\ х а т а  х/рахоЧг|Та тсрос аХХт)а
7:01а  ау^гак;).
Примт. 3. Это определеше было предметомъ многихъ толкованш, такъ какъ зави­
симость между двумя однородными величинами можетъ быть безконечно разнообразна. Тол- 
ковашя эти были обращены на уяснеше смысла выражешя у.ата лг/Хсхотута—по количе- 
птоу̂  или по количественное™. Симсонъ даже думаетъ, что это вставка какого нибудь не 
дущаго издателя Началъ. Некоторые изъ новыхъ комментаторовъ Евклида выбрасываютъ 
определеше, считая его излишнимъ. Можно впрочемъ думать, что выражеше у.ата 
\iv.b%i]Ta у. древнихъ математиковъ имело более определенный смыслъ, который намъ
переданъ ни древними авторами, ни комментаторами.
Зависимость между двумя однородными величинами, какъ я сказалъ, можетъ быть 
конечно разнообразна, поэтому определеше Евклида, не зная точнаго смысла выражешя 
a n^Xty.otTjra, кажется не яснымъ. Очевидно въ Начадахъ подъ этой зависимостью 
сно разуметь зависимость простейшую, а простейшая зависимость между двумя одно-
ч
ными величинами есть та, въ которую не входитъ ни какая третья величина, однород-
нал съ ними, поэтому отношеше двухъ однородныхъ величинъ, по Лейбницу, есть такая 
зависимость, въ которой одна изъ величгшъ служить для опредплспгя друюй, независимо 
отъ какой бы то пибыло третьей, однородной съ ними.
Пусть данныя дв-Ь однородныя величины будутъ А к В. Чтобы определить, изме­
рить одну изъ нихъ, напримеръ А } только съ помощью другой В, помножимъ В  на такое 
цЬлое число т, если возможно, чтобы получить т В = А , въ этомъ случае говорятъ, что 
целое чпсло т есть мчъра часть, доля) отношеше величины А, когда величина В
принимается за единицу и что величина А  есть кратная величины В. Отношеше вели-
Ачинъ нзображаютъ символомъ А:В или .В
Если А  не есть величина кратная В , т. е. если нетъ такого цЬлаго числа т, чтобы 
т В =А , то выбираютъ ташя два целыя числа т и п, чтобы иметь равенство пА—тВ. 
Если это возможно, то очевидно, что те-ыя части величинъ пА и тВ будутъ равны и мы 
будемъ иметь:
А = ~ Вп
\
т. е. величина А  есть т разъ взятая -гг-ая часть величины В. Въ этомъ случае число
^
— определяетъ величину А , когда величина В  известна, и говорятъ, что — есть търа—
•  • чпотношеше величины А, когда величина В  принимается за едитьщ. Число — называется 
дробнымь.
Но можетъ случиться, что величины А  и В  находятся въ такой зависимости, что 
нетъ возможности выбрать числа т и п такъ, чтобы получить равенство пА~т В. Въ 
такомъ случае, помноживъ величину А  на произвольное число п, будемъ помножать ве­
личину В  на 1, 2, 3, 4 и т. д. до техъ поръ пока не дойдемъ до такого числа т, что 
будемъ иметь:
тВ <  пА  <  (m-t-1) В
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откуда, взявъ п-ук> часть этого неравенства, получимъ:
т ^  . т-1-1 „— В < А <   Вп п
следовательно т п-хъ частей величины В  будутъ меньше А, а т -ь 1 п-хъ частей, той же 
величины, будутъ больше ея, — и — будутъ лтры двухъ величинъ, изъ коихъ одна мень­
ше А, а другая больше ея. Если теперь, произвольно взятое число п, будемъ неопреде­
ленно увеличивать n < n L< n 2< n s<  . . . , выбирая при этомъ числа , т2 , ш 3 , такъ, 
чтобы они удовлетворяли услов!ю, которому удовлетворяетъ число т, то мы получимъ два 
ряда керъ:
тг т2 тл
«  )  1  *  »  •  чщ п> Щ '




изъ коихъ первыя оудутъ жьры величинъ мепыпихъ А, а вторыя будутъ лиьры величинъ 
оольшихъ А. Разность между этими мерами есть — и при неопределенно мъ возраста­
л и  числа и можетъ сделаться менее всякой данной величины.
Тотъ пределъ, къ которому приближаются при неопредгЬленномъ возрастай!и; числа
v т m-t~ 1 у у
мъры — и — , есть известное определенное число, которое называется мпрою—отпо-
шенгемъ величины А , когда величина В  взята за единицу. Такой лред'Ьлъ не есть число 
uflb.toe, не есть и дробное, а есть число, которое называютъ иесогштримымъ. Tasin числа 
подлежать такимъ же законамъ, какимъ подлежать числа ц4лыя и дробныя и надъ ними 
совершаются все ариомотичесшя действ! я. Это есть обобщенная идея числа, безъ которой 
не было бы возможности измерять величины, встречающаяся въ геометрш.
Мы выше видЪли, что для того чтобы иметь меру величины А, когда другая, одно­
родная съ ней Б , принимается за единицу, надобно отыскать два ташя ц-блыл числа п и т, 
чтобы:
пА=тВ.
Это последнее равенство показываетъ, какъ мы видели, что п-ая часть величины 
В  содержится въ величине А т разъ безъ остатка, т. е. что n-ая часть величины В  есть 
общая мира об'Ьихъ величинъ А к В.
Эту общую меру иди числа п и т разыскиваютъ сл'Ьдующимъ образомъ:
Меньшую изъ нихъ, наприн'Ьръ JB: наносятъ на большую А. Если меньшая В  со­
держится въ А  известное число разъ безъ остатка, то говорятъ, что величина А  есть 
кратная величины В , а; число, показывающее сколько разъ В содержится въ А , называется 
мьрою величины А, когда величина В  принята за единицу.
Но если В содержится въ А а0 разъ съ остаткомъ гх <В , то мы будемъ иметь:
А—а̂ В-\-тх (1)
Изъ этого равенства видимъ, что если бы величины В  и п  имели, общую меру, 
т. е. если бы существовала такая величина, которая содержится, какъ въ В, такъ и въ ri 
безъ остатка, то эта величина будетъ содержаться и въ А  безъ остатка. Поэтому надобно 
смотреть не содержится-ли само гг въ В  безъ остатка? Если бы это случилось, то мы бу­
демъ иметь В—а̂ 'х > а изъ (1), найдемъ: .
-4.=(сео (вь-Ы) , .
откуда:
ахА=(«оа1~*“1) ■" >
следовательно, въ этомъ случае, искомыя числа п и т оудутъ п = ах , */i==«0a1-i-l.
Но этого можетъ и не случиться, тогда:
(2)
Г2 <П . .
Разсуждая надъ этимъ равенствомъ, какъ и надъ (1), найдемъ, что величина, кото­
рая содержится клвъ въ г2 и въ rt безъ остатка будетъ содержаться безъ остатка въ В а въ А.
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Поэтому иадобно оплть смотреть не содержится ли г2 въ безъ остатка, если содержится, 
то мы будемъ иметь гг—а2г2 , откуда:
следовательно:
(«хЛоЧ-!) -4.==[a0(a1«2'-bl)wbc6v] В  ,
въ этомъ случай искомыя числа п и т будутъ:
И  СС} Of о I 1   ̂ 7)V-— C6o(otj 1 ) Н “  tto •




Поступая съ этимъ последнимъ равенствомъ какъ и съ предъидущими, и продолжая 
подобнымъ образомъ, мы можемъ наконецъ дойти до такого остатка гп , который въ предъ- 
идущемъ rn—i содержится безъ остатка, т. е. гп—±—ап Гп . Делая последовательныя под- 
становлешя, чтобы выразить В  и 1  чрезъ гп , мы найдемъ:
откуда:
А—тгп , В —пгп ,
пА=т В.
т
Следовательно п-я часть величины В  содержится въ А т разъ, т. е. число — оудетъп
мера величины А, когда величина В  вринята за единицу.
Но можетъ случиться, что подобное наложете, будучи продолжено до безконечности, 
никогда не приведетъ къ такому остатку, который бы содержался въ предъидущемъ извест­
ное число разъ безъ остатка, тогда величины А  и В  не имеютъ общей меры и назы­
ваются несоизмеримыми. Мы выше показали, что надобно понимать, въ этомъ случае, 
подъ мтърою величины А, когда величина В  принята за единицу.
Что таия несоизмеримыя величины существуютъ въ геометрш въ этомъ легко убе­




Построимъ квадратъ ABDCr коего сторона есть произвольно взятая прямая АВ•>
185
(кн. 1, пред. 46), и проведемъ дхагональ ВС. Эта д!агойаль меньше 2АВ (кн. 1, пред. 20) 
и больше ЛВ, следовательно сторона АВ  совместится на дхагонали ВС одннъ разъ съ остат- 
комъ ЕВ <.АВ. Возставимъ изъ точки .Е перпендикуляръ и продолжимъ его до встречи 
съ АВ  въ точке F. Въ треугольнике FEB  уголъ при Е  прямой, уголъ EBF^= * d, такъ 
какъ въ треугольнике АВС /  АСВ—/С В  А (кн. 1, пред. 5), следовательно /_B F E =  |  d, 
откуда сторона EF—EB  (кн. 1, пред. 6). Соединивъ точки А  и Е  получимъ равнобед­
ренный треугольникъ АСЕ, въ которомъ /_С Е А = /С А Е , но /_CEF=/_CAFy следова­
тельно /_ A E F ~ /E A F  (кн. 1, акс. 3), откуда A F = E F  (кн. 1, пред. 6). Изъ этого ви­
димъ, что остатокъ ЕВ  содержиться въ стороне квадрата два раза съ остаткомъ КВ, 
который меньше предъидущаго остатка ЕВ, такъ какъ въ Д FEB, EB—F K > \ FB. Но 
треугольникъ FEB  равнобедренный и прямоугольный, следовательно съ нимъ можно по­
ступить какъ и съ треугольникомъ АВС, т. е. наложить остатокъ КВ  на сторону ЕВ, въ 
которой онъ будетъ также содержаться два раза съ остаткомъ меньшимъ КВ, Продолжая 
подобное построеше и нанося полученные остатки на предъидунце, мы, очевидно, будемъ 
постоянно получать остатки, которые, уменьшаясь неопределенно, никогда не могутъ сде­
латься нулемъ. Следовательно д1агональ квадрата съ его стороною не имеютъ общей 
меры—суть- величины несоизмеримыя. ’ ”
Если сторону квадрата примемъ за единицу, то Д1агональ его выражается несоиз-
меримымъ числомъ V 2 . #
Разсматривая предметы природы мы составляемъ понятае о протяженш и числе.
•  ■
О целомъ числе мы составляемъ понятае, разсматривая собрате одинаковыхъ пред- 
метовъ. Число одинаковыхъ предметовъ будетъ выражать мчьру—отношеше всехъ къ од­
ному изъ нихъ, этотъ одинъ называется единицей. ,
Объ одной какой нибудь непрерывной величине* напримеръ о длине, площади, объеме, 
весе, времени, мы составляемъ поняие, сравнивая ее съ другою однородною, но которая намъ 
ближе известна. Эта последняя. величина называется единицею. Отношеше данной къ этой 
последней можетъ быть числомъ целымъ, дробнымъ и несоизмеримымъ, какъ мы выше ви­
дели. Если бы мы не обобщили поштя о числе,, то не было бы возможности измерять дан­
ной единицей все возможныя величины: такъ, напримеръ, пусгь данная единица будетъ АВ,
требуется выразить числомъ разстояшя всехъ ьозможныхъ точекъ на неопределенной пря-
•  •
мой АС отъ точки А (фиг. 182)?
Фир. 1 8 2 .
Ж
, Если бы мы ограничились только целыми числами, т. е. повторетемъ единицы АВ, 
и ея равными частями, то тотчасъ видимъ, что на каодя бы части мы. взятую единицу 
АВ  не раздробляли, ни одна изъ этихъ частей, наложенная на АС, начиная съ точки А, 
не. упадетъ въ точку В, которой разстояше отъ А  равно д1агонали АЕ  квадрата, по­
строеннаго на взятой единице АВ. Всегда случиться, что точка D  будетъ лежать между 
двумя последовательными делешями. Изъ этого видимъ, что если бы мы въ систему целыхъ
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и дробныхъ чиселъ не ввели чиселъ несоизмеримыхъ, то выразить разстояше AD  съ по­
мощью единицы А В  было бы невозможно. , .
До сихъ поръ мы разсматривали отношеше двухъ величинъ А  и В  независимо отъ 
какой бы то нибыло третьей, однородной съ ними, но часто случается, что надобно взять 
третью величину С, однородную съ ними, и выразить отношеше А  къ В  когда обе онЬ из­
меряются величиною С.
Я говорю, что въ этомъ случай мйра величины А, когда В  принимается за еди­
ницу, равна частному м4ры А  на меру В , когда величина С принимается за единицу.
Въ самомъ деле, помножимъ В на какое нибудь число п и положимъ, что это число 
такъ выбрано, что пВ не можетъ быть меньше С. Будемъ помножать С на 1, 2, 3, 4 и 
т. д. пока не дойдемъ до такого числа т что опС—пВ , или что пВ лежитъ между двумя 
последовательными кратными тС и (m-f-1) С, т. е. во всякомъ случае:
w
♦ V  •  ,  .
I
тС ие>пВ<(т-+-1) С.
Помножимъ А  на какое нибудь число п и возьмемъ такое кратное отъ В, папри- 
м4ръ т ,  чтобы:
. т'В А<(т'-\-1) В. .
а
Изъ двухъ предъидущихъ неравенствъ мы получимъ, помножая первое на т', а 
второе на п: •
7пт'С в&>пт'В, т'пВ ке>пп А  ,
откуда:
mmCB.e>nn'A.
Точно также изъ т&хъ же неравенствъ мы получимъ:
м (т -ь 1 )В < (т -+ -1 )  (w '-h l) С
ш ’А<п(т'-+-1) В,
а следовательно: .
тт'С н е>  ппА  <  («И -1) (ш’~f-1) С
Изъ этого последняго неравенства видимъ, что мера величины А , когда С прини-
17Ъ Ш*
мается за единицу, есть пределъ произведешя чиселъ — , — , которыхъ пределы суть*УЬ Ifb
% _
меры величины А, когда С принимается за единицу, и величины А, когда В  принимается 
за единицу. Следовательно мера величины А, когда О принимается за единицу, равна 
произведение меры величины А, когда В  принимается за единицу, на меру величины В, 
когда С принимается за единицу. Откуда видимъ, что мера величины А, когда В  прини­
мается за единицу есть частное меры величины А  на меру величины В, когда величина
С принимается за единицу. .
Это частное меръ двухъ величинъ А  и В, когда за единицу принимается третья, 
совершенно произвольная величина О, однородная съ ними, называется ошпошешемъ двухъ
величинъ А  и В  и означается символомъ А : В  или -jz •
• . . * ! . • '  \  •
• *  *  .  .
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4. Говорятъ, что дв'Ь величины имеютъ отношеше между собою, если 
меньшую изъ нихъ можно повторить столько разъ, чтобы результатъ былъ 
равенъ или больше. большей.
4 *
• Примгьч. 4. Этимъ оиредйлешемъ Евклидъ хочетъ показать, что сравниваемая ве­
личины должны быть однородны, напримеръ длина и длина, площадь и площадь и т. д. 
Но длина и площадь отношешя, въ смысле выше изложенномъ, иметь не могутъ, такъ 
какъ, сколько бы разъ длину не повторили, площадь не получится. .
5. Говорятъ, что четыре величины находятся въ томъ же отношенш: первая 
ко второй и третья къ четвертой, когда равнократныя величины первой и
третьей, взятыя по произвольной кратности, всегда или больше, или равны,
■
или меньше, соответственно, равнократныхъ величинъ второй и четвертой, 
взятыхъ также по другой произвольной кратности.
Лргшъч. 5. Полснимъ это примеромъ: если величина А  имеетъ такое же отношеше
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къ величине В, какое величина С имеетъ къ величине D , то по Евклиду, если пА =  тВ, то
<  ^  , 
необходимо и пС — тТ>, где m и п суть делыя совершенно произвольныя числа. Отношеше 2
, >  <  <  къ 4 тоже, что и 10 къ 20, поэтому если 2% =10иг, то и 4^ =  20т.
>  >
Числа 2 и 3, 7 и 8 не имеютъ того же отношешя, такъ какъ, помноживъ 2 и 7 на 
3, и 3 и 8 на 2, мы получимъ числа 6, б, 21, 16 не удовлетворяющая определенно Евклида.
Евклидъ выбралъ это определеше пропорцгональиости величинъ, такъ какъ оно par 
снространяется и на величины несоизмеримыя, и я ниже покажу, что оно тождественно съ 
определешемъ пропорщональности, которое даютъ новые геометры, именно:
Лропорцъоналъныя величины суть те, которыхъ отношешя равны. Если величины А 
чи В  пропорщональны величанамъ С и I), то это у<шше, если А  и В, С и D  суть вели­





где числа т и п определены способомъ, изложеннымъ при разысканш общей меры двухъ 
величинъ. Если же А  и В} 0  и D  несоизмеримы, то ycioBie пропорщональности выра­
зится неравенствами: ,
тВ<,пА< (» я -1 ) В, mD<nC<(m-hl) D,
9
а въ обоихъ случаяхъ:
<  <  ч  ^тВ—пА <  ) В , mD=nC  <  (дач-1) -D.
\
^  ■
Разсмотримъ последшй случай. Для этого разделимъ одну изъ величинъ А и В,
. ,  ■ -  1 , •  .
напримеръ, меньшую В, па равныя части и нанесемъ ихъ на величину А столько разъ, 
сколько возможно, такъ какъ А и В  несоизмеримы, то получится остатокъ меньше одной 
изъ нанесенныхъ частей. Положимъ, что величину В  делять все на большее и на большее 
число равныхъ частей; соответственно этимъ делен1ямъ остатокъ, при нанесенш этихъ де- 
ленШ на величину /1, будетъ все меньше и меньше и можетъ сделаться менее всякой дан­
ной величины. Величина А, уменьшенная на этотъ остатокъ, будетъ соизмерима съ В  и 
будетъ иметь съ нею отношеше, которое выразится дробью, коен числитель и знаменатель
суть ц4лыя числа. Положимъ, что делили величину В  на щ , пг , щ , . . . равныхъ ча­
стей, числа «1 , ^  , п з, . . .  возрастаютъ неопределенно. Положимъ, что, нанося последова­
тельно эти делешя на А, мы найдемъ, что оне въ А  содержатся , т2 , )щ , . . разъ съ 
остатками: ^ , g2 , е$ , . . , которые убываютъ неопределенно, по мере возрастания чиселъ 
щ , п2) % > • • • Отбрасывая эти остатки отъ величины А, мы получимъ неопределенный 
рядъ величинъ Ах , Аг f A s , . . , соизмеримыхъ съ В, и коихъ отношешя къ В  будутъ:
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тх Шг Шз
> I ' r 1 * • •% ‘ щ . пз ’ .
Положимъ теперь, что мы имеемъ друия две несоизмеримыя однородныя величины 
С ж В , который впрочемъ* съ величинами 1  и В  могутъ быть не однородны. Если, деля 
меньшую изъ нихъ В  на тоже число щ , щ , щ , . . . равныхъ частей и нанося ихъ на 
величину С, найдемъ, что эти части, соответственно, будутъ содержаться въ С тх , т2,
от3 , . . разъ съ остатками меньшими соответственныхъ деленш, и которые, при неопреде-
•  •  •
ленномъ возрасташи чиселъ щ , щ , щ , . , неопределенно убываютъ, то говорятъ, что от- 
помете несоизмеримыхъ величинъ А я В  равно отношешю несоизмеримыхъ величинъ 
С и В , или что несоизмеримыя величины А  и В, С и В  пропорщональны.
I
И въ самомъ деле, такъ какъ мы имеемъ всегда:
т _ . т-+-1 Т)— В < А <   Вп п
. т _  „  1 „— В < С < — г— В ,п п
•  ,  .  \  I  ,  , .
при неопределенномь возрастанш числа щ то пределъ, къ которому стремятся дроби:
т т + 1
-  и --------,п п (а)
ф
будетъ мера и величины А, когда В  принимается за единицу, и величины С, когда В
9
принимается за единицу. . *
Остается показать только, что пределъ, къ которому стремятся дроби (а) независитъ 
отъ способа, или закона  ̂ по которому величины В  и В  делились на равныя части.
Положимъ, что, производя делешя величинъ В и В  по известному закону, мы полу­
чимъ, какъ для величинъ А  и В  такъ и для величинъ G и В , равныя дроби:
mi т2 т3.
У “) ' ; • * •щ п2 щ
Ийменимъ законъ делешя на равныя части величинъ В  и В  и положимъ, что одно 
делете величины В  содержится въ А к разъ съ остатдомъ, а одно изъ делешй величины В  
содержится въ С больше чемъ к разъ съ остаткомъ. Означимъ чрезъ* в ту величину, на которую
к-f-X делешй величины В  превосходятъ величину А, и заметимъ, что к-\-1 делешй вели­
чины В , по положешю, меньше величины С. Разделимъ величину В  на равныя части, ко­
торыя бы были меньше « и при томъ по закону, удовлетворяющему определенно равенства 
отношещй несоизмеримыхъ величинъ. Следовательно,, соответствующихъ делешй величины
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D  въ С будетъ столько, сколько дйленш В  содержится въ А, Но очевидно, что въ А  бу­
детъ меньше частей меныпихъ отъ в ч^мъ въ A-t-s, т. е. ч^мъ въ &н-1 делешяхъ* Соответ- 
ствующихъ частей величины В  должно быть въ Дн-1 делешяхъ С, столько, сколько и въ 
7с+■ 1 дйлешяхъ А, а ихъ меньше, что противоречить предположенному закону делешя. 
Следовательно, какъ только величины В  и В , разделенный по известному закону, на рав­
ное число равныхъ частей и эти части, соответственно, содержатся въ А  и С одинаковое
Ф
число разъ съ остатками, меныпийи каждаго изъ деленш соответственно, то это будетъ 
иметь место и при всякомъ другомъ законе делешя величинъ В  и В.
Теперь остается показать, что определеше пропорщональности Евклида, совпадаетъ 
съ изложеннымъ выше.
Въ самомъ деле, по Евклиду, если величины А  и В, С и В  пропорщональны, то 
мы всегда должны иметь совместно: , ',
пА ~  тВ. пС — mi),
>  >
или
- В  — А, М D =  С,п >  \  п >
для совершенно произвольныхъ целыхъ чиселъ п и т.
Возьмемъ произвольное целое число п и пусть т будетъ число, показывающее наи­
большее число П’ХЪ частей В, содержащихся въ А, то легко видеть, что:
•  •
т _  ■ m-ь 1 -г, ,
— В с А . .  В > А ., п . п
Следовательно, по определенш Евклида, необходимо чтобы и
4
-  В <С , —  В >С ,п ■ п ч •
I  •  ,  1
а эти неравенства и показываютъ, что отношен1я величинъ А я В, С и В  суть пределы
къ которымъ стремятся дроби — и ——  при неопределенномъ возрасташи. числа п, или
что этотъ пределъ есть мера величинъ А  и С, когда В  и JD, приняты соответственно за 
единицы. Если величины А, В , <7, В  пропорщональны, то пишутъ:
А С
А : В—С : В  или ■= — .
*
6. Пропорциональными величинами называются тамя, коихъ отноше­
шя равны. "
.  •
*  •  *
Примгьч. 6. Мы въ примеч. 4 показали тождество оиределешя 5 съ этимъ последнйыъ. 
Mnorie комментаторы, не понимая глубокаго смысла опред. 5, принимали только это последнее.
7. Если кратное первой величины больше кратнаго второй, а кратное 
третьей меньше кратнаго четвертой, то говорятъ, что отношеше первой 
величины ко второй больше отношешя третьей къ четвертой.
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8. Пропорцюнальность есть иодоб1е отношешй (AvaXoyux 5s e<mv tj 
twv o^otonqc, а по нйкоторымъ спискамъ таитбттг )̂.
’ Лргимьч 7. Пропорщональность есть сходство, подоб1е. Очевидно Евклидъ зд’Ьсь ра~ 
зум^етъ подобье, сходство геометрическихъ фигуръ.
9. Пропорщя состоитъ, по крайней м^рй, нзъ трехъ членовъ.
Примт. S. Три однородный величины пропорциональны, когда отношеше первой ко 
второй будетъ равно отношенш второй къ третьей. Напр.:
2 : 4 = 4  :8 .
10. Когда три величины пропорщональны, то говорятъ, что первая 
къ третьей имеетъ двойное отношеше первой ко второй.
Лримти 9. Вторая величина называется средне-пропорцгоиальною между первой и 
третьей.
<
11. Если четыре величины непрерывно пропорщональны, то говорятъ, 
что первая къ четвертой имеетъ утроенное отношеше первой ко второй,
учетверенное и т. д.
• •  •  •
Примт. 10, Подъ величинами непрерывно пропорщональными Евклидъ подразуме­
ваем величины въ непрерывной пропорцш, которая составляетъ геометрическую прогрессш:
1: 2— 2 : 4 = 4 :  8 = 8  :1 6 = 1 6  : 3 2 = 3 2  : 64.
Отношетя такихъ величинъ все происходятъ отъ одного первоначальнаго отноше­
шя, поэтому древше геометры и дали имъ особенный назвашя. Такъ напримеръ отношеше 
1 : 4  можно разематривать какъ результатъ перехода чрезъ два отношешя 1 : 2  и 2 : 4 ,  по­
этому отношеше 1 : 4  назвали удвоеннымъ отношешемъ 1 : 2 .  Точно также отношеше 1: 64 
можно разематривать какъ результатъ перехода чрезъ отношешя 1: 2, 2 : 4 ,  4 : 8 ,  8 :16,16 : 32 
и 32:64,  т. е. чрезъ шесть отношешй, а поэтому оно называется ушестереннымъ отноше­
шемъ 1:2. .
V  • *
12. Если нисколько величинъ пропорщональны, то предъидупця на­. - ... . , 
зываютъ соответственными предъидущимъ, а последующая соотвтпствен- 
ними последующимъ. 
13. Переменою отношенш (EvaXXaJ лбу о с) называется, если изъ че­
тырехъ пропорщональныхъ величинъ заключаютъ, что первая относится къ
I
третьей, какъ вторая къ четвертой.
• • Г •  | . t  .  ,  * -  ' ; ' \ .  i  ’ .  ’ , • .  • * ■ •  ' ‘ ’ • '
‘ Лрштч. 11. То есть если А  : В—С : D, то мы имеемъ А  : С— В : D.
1
•  •
14. Обратно (AvaTcaXiv Хоуо'с), когда изъ четырехъ пропорщональныхъ 
величинъ заключаютъ, что вторая такъ относится къ первой, какъ четвер-
■ . « I  '  ■
тая къ третьей.
Примт. 12. То есть, если А : В—С : D, то мы имеемъ В : A—D : С.
:  I  *  ь  , . - . • .г * *  “ •  , ,
.  '  *  I  *  f  . • •  .  .  * * « *. ♦
15. Чрезъ сложете Хоуои), если изъ четырехъ пропорцшналь-
/
ныхъ величинъ заключаютъ, что сумма первой и второй такъ относится
j *
ко второй, какъ сумма третьей и четвертой относится къ четвертой.
% •
Примгьч 13. То есть, если А : В = С  : D , то мы имеемъ А-л-В: B—C-i-D : В.
16. Чрезъ выдпленге, въгчитанге (Дихцэеак; Хбуои), если изъ четырехъ 
пропорщональныхъ величинъ заключаютъ, что разность между первой и
*  I
второй такъ относится ко второй, какъ разность между третьей и 
четвертой относится къ четвертой.
Примгьч. 14. Если А : В ~ С : В, то: А—В :В = С —В :В .
17. На оборотъ (AvasTpocpY) Хо'уои), если изъ четырехъ пропорщональ­
ныхъ величинъ заключаютъ, что первая такъ относится къ разности пер­
вой и второй, какъ третья къ разности третьей и четвертой.
Примеч. 15. Если А : В = С : В , тог A :A —B = G : С—В.
1 •  •
% •
18. По равенству (Aifoou Xo'yos), когда имея два ряда величинъ соот­
ветственно пропорщональныхъ, заключаютъ, что первая величина перваго 
ряда относится такъ къ последней, какъ первая втораго ряда къ последней.
Пргшт. 16. То есть, если мы имеемъ два ряда величинъ:
€ L \ у (% 2 У « 3  У 9 * У у
> '
1̂ > 2̂ ) 8̂ ) * • ) > . ■
такихъ, что:
•  »
^  •  & 2  —^1 •  ^2 у  *  ^ '3= = &2 * h  )  ^3  •  --------- Ь  *  ^4  У •  •  >
- 1 •  
то „
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«1: ап =  Ъг : Ъи .
19. По прямому равенству (Тетау^еут)), когда, имея два ряда такихъ 
величинъ, что въ первомъ ряд^ первая изъ нихъ такъ относится ко второй, 
какъ во второмъ ряде первая ко второй и еще въ первомъ ряде вторая такъ 
относится къ третьей, какъ вторая къ третьей во второмъ ряде и т. д., 
заключаютъ, что первая такъ относится къ последней въ первомъ ряду,
I
какъ первая къ последней во второмъ ряду.
20. По обратному (TsxapayjjisvY) нестройный) равенству, когда, имея 1 
два ряда такихъ величинъ, что въ первомъ ряде, первая такъ. относится 
ко второй, какъ предпоследняя къ последней во второмъ ряде и вторая 
къ третьей, въ первомъ ряде, какъ третья съ конца ко второй съ конца 
втораго и т. д.„ заключаютъ что первая относится къ последней въ пер-
I  •  ,  I  •  • •
вомъ ряде, какъ первая къ последней во второмъ ряду.
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Примт. 17. То есть, если:
два ряда такихъ величинъ что:
й | : ®2— ^м ~4 : Ьц , «о : — 6я—-з : &я—i
то
at : ап =  Ь1 :Ъп
Опредйдешя 19 и 20 суть частные еду чаи опредЬлешя 18,
А к с i  о м ы.
1. Величины равнократныя одной и той же величины, или равныхъ
• >  .
величинъ, равны между собою.
« ■
2. Величины, коихъ одна и таже величина есть равнократная, или же 
которыхъ равныя величины суть равнократныя, равны между собою.
3. Кратная большей величины больше кратной величины меньшей.
4. Изъ двухъ величинъ, коихъ взяты равнократныя, та больше, кото­
рой равнократная больше. .
П р е д л о ж е н и я .
•  “
Предложеше 1. Если нисколько величинъ суть соответственно равно-
ф
кратныя другихъ, въ такомъ же числе величинъ, но какой бы то ни было 
кратности, каждая каждой, то сумма первыхъ будетъ кратная величина 
суммы вторыхъ, по той же кратности (фиг. 183).
. Доказат. Пусть величины АВ  и GD будутъ равнократныя другихъ 
Е  и F, каждая каждой, по какой нибудь кратности, то сумма AB-\-CD, 
величинъ АВ  и CD, будетъ равнократная величина суммы E-\-F  величинъ 




С - ________________Е _______________ _ _D
F-
' Такъ какъ. величина АВ  такой же кратности величины Е, какой 
величина CD величины F, то сколько величинъ равныхъ Е  содержится
I ’ *. __
въ АВ, столько величинъ равныхъ F  содержится въ CD. Пусть AG} GB 
суть части АВ  равныя Е  и СН, HD суть части CD равныя F, то число
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частей СН, HD будетъ равно числу частей AG, GB. Но такъ какъ 
AG—E, a CH=F, то сумма AG-hCH==E~hF, точно также G B=E, 
H D =F, то сумма GB-\-HD=E-hF. Следовательно сколько величинъ 
равныхъ Е  содержится въ АВ, столько разъ сумма E-+-F величинъ Е  и F  
содержится въ сумме AB-hCD, т. е. какой кратности величина АВ  будетъ 
величины Е, такой кратности и сумма величинъ АВ  и CD будетъ суммы 
величинъ Е  и F.
Примгьч. 18. $сли а1= ш \ , аг—т\ , а3= п г3 , . . , то:
Щ CL2 . .).
\
Предложете 2. Если первая величина будетъ такой же кратности 
второй, какой третья четвертой, а пятая величина будетъ такой же 
кратности второй, какой шестая четвертой, то сумма первой и пятой бу­
детъ такой же кратности второй, какой сумма третьей и шестой чет­
вертой (фиг. 184). . !
Доказат. Пусть первая величина АВ  будетъ такой же кратности 
второй С, какой третья величина DE  четвертой F; и пятая величина
BG  пусть будетъ такой же кратности второй С, какой шестая ЕН
\  . *  •
четвертой F-} то сумма первой и пятой будетъ такой же кратности 
второй С' какой сумма третьей и шестой будетъ четвертой F.
Фиг. 184.
А  т Г  Т 1--------— 6
С--------------  ■
D  : Щ- , , Я
F
Такъ какъ АВ  есть величина такой же кратности величины С, какой DE  
величины F, то сколько величинъ равныхъ С содержится въ АВ, столько
  . \ I  *
величинъ равныхъ F  содержится въ DE', по той же причине, сколько вели-
•  .  « I  •  ■ \
чинъ равнйхъ С содержится въ BG, столько величинъ равныхъ F  содёр- 
жится въ ЕН. Следовательно сколько величинъ равныхъ С содержится въ
* *  •  \  1 ’ *  • г  •  *  ,  }  •
целой величине AG, столько величинъ равныхъ F  содержится въ целой 
DH, т. е. какой кратности AG  будетъ величины С, такой же кратности 
будетъ DH  величины F.
Прпмъч. 19. Если ау=.паг , а3= п а А, аь=т а .>, а6—та^ , то:
«а -ь«5= (н -+ -т) а2 , а8-ьав=(»г-ьт) . '
I
1  • '  • .




кратныя величины г , а величины Ъх г Ъ2 , Ьз, . . , суть той же кратности величины q ,
то есть если мы им'Ьемъ:v ■ ■ ■ •  t  .  '  •
а1= П 1Г  ,  а<£=У1чГ ,  Clm = П т  г
&i=Wi<£, Ъ2=М2<£ , . . , Ът =Пт Q
то:
—1~ « • Н Пт)?'
• & 1 ~ Н 5 2 ~+~ . • -V-Ът = = ( ' % • • ~%~'УЬт')С[
Предложеше 3. Если первая величина будетъ такой же кратности 
второй, какой третья четвертой и если возьмемъ равнократныя первой и 
третьей, то эти посл&дшя будутъ равнократныя одна второй, а другая 
третьей (фиг. 185). , .
Доказат. Пусть первая величина А  будетъ такой лее кратности вто­
рой Д  какой третья С четвертой Т)\ возьмемъ FE  и GH  равнократныя 
величины первая величины А, а вторая величины С, то F E  будетъ такой 
же кратности величины Д  какой GH  будетъ величины D.
Такъ какъ FE  есть величина такой же кратности отъ А, какой GH 
отъ Д , то сколько равныхъ А  содержится въ FE, столько величинъ рав­
ныхъ С содержится въ GH. ч
< .  • •
Фиг. 185.
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I •  I  •  *  *  .  ■
.  •  *  . I  * - .  ,  1 .
Пусть F K  и К Е  суть части величины F E , равныя величин'!* А  и
GL , LH  суть части величины GH. равныя (7, то число частей F K } КЕ
< •  * . ;  "l  Г '  ■ •
будетъ равно числу частей GL, LH\ но какъ А  есть такой же кратно­' . * • * . ■ * - • - • . ,
сти отъ Д  какой С отъ D , то FK, К Е  будутъ такой же кратности отъ
’ ’ ‘ *# ' ' *' ■ f ' *’ * ш
Д  какой GL, LH  отъ В, следовательно сумма величинъ F K  и К Е  или
• * 1 .  4 ,  , ;  . ( . , • ’ . 1 ’ \ • , •
величина FE  будетъ такой же кратности отъ В, какой сумма величинъ
• .  •  в  '
GL и LH, или величина GH  будетъ отъ JD.
Цримгъч. 20. Если а1= ш 1 > то:
•  *  I
*  * ,  # .  I  •‘ ’ • . 
mal= n m rl , mbl ~ m n q l .
Н
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Предложете 4. Если изъ четырехъ величинъ отношеше первой ко 
второй равно отношенно третьей къ четвертой, то величины, равнократныя
9
первой и третьей съ величинами, равнократными второй й четвертой, бу­
дутъ иметь между собою тоже отношеше (фиг. 186).
• \ '
Доказат. Пусть первая величина А  имъетъ ко второй В  такое же 














Возьмемъ величины Е  и F, равнократныя величинъ А к С, и. вели­
чины G и JE?, равнократныя величинъ В  и I), но по какой нибудь другой 
кратности; то величина Е  будетъ иметь такое же отношеше къ величине 
6г, какое имеетъ имеетъ величина F  къ величине Н. .
Возьмемъ новыя величины К  и L, равнократныя величинъ Е  и F, и 
Ж и Д  равнократныя Gr и П. Такъ какъ Е  есть такой же кратности отъ 
А, какой F  отъ <7, а величины К  и L  взяты равнократными Е  и F, сле­
довательно К  будетъ такой же кратности отъ А, какой L  отъ С (кн. 5, 
пред. 3). По той же, причине Ж будетъ такой же кратности отъ Д  ка­
кой N  отъ В. Но отношеше А къ В  равно отношешю С  къ В, а К  и L 
суть равнократныя А и С по некоторой кратности, а Ж  и N  суть равно­
кратныя В  и В  по какой нибудь другой кратности, следовательно, если 
2Г>Ж, то L > N , если ВГп=Ж, то L—N  и если 2Г<Ж, то L < N  (кн. 5, 
опред. 8). Но К  и L суть равнократныя отъ Е  и F, по известной кратно­
сти, а Ж и N  суть также равнократныя отъ G и Д  но какой нибудь другой 
кратности, следовательно F  относится къ G, какъ Fmъ П (кн. 5, опред. 5).
и еще:
JljpUMtbH. 21. Если а : Ъ=с : d, то:
•  ■ I
т а : nb=mc : nd
т а: Ъ—тс : d 
а : rib=c: nd.
Предлооюете 5. Если изъ двухъ величинъ первая будетъ известной
7
кратности второй и некоторая часть первой будетъ такой же кратности
•  •  *  «  '  •  . I
некоторой. части второй, то остатокъ первой будетъ той же кратности ос­
татка второй (фиг. 187).
Доказат. Пусть величина АВ  будетъ кратная величины CD и часть 
ея А Е  пусть будетъ такой же кратности части CF, величины CD, какой 
АВ  отъ CD.
Фиг. 187.
,  I
I  !  1




Пусть АО  будетъ такой же кратности отъ FD, какой А Е  отъ CF, 
то АЕ  будетъ такой же кратности отъ OF, какой EG  отъ CD (кн. 1, 
пред. 1). Но, по положенш, А Е  такой же кратности отъ CF, какой АВ  отъ 
CD, откуда АВ  и ЕО  будутъ равнократныя величины CD, следовательно 
EO=AJB. Отнимая по АЕ  найдемъ, что остатокъ АО  будетъ равенъ ос­
татку ЕВ  (кн. 1, акс. 3), но такъ какъ АЕ  такой же кратности отъ CF, 
какой АО  отъ FD, a A G =E B , то АЕ  будетъ такой же кратности отъ 
CF, какой ЕВ  отъ FD. Но А Е  такой же кратности отъ CF, какой * АВ  
отъ CD, следовательно ЕВ  будетъ такой же кратности FD, какой АВ  
отъ CD.
Примт. 22. Если а1—'пЬ1, и если а2 и Ь2 суть части величинъ ах и и при 
томъ ташя, что а*=пЬ2, то мы имеемъ:
аг—a^niby—Ъп).
/ Предложеше 6. Если две величины будутъ равнократныя другихъ 
двухъ и если отъ первыхъ отымемъ равнократныя вторыхъ, то нолучимъ 
остатки, которые или будутъ равны вторымъ величинамъ, или будутъ отъ 
нихъ равнократные.
Доказат. Случай 1. Пусть две величины АВ  и CD будутъ равнократныя 
другихъ двухъ Е  и F. Если изъ АВ  и CD вычтемъ АО  и СН, равно­
кратныя техъ же Е  и F, то остатки GB и HD  будутъ или равны вели­
чинамъ Е ж F, или будутъ равнократные этихъ последнихъ (фиг. 188).
Фиг. 188.
А--------------------- - — -—- В  К ------------- - -------------—______ —1)
Е—    F_______  • ‘  '
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Я О = Д  такъ какъ AG  такой же кратности отъ Е, какой СН отъ F, то 
АВ  будетъ такой же кратности отъ Д  какой КН  отъ F. Но АВ  такой же 
кратности отъ Д  какой СВ отъ Д  следовательно КН  и СВ суть равно­
кратныя отъ Д  откуда КН—СВ (кн. 5, акс. 1). Отымая по СН мы по­
лучимъ остатокъ КС—НВ  (кн. 1, акс. 3), но КС=Е, следовательно и 
H B = F , откуда заключаемъ, что если G B = E , то H B =F .
Случай 2 . Пусть теперь GB будетъ кратное отъ Д  то НВ будетъ 
равнократное отъ F. Возьмемъ величину СК  такой же кратности отъ Д  
какой величина GB отъ Е  и какъ AG  есть величина такой же 
кратности отъ Д  какой СН отъ Д  то АВ  будетъ такой же кратности 
отъ Д  какой КН  отъ F  (кн. 5, пред. 2) (фиг. 189).
Фиг. 189.
л Г TJ
А    В К   ---------------------- -- -------=— В
Е   F  —
.  »
Но АВ  такой же кратности отъ Е, какой СВ отъ Д  следовательно 
Н К  и СВ суть величины равнократныя одной и той же величины F , 
следовательно СВ=НК. Отнимая по ОД получимъ равные остатки 
СК=Н В, и какъ GB такой же кратности отъ Е, какой НВ отъ 
F  и С К =Н В У то НВ будетъ такой же кратности отъ Д  какой GB 
отъ Е.
Прилтч. 23. Если сь̂—Шх и а2—пг2 , &i=»Wj } ьг=ш г2 , то:
Oj\' ~~  ̂ у С&2 - Ьо ■
$
Предложете 7. Равныя величины къ одной и той же величине 
имеютъ одно и тоже отношеше и одна и таже величина къ равнымъ вели-
чинамъ имеетъ одно и тоже отношеше (фиг. 190).
«
Доказат. Случай 1. Пусть А и В  будутъ равныя величины и О другая
какая нибудь величина. Я говорю, что величина А  и В къ С имеютъ
•  •
одно и тоже отношеше и что величина О къ величинамъ А  и В  имеетъ 
одно и тоже отношеше.
Фиг. 190.
А-  В - — — -------
.  ,  *  < •  ,  .  . \
^  •  .  *  .
С-------------------F  : :---------------
D -----------------------  —  Е   ----------------------




чину F  кратную отъ (7, по какой нибудь другой кратности. Такъ какъ
.  1 •
В  есть величина такой же кратности отъ А , какой Е  отъ В  и какъ но
условно А = В , то йы имеемъ также В=^Е (кн. 5, акс. 1)1 Следовательно,
если D > JF , то также E > F ,  если B = F ,  то также E —F  и если D<JFT,
то также E<CF, но В  и Е  суть величины равнократныя величинъ А и
В  и F  есть величина кратная величины (7, по какой нибудь другой крат­
.  *  1 I
ности, то (кн. 5, опред. 5) А :С = В :С .
;  ■ L , * ч
Случай 2. Величина С имеетъ къ величинамъ А  и В тоже отношеше. По-
*• 1  •  •  * *
ступая какъ выше, мы докажемъ,что 1 ) = Д  следовательно если то F—E:
но F  есть величина кратная отъ (7, a В  и Е- суть величины равнократ­
ныя отъ А  и Д  по другой, какой нибудь кратности, следовательно:
С : А*=С : В  (кн. 5, опред. 5).
? .
V
„  „  А В С С
Примт. 24. Если А—В, то — == — и -j  =  ^  -О О Л j u
, Предложенье 8. Изъ двухъ неравныхъ величинъ отношеше большей 
больше отношешя меньшей къ одной и той же третьей величине; и одна 
и таже величина къ величине меньшей имеетъ .отношеше больше отно-
•  *  * » Х  .  • -  •  .  -
щешя ея къ величине большей. >
• v  •  ■. •  1 1 *  *  •
Доказат. Случай 1. Пусть А В иВ С  будутъ две неравный величины и 
пусть А В > В С , пусть!) будетъ какая нибудь другая величина; говорятъ, что 
отношеше АВ  къ В  больше отношешя ВС къ В к что отношеше В  къ 
ВС больше отношешя В  къ АВ  (фиг. 191).
Фиг. 191.
С ' ------------ В
•  •  ■ F - ^Е  ------ 7- ---- ----------------G к
Н
В
Если та изъ величинъ АС и (ТВ, которая не больше другой, не бу­
детъ меньше _D, то возьмемъ величины E F  и FG, двойныя величинъ АС 
и СВ. Если же та изъ величинъ, которая не больше другой будетъ 
меньше величины В } какъ въ фигуре 192, то умноженная, она можетъ 
превзойти В. Сколько разъ мы взяли меньшую изъ величинъ АС  и СВ для 
того, чтобы получить величину больше D , столько же разъ возьмемъ и
большую изъ нихъ. Пусть E F  и FG будутъ татя кратныя величинъ 
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Въ обоихъ случаяхъ возьмемъ Я = 2 Д  Х —ЪВ, и т. д., пока непо- 
лучимъ такую величину кратную В, которая первая будетъ больше FG. 
Пусть L  будетъ эта первая величина и пусть X  будетъ величина, крат­
ная В, непосредственно меньше величины L.
Такъ какъ L  есть первая изъ величинъ кратныхъ В , которая больше 
FG, а К  есть величина непосредственно меньшей кратности той же D, 
то FG  не меньше К. .
Но какъ EF есть величина такой кратности отъ АС, какой FG  отъ 
ОД то EG есть величина такой же кратности отъ АВ, какой FG  отъ 
ОД т. е. EG и FG суть равнократныя АВ  и СВ.
. Но было показано, что FG  не меньше K i a EF  больше В, следо­
вательно целое EG  больше К  ж В  вместе взятыхъ. Но К  и Е, вместе 
взятыя, равны L, следовательно EG  больше L. Но FG  не больше L , а 
EG  и FG равнократныя отъ АВ  и ВС и L  есть величина кратная отъ
В, следовательно отношеше АВ  къ В  больше отношешя ВС къ В  (кн. 5,
\
опред. 7). .
Случай 2. Отношеше В  къ ВС будетъ больше отношешя В  къ АВ. 
Сделавъ тоже построеше можно легко показать, что L  больше FG, 
но не больше EG.
Но L есть кратное отъ В, a EG  и FG кратныя отъ АВ  и ОД
следовательно отношеше В  къ ВС больше отношения В  къ АВ.
. ■ « , .
Пргшт. 25. Если А > В , то ^  п ^ г<  ^  > какая бы ни была величина D.
/
Предлооюете 9. Величины, имеюпця одно и тоже отношеше съ одною
. * ' ч
и тою же величиною, равны между собою, и величины, къ которымъ одна и
таже величина имеетъ тоже отношеше также равны между собою (фиг. 193).
.  ‘  •  • *  * •  ’  *  *  *  •
. Доказат. Случай 1. Положимъ, что величины А  и В  имеютъ одно
.  . • j ' . ' . , .  ■ ■ .  , .
и тоже отношеше къ величине О, то А—В.
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Въ самомъ деле, если величины А и В  не равны, то одна изъ нихъ 
больше другой, пусть А^>В.
Фиг. 193.
В
В -------------------  Е-
С  F-
Изъ того, что было показано въ пред. 8, мы всегда можемъ найти
, * *  j  ■
величины, равнократныя отъ А  и В  и величину кратную отъ С и при 
томъ таюя, что кратное отъ А  больше кратнаго отъ (7, и кратное отъ В 
не больше кратнаго отъ С.
Пусть ташя кратныя отъ А а В  будутъ В  и Д  а кратное отъ С 
пусть будетъ F, следовательно D > jF , но E m > F .
Но такъ какъ А  къ С и В  къ С имеютъ тоже отношеше, а В  и Е  
суть кратныя отъ А  и В  и F  кратное отъ С и при томъ ташя, что
1 ) > Д  следовательно должно быть E > F . Но Е  не больше F; следо­
вательно невозможно, чтобы А  не было равно В.
Случай 2. Теперь пусть С имеетъ къ А к В  одно и тоже отношеше, 
А  будетъ равно В.
Изъ того, что было показано въ пред. 8, можно всегда найти вели­
чину F, кратную отъ <7, и кратныя величины D  и Е  отъ В  и А  и при
томъ ташя, что ^ > Д  но не> 2 ).
.  *  *  •
Такъ какъ С относится къ Д  какъ С къ А, и F  кратное' отъ С
, ,  • *
больше D  кратнаго отъ А, следовательно F, кратное отъ В, больше отъ 
D , но мы имеемъ F  нe> .D , что невозможно. Следовательно А = В .
’ т ч А  В Л С С . ъ. 26. Если ^ = 7=-,, то А —В, или если — =  — , то также Л = В .U С 7 А В
\
ч Предложеше 10. Если отношешя двухъ величинъ къ третьей нерав­
ны, то та изъ нихъ, которой отношеше больше, больше той которой отно­
шеше меньше и та, къ которой одна и таже величина имеетъ отношеше 
больше, меньше той, къ которой она имеетъ отношеше меньшее (фиг. 194).
Доказат. Случай!. Пусть отношеше А  къ С больше отношешя В  
къ О, то А~>В.
Такъ какъ отношеше А  къ С больше отношешя В  къ С, то (кн. 5,
опред. 7) есть некоторый величины В  и Е  равнократныя величинъ А  и
*  % ,  • •
В^ и некоторая величина F\ кратная отъ С и при томъ таюя, что D^>F, 
но Е  не Ж  Но В  и Е  суть величины, равнократныя величинъ А  и Д  
следовательно А > В  (кн. 5, акс. 4).
>  >  . >  
отъ Д  D, F: то, если G — L, мы будемъ иметь и Н = Ж , К  —N , от­
>  >  ткуда, если G =  Д  то и сумма величинъ 6г, Д  JC =  суммы величинъ L, М,<  <.
JV; но G и сумма величинъ 6r, J?, X  суть равнократныя, первая отъ Л,
а вторая отъ суммы величинъ А , (7, .Е (кн. 5, пред. 1), а также L и
сумма величинъ L , Ж, iV суть равнократныя первая отъ Д  а вторая отъ 
суммы величинъ Д  Д  .F, по другой кратности: следовательно (кн. 5,
опред. 5) А  относится къ Д  какъ сумма величинъ А, (7, Е  къ сумме 
величинъ Д  D , Л
Chy
Лримт . Если — — . . =  -— , то мы имъемъ:6, &3 6и
20S
ttoHh ”h » • —j~Ctji fto Ojyi
.  « -\~bn b̂  Ъо
Предложете 13. Если первая величина относится ко второй, какъ 
третья къ четвертой, и если отношеше третьей къ четвертой больше от­
ношешя пятой къ шестой, то и отношеше первой ко второй больше . от­
ношешя пятой къ шестой (фиг. 197).
I  -
Доказат. Пусть первая величина А  относится ко второй Д  какъ 
третья О къ четвертой D, но пусть отношеше третьей (7 къ четвертой В  
больше отношешя пятой Е  къ шестой F, я говорю, что отношеше А  къ 
В  будетъ больше отношешя Е  къ F. Такъ какъ отношеше С къ В  боль­
ше отношешя Е  къ F) то есть (кн. 5, опред. 7) некоторый величины G7 
•  •
Ну равнократныя величинъ С и Д  и некоторыя друия величины К, L, 
равнократныя величинъ В, F, такш, что непременно G^>K, но Н  n e> L . 
Возьмемъ величины М  is. N  кратныя отъ А  и Д  различной кратности.
Фиг. 197.
CJ  и*—
В   В ------ F-
М I  0*____!------  д.
Ж  1 1  К-----!------1-----  L
Такъ какъ А  относится къ Д  какъ С къ В  и взяты равнократныя
. *    ______ * .
Ж и G величинъ А и С и равнократныя N  и К  величинъ В  и Д  то,
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.-у >если (jt — К, необходимо будетъ М  =  N. Но Н  не больше Ъл а М и Н
' * <4
суть равнократныя отъ А  и Е> а N  и L  равнократныя отъ В  и F, но
'  ■ .  *
другой кратности, следовательно (кн. 5, опред. 7), отношеше А къ В  бу­
детъ больше отношешя Е к ъ Е .
тт >п v А ' С С ЕПримт. 30. Если — =  — и •=>■=,., то: .Ь  • J J  U  ■ jc
-  ё
В >  F  *
Предложеше 14. Если четыре величины иропорщональны, т. е. первая 
относится ко второй, какъ третья къ четвертой и если первая больше, 
равна или меньше третьей, то вторая будетъ также больше, равна или 
меньше четвертой (фиг. 198).
Доказат. Случай 1. Пусть А, Д  С и D  будутъ эти четыре вели­
чины, то если А > 0 ,  то В > В .
Такъ какъ А >С , то отношеше А къ В  будетъ больше отношешя
С къ В  (кн. 5, опред. 8), но А  относится къ В  какъ С къ В, следова­
тельно (кн. 5, пред. 1В), отношеше С къ В  будетъ больше отношешя С
t  _ *  #  ■ Ч* в
къ В . Но та изъ величинъ, къ которой одна и таже величина имеетъ, 
отношеше больше, меньше (кн. 5, пред. 10), следовательно 1 ) < Д  или
Фиг. 198.
С-
В— —-------------  D
*  .  . V .  ■ ,  .  ■ • -
Случаи 2. Если А =С , то B = D . Въ самомъ деле, если А  относит­
ся къ Д  какъ С къ В  и А =С , то А  будетъ относится къ В  какъ А 
къ D , следовательно В = В  (кн. 5, пред. 10).
Случай 3. Наконедъ если А<^С, то будетъ и В < В .  Такъ какъ
«
C > i ,  и С относится къ В  какъ А  къ Д  следовательно, какъ въ пер­
вомъ случае, Z )> £  иди
А С >Примт. 31. Если ■= — ~  «и если А  — С. то: .В V  <
В ^  D.
Предложенье 16. Две величины имеютъ между собою такое же отно­
шеше, какое имеютъ ихъ равнократныя (фиг. 199).
Доказат. Пусть АВ  будетъ такое, кратное отъ С, какое, ЕВ  отъ F\ 
я говоргО, что отнощеще С къ F  будетъ равно отношешю АВ  къ ЕВ*
*  * .  .  '  •  • '  .  I  . • •  »  • *  •  1 :  *  « I  •  \  х  '  *  v  ■ . ’  • •  •
Случай 2. Пусть отношеше С къ В больше отношешя Скъ А , то А > В .
Такъ какъ всегда есть кратное F  отъ С и равнократныя Е  и В  отъ В  и А,
притомъ т а м , что F > E , но н е > Д  следовательно Е < В  (кн. 5, опред. 7).







А В С С■ Примтьч. 27. Если х;> - • ,  то А~>В, или если , то В<:А.С и  А В
Предложете 11. Отношешя равныя одному и тому же отношешю
•  •
равны между собою (фиг. 195).
Доказат. Пусть отношеше А  къ В  равно отношенио С къ В, а 
отношеше С къ В  равно отношешю Е  къ F; я говорю что отношеше А 
къ В  равно отношешю Е  къ F.
Возьмемъ равнократныя величинъ А, С, Е  и пусть онЬ будутъ 6г, 
П  и JST, возьмемъ также, по какой нибудь другой кратности, равнократ­













Такъ какъ величина А относится къ В, какъ С къ В  и взяты равно­
кратныя G, П  величинъ А, С и равнократныя, по другой кратности, L, Ж ве-
личинъ Д  В, то, если G ~  L , мы будемъ иметь также Н^М (ш . 5, опред. 5).
Такъ какъ С относится къ Д  какъ Е  къ F, и взяты равнократныя Н. К
•  •  •
величинъ С, Е  и равнократныя Ж, N  величинъ Д  F, то, если П  =  Ж, мы
будемъ иметь и N. Но G и К  суть величины равнократныя А и Д
по какой нибудь кратности, a Д  N. суть величины равнократныя В  и F\
1
по какой нибудь другой кратности, следовательно А относится къ В, какъ
.  «  •  t  f  7




„  „  С С ЕПримтъч. 28. EcjiHj ^  , а — — , то: .
А _ Е  ,
В F  •*
Зд4сь Симсонъ прибавилъ четыре предложешя, опущенныя Евклидомъ, и доказалъ ихъ 
но его же способу. Я приведу только предложения, а доказательства оставляю, такъ какъ 
ихъ легко доказать самому.
Предлож. А. Если первая изъ четырехъ величинъ нм$етъ ко второй такое же отно-
.  *  >  о  >  .теню, какъ третья къ четвертой к если первая =  второй, то третья также =  четвертой.
Предлож. В. Если четыре величины пропорщональны, то он'Ь н обратно пропорщо­
нальны, т. е. если А  : В—С : D, то В : A—D  : С.
Предлож. С. Если первая величина такой же кратности, или такая же часть второй, 
какой кратности, или какая часть третья четвертой, то первая будетъ такъ относится ко 
второй, какъ третья къ четвертой.
Если A ~ nB , C=nD, или если А =  ~  В , С— D , то А : В = С : D.
Предлож. D. Если первая величина относится ко второй, какъ третья къ четвертой, 
и если первая есть кратная, или часть второй, то третья будетъ такой же кратности, или 
такая же часть четвертой.
,  <
Если и если А = .п В  или А^=- — В , то C—nD  или С— — Т).В D  n п
Предложеше 12. Если какое нибудь число величинъ пропорцшналь-
» '  %
ны, то одинъ ивъ иредъидущихъ чяеновъ относится къ своему последую­
щему, какъ сумма вс$хъ предъидущихъ относится къ сумме всехъ посл&- 
дующихъ (фиг. 196).
Доказат. Пусть будетъ сколько угодно пропорщональныхъ величинъ 
А, В, О, D, Д  F, т. е. что А  относится къ Д  какъ С къ D , какъ Е
къ F, я говорю что А  относится къ Д  какъ сумма величинъ А, С, Е
къ сумме величинъ Д  Z), F. "
Фиг. 196.
_  . С---------- -—  Е-----------
В—----- D------  F
G— --------------    Я — ------ i-----------------К-
М ----------------  N-
  S
Возьмемъ равнократныя 6F, Д  К  величинъ А , (7, Е, по какой ни­
будь кратности и равнократныя L, Ж, N  величинъ Д  В , F  но какой
нибудь другой кратности
Такъ какъ А относится къ Д  какъ С къ D  и какъ Е  къ F
• •  ^  •  I  .
и взяты (г, Н} К  равнократныя отъ А, О, Е  и равнократныя Д  Ж, N
следовательно (кн. 5, пред. 2), ц^лая величина НО будетъ такой же крат­
ности отъ ЕВ, какой целая МР отъ FB, т. е. НО и МР суть величины 
равнократныя отъ ЕВ и ЕВ. Но АВ  такъ относится къ ЕВ , какъ СВ 
къ F B  и взяты равнократныя G K  и LN отъ АВ  и СВ и друпя равно­
кратныя НО и МР  отъ ЕВ  и F2), то, если в К  =  Н0, L N =  МР. Но
если GH~>KO, то, прибавляя по НК, получимъ GK>HO, а также 
£2V> МР, отнимая по MN, получимъ LM^>NP, следовательно, если
GH>KO} то также LM >NP. Точно также можно показать, что если
•  •
GH  ^  КО , то LM-^NP, Но GH и LM  суть величины равнократныя
величинъ АЕ  и СЕ, а КО и NP  суть равнократныя, по другой кратности, 
отъ ЕВ  и ЕВ, следовательно АЕ  такъ относится къ ЕВ, какъ CF къ
F B  (кн, о, опред. 5). .
•  •
Пркмт. 34. Если а ^ а г : : Ъ2 , то:
Cil I • 2̂ *
Предложете 18. Если четыре величины отдельно пропорщональны, 
то оне пропорщональны и взятия вместе, т. е. если первая относится 
такъ ко второй, какъ третья къ четвертой, то первая и вторая вместе бу­
детъ такъ относится ко второй, какъ третья и четвертая вместе къ чет­
вертой (фиг. 202). .
Доказат. Пусть четыре величины АЕ, ЕВ, CF, FB  будутъ пропор­
щональны, т. е. АЕ  такъ относится къ ЕВ, какъ CF къ ЕВ, говорю, что 
АЕ  и ЕВ вместе, т. е. АВ  будетъ такъ относится къ ЕВ, какъ СЕ и
FB  вместе, т. е. СВ къ FB.
>  .
Фиг. 202.
.  /  •
Ж F  G
А_____________!________В С________________1____ !____ D
I
Если бы величина АВ  не относилась къ ЕВ, какъ СВ къ ЕВ, а 
какъ СВ къ какой нибудь другой величине большей или меньшей отъ ЕВ.
Пусть во первыхъ она будетъ GD<.FD, т. е. что АВ  такъ относит­
ся къ ЕВ, какъ СВ къ GB, то (кн. 5, пред. 17) АЕ, будетъ такъ отно­
ситься къ ЕВ, какъ GG къ GB. Но по условно АЕ  такъ относится къ 
ЕВ, какъ CF къ ЕВ, следовательно (кн. 5, пред. 11) CG будетъ такъ от­
носиться къ GB, какъ СЕ къ ЕВ  Но очевидно CG^>CF, следовательно 
(кн. 5, пред. 14) G B > F B , что противуречитъ положешю GB< FB.
Точно также можно показать, что GB не можетъ быть и>F B , еле­





, Примт. 35. Если а, -щ—Ъг :Ь.2 , то:
Л  •
fll—b * 2̂ •
. . .. ■  ̂ ■ 1 1 • •
Симсонъ изм£шилъ предъидущее доказательство Евклида и зам'Ьнидъ его другимъ
•  •  .  •  •  *
подобнымъ предшествующимъ этому последнему.
. ‘ • . \ > . ■ . •
.  •  \  ‘  1 -  *■
Предложеше 19. Если ц'Ьлыя величины относятся между собою, какъ 
ихъ части, то и остатки будутъ относиться, между собою, какъ дЬлыя 
(фиг. 203). .
Доказат. Если АВ  такъ относится къ СП, какъ часть АВ, ЕВ  отно-
# I
сится къ части CD, FD, то ЕВ  будетъ такъ относиться къ FD, кань 
А И къ CD.
. у  .  .  . 4 . ■ .
Такъ какъ АВ  относится къ CD, какъ А Е  къ GF, то (кн. о, пред. 1G) 
АВ  будетъ такъ относиться къ АЕ, какъ CD къ СЕ, следовательно, 
(кн. о, пред. 17) ЕВ  будетъ такъ относится къ АЕ  какъ FD  къ CF, 
следовательно (кн. 5, пред. 16) ЕВ  будетъ такъ относиться къ FD, какъ 
АЕ  къ CF. Но отношеше АЕ  къ CF равно отношенш АВ  къ CD по
условно, следовательно АВ  такъ относится къ CD, какъ ЕВ  къ FD
’ 1 . ‘ • • • • ■ • ‘ - \ •
Фиг. 208. • ,
. ■ .  *  * .  ■
. . Е  ■ F■ Л . --------   :----- В С----------7----------------------- 1)
Примт. 36. Если аг : =Ъ1 : Ьг , то:
а\ : а,2 ~ а г—Ь{ : а->—Ъ» .*■ » ' I * • " "
. . .  .  •  .  • _ •  f  ^  j  •  -  * r  i
Симсонъ зд’Ьсь прибавилъ еще следующее предложеше:
• \ . . . ' - - . . \ v * *
Предлож. Е. Если четыре величины пропорщональны, то он& и обратно пропорцио­
нальны, т. е. если АВ  : BE—CD : D F  (фиг. 203), то и обратно АВ  : A E =C D  : Cl? (т. 5,
опред. 17).
*  \  •
Предложеше 20. Если есть три величины и друпя три, притомъ 
татя,'что взятыя по две имеютъ тоже самое отношеше, то если пер­
вая =  третьей, четвертая будетъ == шестой (фиг. 204).
.  .  *  •  .  • •  •  •  .  •  .  •  i  .  •  ■ 1 .  •  t  .
•  .     .  . . .  V  •   ,  •  *  •  •  •
Доказат. Пусть первыя три величины будутъ А, В, С, а вторыя три
; . • ' ■ * ’ ■ * * ■ - ■ *
D  Е, F  и при томъ ташя, что A:B==D :E, В : С==Е : F, я говорю, что
' ■ . i  .  \  •  ■ ' - _ X .  .
если А ==С, то D  =  F.
. • ' • А С
Пусть Д > 0 , то мы видели (кн. о, пред. 8), что -^ >  ^ . Но мы
. >: *•’ ■ ■ ■ . ■ '' ' :: ' - ' 1> Jj , ■
. . . . . .  • . . , • D C ■
имеешь A : B—D : Е, следовательно (кн. 5, пред. 1 3 )  j» >  »  • Но мы так-
Такъ какъ величина АВ  такой же кратности (7, какой ЕВ отъ 
F, то сколько величинъ G заключается въ АВ  ̂ столько величинъ F  за-
Фиг. 199. .
• «  j  -  .
• ■ j * •
С —   F ----------------------------
G Н L К
А --------------!-------------- !__________В Е  ! ’ I D
ключается въ ЕВ. Пусть AG, GH’ НВ суть части АВ  равныя С и E LS
LK, К В  части ЕВ  равныя F, число частей въ АВ  и ЕВ  будетъ одно
*
и тоже. Следовательно (кн. 5, пред. 7), величина AG будетъ такъ отно­
сится къ EL, какъ GH къ KL, к какъ НВ къ КВ. Но иредъидушдй от­
носится къ последующему, какъ сумма предъидущихъ къ сумме последую- 
щихъ (кн. 5, пред. 12), следователь но, AG такъ относится къ EL, какъ 
АВ  къ ЕВ, но AG=Cj a E L =F , следовательно С относится къ F, какъ 
АВ  къ ЕВ. .
' - .... ' С пС • ’ •Лрим1ьч. 32. F  . nF . . . • •
•  •  j
Предложете 16. Если четыре величины яропорщоиальны, то онЬ оста­
нутся пропорщональны, если переместить средше члены (фиг. 200).
Доказат. Пусть четыре ве^.ликы А} Д  С, В  пропорщональны и 
пусть А  относится къ Д  какъ С къ D, я говорю, что А будетъ отно­
ситься къ (7, какъ В  къ В.
. Фиг. 200.
tАл  с---- -
В -------------------  D
Е _________!_________  6г.
F ^ .  L .____ Н \ Т;
Возьмемъ величины Е  и F, равнократныя величинъ А  и Д  и вели­
чины G и if ,  равнократныя величинъ С и В. ‘
•  \  i  *  ^
Такъ какъ Е  есть величина такой же кратности отъ А, какой F  
отъ Д  то (кн. 5, пред 15) А относится къ Д  какъ Е' къ F, но А  къ 
Д  какъ С къ D, следовательно (кн. 5, пред. 11), С относится къ Д
, .  I  *  4
какъ Е  къ F. Такъ какъ G и Н  суть величины равнократныя величинъ 
О и В\ то (кн. 5, пред. 15) О относится къ В, какъ G къ Н; но С къ 
D, какъ Е  къ F, следовательно^ Къ F, какъ G къ Н. Но если четыре
1 V  \ '  • Г . "  ■■■' ч
однородный величины продорщональны и первая будетъ — третьей, то вто-
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рая будетъ =  четвертой (кн. 5, опред. 5), следовательно, если Е — G, то<  <
F  =  Н; но Е  и F  суть равнократныя величинъ А  и Д  G и Н  суть
равнократныя величинъ С и D, следовательно А  относится къ С какъ 
В  къ D.
Лрштч. 33. Если А : В—С : В , то:
А : С = В : В.
Предложение 17. Если четыре величины, взятыя вместе, пропорцио­
нальны, то оне и отдельно будутъ пропорщональны, т. е. если сумма двухъ
величинъ имеетъ такое же отношеше къ одной изъ нихъ, какое имеетъ 
сумма другихъ двухъ величинъ къ одной изъ нихъ, то остальная изъ пер­
выхъ величинъ будетъ относиться къ первой, какъ остальная изъ вторыхъ 
къ ихъ первой (фиг. 201).
Доказат. Пусть АВ, ЕВ; CD, FD , четыре пропорщональныя вели­
чины, т. е. А В  такъ относится къ ЕВ, какъ CD къ FD, я говорю, что
А Е  такъ относится къ ЕВ, какъ OF къ FD.
Возьмемъ величины GH, НК, LM , MN, равнократныя, по какой 
нибудь кратности, величинъ АЕ, ЕВ, CF, FD  и величины КО и ЖР, 
равнократныя, по какой пибудь другой кратности, величинъ ЕВ  и FD.
Фиг. 201.
Е  ■ К  К
_______ !___ В G_________ !__________!_____ !____ !____ !____ !------- О
F  М  N
С J  В  L » . г > I-
Такъ какъ GH  есть величина такой же кратности отъ АЕ, какой 
Н К  отъ ЕВ, то (кн. 5, пред. 1) GK будетъ такой же кратности отъ АВ, 
какой GH отъ AlE; но GH есть величина такой же кратности отъ АЕ,
какой LM  отъ GF, следовательно GK  будетъ\такой же кратности отъ
АВ, какой LN  отъ CD (кн. 5, пред. 1 ) . , 4
Такъ какъ LM  такой же кратности отъ CF, какой MN  отъ FD,
то LM  будетъ такой же кратности отъ CF, какой LN  отъ CD] но мы 
показали, что LM  такой же кратности отъ GF, какой' G K  отъ АВ, еле- 
вателъно, G K  будетъ такой же кратности отъ А В, какой L N  отъ CD, 
откуда G K  и LN  суть величины равнократныя величинъ АВ  и CD,
Такъ какъ НК  такой же кратности отъ ЕВ, какой MN  отъ FD  и
Ж _ • * 4
КО  такой же кратности отъ той же величины ЕВ, какой NP  отъ FD,
-  *  г
же имеемъ С : B ~ F : Е, следовательно ^ , откуда (кн. 5, пред. 10)
D > F  (фиг. 203).
Фиг. 204.
.  «  •
•  —  . »
А —   Т)______ ________________ :____________
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С- — :    F-
Такимъ же точно образомъ можно доказать, что если А~^С, то
D < F .
Предложете 21. Если есть три величины и друия три притомъ 
ташя, что взятия по две, но по обратному порядку (кн. 5, опред. 20),
имеютъ одно и тоже отношеше, то, если первая величина =  третьей, чет­
вертая будетъ =  шестой (фиг. 205).
Доказат. Пусть первыя три величины будутъ А, Д  О, а вторыя 
Д  Е, F  и притомъ так1я, что А : В ~ Е \F, а В: C = D : Е , я говорю,
что если А  == (7, то D =F . .<  <
Фиг. 205.
JD
В     Е
С---------------  F-
А С
Пусть А>С, то (кн. 5, пред. 8) ъ >  ъ -  Но A :B = E :F , следова-
Е  С Е  Е
тельно (кн. 5, пред. 13) но C : B = E : D . Следовательно ^  ,
откуда D > F  (кн. 5, пред. 10). .
Точно также можно показать, что если А^С, то. D^F.
• '  ’  '  .  •  т  ■
Предлооюете 22. Если несколько величинъ и несколько другихъ въ 
такомъ лее числе, взятыя по две, имеютъ одно и тоже отношеше, то оне 
будутъ и но равенству (кн. 5, опред. 18) иметь одно и тоже отношеше,, 
т. е. первая будетъ относиться къ последней перваго ряда, какъ первая къ
последней втораго ряда (фиг. 206).
Доказат. Пусть величины нерваго ряда будутъ А, Д  (7, а величины
•  • •  , «
втораго ряда Л, Е, F, притомъ т а м , что:
27
2 1 0
A : B = D : E ,  B : C = E : F
я говорю, что мы будемъ иметь также:
A .C =*D :F .
. Возьмемъ G и Н  равнократныя величинъ 4  и D , по какой нибудь 
кратности и К  и L  равнократныя отъ В  и Д  по другой какой нибудь 
кратности и наконецъ I  и I  равнократныя отъ С и F  также по произ­
вольной кратности.
Фиг. 206.
    в --------------------------------------------------------------------- -----------------------------------------------------
В  :  Е-
С-----------------   F-
G------------------- — ----------------- - ----------------------  Я-
К-
М   N-
Такъ какъ мы имеемъ:
А : В = П : Е  и B : C = E ' . F ,
то (кн. 5, пред. 4):
G : К = Н : L  и К  : M^=L: N,
• . >  
откуда, если G =  H, то и если K = L , то М =  N ,  следова­
тельно если G =  H, то М  =  N.
<  >
щ 1 ■ .
Но, G и Н  суть равнократныя 4  и D , а I  и I  равнократныя С и
F, следовательно (кн. 5, опред. 5):
■ 1 ■
A : C = D : F .
%
. ' ' Ж ■ ’ ■ • • ' ■ • . • ',Предлооюете 23. Если несколько величинъ перваго ряда къ такому
же числу величинъ втораго ряда, взятыя по две, имеютъ тоже самое от-
ношеше, но въ обратномъ порядке (кн. 5, опред. 20), то он£ будутъ и 
по равенству (кн. 5, опред. 19) иметь тоже самое отношеше, т. е. первая 
къ последней, перваго ряда, будетъ находиться въ такомъ лее отношенш, въ 
какомъ первая къ последней втораго ряда (фиг. 207).
Доказат. Пусть величины перваго ряда будутъ А, В, С, а величины 
втораго ряда Д  Е, F  и при томъ татя, что:
А : В = Е : F  и В : С—В  : Е.
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Я говорю, что мы будемъ иметь:
А : С =В  : F.
*
Возьмемъ величины G> Н, К  равнократныя величинъ А, В, В  по 
какой нибудь кратности и L , Ж, N  равнократныя отъ С, Е, F  по другой 
какой нибудь кратности. .
Но мы имеемъ А : В=^Е : F  и В : С^=В: Е, следовательно (кн. 5,
пред. 4):. &
G : H = M : N  и Н : Ь = К : М ,
откуда, если G =  К,  то L =  N.
Но G и К  суть равнократныя отъ А  и Д  a L и ^  равнократныя 
отъ С ж F, следовательно (кн. 5, опред. 5):
J . : Cb=D : JP.
Фиг. 207.
А-   В -------------------
В  В
С----------------  F
а   к-
II------------------------ м-
N-
Предложете 24. Если первая величина относится ко второй, какъ
*  1
третья къ четвертой и пятая ко второй, какъ шестая къ четвертой, то 
сумма первой и пятой будетъ такъ относится ко второй, какъ сумма 
третьей и шестой къ четвертой (фиг. 208). .
Доказат. Если первая величина АВ относится ко второй С, какъ 
третья BE  къ четвертой F  и мятая BG  ко второй О, какъ шестая ЕН
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къ четвертой F, то AG, сумма АВ  и BG  будетъ относиться къ С, какъ 
DH, сумма B E  и ЕН, относится къ F.
Фиг. 208.
I
В  G Е  Н




Такъ какъ B G : С = Е Н : F, то С : B G = F : ЕЩ но А В : С = В Е : JF, 
следовательно (кн. 5, пред. 22) А В : B G = B E : ЕН, откуда (кн. 5,пред. 18) 
AG : BG—B H : ЕН. Но мы имеемъ также B G : С = Е Н : F; следователь­
но (кн. 5, пред. 22 :
A G : C = D H : F .
Предлооюете 25. 'Если четыре однородныя величины пронорщональ-
*  ^  *
ны, то сумма найболыпей и найменьшей изъ нихъ будетъ больше суммы 
двухъ остальныхъ (фиг. 209).
Доказат. Пусть эти величины будутъ АВ, CZ), Е, F  и пусть 
А В : СВ—Е : F̂  если АВ  будетъ найбольшая величина, то F  будетъ 




' ' •. ‘ А -— - —  --------------------L________ ! В Е -----------------------------
1
* ■ ■ 1  , »  F-_____________
V
Возьмемъ A G = E  и C H = F , то, такъ какъ А В : СВ—Е : F, мы 
имеемъ А В : C B = A G : СН. следовательно (кн. 5, пред. 19) GB : H D ~  
= А В : СВ. Но А В > С В , следовательно GB^>HB. Но мы имеемъ
AG-\-F=CH-hE, следовательно, (кн. 1, акс. 2): '
.  -  •
G B-hAG 4-F>H D -hCH +E  
т. е . : 
A B -hF > CB-hE.
-  .
11рцюъч. 37. Симсонъ въ кондЬ этой книги прибавилъ четыре лредложев1я; отно­
сительно сложныхъ отношешй, но которыя для нашей цЬли не имеютъ значешя, поэтому 
я ихъ опускаю.
КНИГА VI
О п р е д е л е н !  я.
1. Прямолинейными подобными фигурами называются таил,
•  v
которыя имеютъ равные углы, каждый каждому, и стороны, заключающая
.  •  .  •  >
равные углы, пропордюнальныя.
»  *  »
2. Говорятъ что. две величины обратно пропорщональны другймъ 
двумъ, когда одна изъ первыхъ относится къ одной изъ вторыхъ, какъ 
остальная изъ вторыхъ относится къ остальной изъ первыхъ.
. *« ‘ ‘ ’ 1 Лримт. 1. Если величины А  и В  обратно пропорщональны величинааъ D  и О, то:




S. Говорятъ, что прямая разделена въ крайнемъ и среднемъ отно­
шеши, когда целая прямая относится къ большему отрезку ея такъ, какъ 
этотъ последшй отрезокъ, относится къ меньшему.
I
Прилтч. 2. Если прямая АВ въ точк’Ь С разделена въ крайнемъ и среднемъ от­





. А   ____ :_____ _____ ■ :!■ —  В
• ' • * ' ( : 1 • : • ; ’ ' * *
. АВ : АС—А С : СВ.
•  • » .  >  - v  * #
•  •  ,  ’  ‘  ‘  .
4. Высотою (ифос) фигуры называется перпендикуляръ, опущенный
‘  I I  ■ •  .  " *  •
изъ вершины (xopucp’/j) на основаше. (pacts). .
•  *  ’
5. Отношеше называется еоставленнымъ. изъ . отношеши, когда эти 
отношешя, будучи иеремножешш, даютъ отношеше (Хбуо$ Xoywv cruy-
xeta^ai Х£уе?ои, otav at twv Xoyov TCvjXiKOTYjTsc s<p, sautac тсоХХатиХаасаа^е foa i ‘ 
xotwcft Tiva'c Xo'yov).
Примт. 3. Это оиред^леше означаетъ, что если мы им'Ьемъ отношешя:
J-  — —  В ^ М
В~^ L  ’ С ’ В  В
то: . .
. В ' С '  В ~  В ~  L  ' 2V * Ё  '
Въ ш&которыхъ издашяхъ Евклида находится еще шеетое определеше, но оно не
имйетъ значешя и въ большей части изданш опускается.
.  1
•  •
П р е д л о ж е н !  я.
Предложенье. 1. Два треугольника или два параллелограма, им'Ьюпце 
равныя высоты, относятся между собою какъ ихъ основашя (фиг. 211).
Доказат. Пусть тате треугольники и параллелограмы будутъ ЛВС и 
ACD, ЕС й CF. Высота ихъ есть перпендикуляръ, опущенный изъ
вершины А  на прямую BD. Говорю, что два треугольника между собою 




К  A  F
и  "  j K d V  ж
Продолжимъ BD  въ об& стороны и возьмемъ BG, GH, НМ  равныя ВС, 
сколько угодно; точно/также возьмемъ DK, K L , равныя CD и сколько 
угодно. Проведемъ прямыя AG, АН, AM, А К , AL.
Треугольники ABC, AGB, AHG , АНМ  равны (кн. 1, пред. 38). Следова­
тельно какой кратности основаше МС будетъ отъ ВС, такой же кратности 
треугольникъ АМС будетъ отъ треугольника ABC. По той же причин!;
треугольникъ ALC  будетъ такой же кратности отъ треугольника ADC, какой
■/
кратности основаше LC будетъ отъ основашя CD. Следовательно, смотря
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потому будетъ ли основаше LG =  МС, треугольникъ ALG будетъ 
угольника AMG. Следовательно (кн. 5, опред. 5):
=  тре-
А А В С : A А В С =В С : GB.
Такъ какъ параллелограмы СЕ и CF равны удвоеннымъ треугольнн 
комъ АВС и АВС  (кн. 1, пред. 41), то (кн. 5, пред. 15):
. (
СЕ: CF—B G : СВ.
Цргшъч. 4. Такимъ образомъ Евклидъ доказываетъ это одно изъ самнхъ важныхъ 
предложешй. Ныне оно доказывается слйдующимъ образомъ:
Пред лож. Два прямоугольника, имйюпце равныя основашя, относятся между собого, 
какъ ихъ высоты.
Доказат. Пусть данные прямоугольники, имЗлопце общее основаше АТ) будутъ 
ABFD  и ACED.
Фиг, 212.
Если высоту одного изъ нихъ, напримеръ А  С, раздЬлимъ на произвольное число 
п равныхъ частей, то, нанося такую часть на высоту АВ  другаго прямоугольника, мы 
всегда найдемъ такое число т, что: .
-  АСп
Л Т> ИН-1 . пАВ  < ------  АСп (1)
Чрезъ точки делешя высотъ АС п АВ  проведемъ параллельныя основанш АТ), то 
прямоугольник!» АЕ  разделится, очевидно, также ка п равныхъ прямоугольников!., а въ 
прямоугольнике A F  такихъ частой будетъ содержаться или т или съ остаткомъ, т. е. мы 
всегда будемъ иметь: ;
т . _  =  . _  w-f-1
— А Е  <  A F  <  АЕ.п ' ' п (2)
. Но если услов1я (1) и (2) выполнении, -для всякаго произвольная числа щ то 
(см, кн. 5, примеч, 5): . :
&16
A F : А Е  — A B : AC.
Мира площади прямоугольника. Если на высоту А В  прямоугольника, который на­














и чрезъ точку д4ден|я Е  проведемъ E F  параллельно основашю АВ, то по предъидущему 
мы будемъ им“1ть:
AF^AD
А К ~ А Е '




А Е  ’
перемножая эти последшя равенства получимъ (кн. 6, опред. 5):
. АС _ АВ А Р
А К  А Е  А Е
.  •  •
ЙзЪ этого Выводимъ, что отношеше площади прямоугольника АС къ площади квад­
рата А К  равно произведено) отношешй основан!я и высоты къ стороне того же квадрата. 
Еели за единицу площади принять Площадь квадрата АК, а за единицу длины принять 
ела сторону, то отношения: > . '
АС АВ А В  '
• А К  ’ А Е  ’ А Е
будутъ первое м-fepa площади прямоугольника, а два последшя м'Ьры высоты А В  и осно-
I
ваНхя АВ. Поэтому иишутъ:
А С = А В . АВ
И говорятъ для краткости рйчи, что площадь прямоугольника равна произведенью моьры 
основашя па мгьру высоту, или просто произведенш основашя на высоту, т. е. въ пло­
щади прямоугольника АС находится столько квадратныхъ едипицъ, сколько находится 
лгСнейныосъ единицъ въ произведенш основашя А В  на высоту АВ. Если данный прямо­
угольникъ будетъ квадратъ, то основаше его будетъ равно высоте, следовательно
•  ■ •
площадь квадрата равна произведенш его стороны на самую себя, т. е. АС—АВ . АВ,
\ * ,
что изображается такъ: АС—АВ2.
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Мгьра площади параллелограма» Такъ какъ параллелограмъ . и прямоугольникъ 
им&юпце равныя основашя и высоты равновелики (кн. 1, пред. 35) и какъ площадь прямо­
угольника измеряется произведешемъ основашя на высоту, то площадь параллелограма 
измеряется также произведешемъ основашя на высоту.
Млъра площади треугольника. Треугольникъ, имеюпцй равное основаше и высоту 
съ прямоугольникомъ, равенъ половине прямоугольника (кн. 1, пред. 41), следовательно, 
площадь треуголь7Шка измеряется половиной произведешя его основашя на высоту.
Мгьра многоугольника. Какое бы ни было число сторонъ многоугольника, всегда его 
можно разбить на треугольники. Если возьмемъ за общую вершину точку внутри многоуголь­
ника, то онъ разобьется на треугольники, коихъ число будетъ равно числу сторонъ много­
угольника. Если возьмемъ за общую вершину—вершину одного изъ угловъ многоугольника, 
то онъ разобьется д1агоналями, проведенными изъ общей вершины къ остальнымъ верши- 
намъ многоугольника, на треугольники, коихъ число будетъ на две единицы меньше числа 
сторонъ многоугольника.
Следовательно мера многоугольника получится складывая меры всехъ треугольни­
ковъ. Если многоугольникъ будетъ правильный, то мера его площади равна произведетю 
периметра па половину аповемы, т. е. на перпендикуляръ, опущенный, изъ центра опи­
саннаго круга, на сторону многоугольника. Точно такимъ же образомъ получится мера 
всякой плоской фигуры, ограниченной прямыми лишями.
Предложете 2. Если въ какомъ нибудь треугольник^ проведемъ линш 
параллельную одной изъ его сторонъ, то она, встречая остальная дв& сто~ 
роны или ихъ продолжения, разд^литъ ихъ на части пропорщональныя; и 
обратно, если прямая, встречая дв£ стороны треугольника, делить ихъ, или 
ихъ продолжешя на части пропорщональныя, то она параллельна третьей
сторон^ (фиг. 214).
Доказат. 1) Пусть прямая BE  будетъ параллельна одной изъ
сторонъ ВС треугольника АВС. Я говорю, что мы будемъ им&гь:
ВВ  : ВА—СЕ : ЕА.
Фиг. 214.
А Ж В
В  С П
Соединимъ точку В  съ Е  и С съ В. Треугольники ВВЕ  и СВЕ 
равны, такъ какъ имйютъ общее основаше BE , а вершины ихъ В я С 
лежатъ на прямой ВС параллельной основашю BE  (кн. 1, пред. 37). Но
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мы видели (кн. 5, пред 7), что две равныя величины къ одной и той же
имеютъ равныя отношешя, следовательно:
•  <
•  »  '  •
Л  В В Е : Л  ABE— АСВЕ: Д  А В Е
I  ‘. I  «
Но треугольники В В Е  и АВЕ\ имея разныя основашя ВВ  и В А,
имеютъ одну и туже высоту, такъ какъ ихъ основашя лежатъ на одной
#
прямой, а обе вершины находятся въ точке Е, следовательно, (кн. 6, 
пред. 1):
А В В Е : А  АВЕ—В В : В  А.
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По той же причине:
АСВЕ: А  А В Е РС Е  : ЕА
откуда (кн. 5, пред. 11):
ВВ : В  А—С Е : ЕА.
2) Пусть теперь прямая B E  делитъ стороны АВ  и АС  треуголь­
ника ABC на части пропорщональныя, т. е. пусть:
* *  1
ВВ : В А = С Е : ЕА,
• » . ' 4
i  t  ,
я говорю, что B E  будетъ параллельна стороне ВС.
У
Делая тоже построете, мы имеемъ:
ч ;  . . . ■ ; ,* . ■ 1 . 1 1
ВВ  : В А = А В В Е : А  А В Е  
и
С Е : Я А = А С В Е : А А В Е ,
следовательно:
А В В Е :  А А В Е — АСВЕ: ААВЕ.
Откуда треугольники ВВЕ  и СВЕ имеютъ одно и тоже отношеше 
къ треугольнику А В Е , следовательно (кн. 5, поел. 9):
X  V  * #  '  • •  '  >  > А .  •  •  /
ЛВВЕ=1±СВЕ.
^  ■ '  *
Но эти треугольники имеютъ общее основаше BE, следовательно 
(кн. 1, пред. 40) ихъ вершины В  и С лежатъ на прямой ВС, параллель­
ной основашю BE.
\  \  • * , . . i l  •............  1 ' •
■ .  •  л  ■ •  .  ■ ;  '  |
Лрштч. 5. Тавъ доказалъ Евклидъ эту одну изъ самыхъ ваасныхъ теоремъ, такъ
■ ‘  /  ?  ;  '  !  '  ‘  , ■  А  I  I  *  '  ’  '  •
доказываетъ ее й Лежандръ. Друпе геометры довазываютъ эту теорему независимо отъ
t ;
отношеши между площадями треугольнике въ, способомъ более естественнымъ, который ос- 
нованъ на следующей, весьма простой, теореме.
Лредлож. Если чрезъ точки, равноотстоящая одна отъ другой, взятыя на одной изъ 
двухъ какихъ нибудь прямыхъ, проведемъ параллельныя, въ какомъ нибудь направленш, 
tq эти параллельныя разделять и другую прямую на равныя между собою части (фиг. 215).
Доказат. Пусть две данныя прямыя будутъ АВ и А'В’. Пусть прямая АВ  въ точ­
кахъ С, В, Е, F, . . разделена на равныя части, т. е. пусть:
CB=BE=EF=  . . .
Я говорю, что параллельныя между собою прямыя ОС/ ВВ', ЕЕ,' FF,' . . . делятъ 
прямую А’В' также и а равныя части: .
О 'В'—В'Е ’—Е ’F '=  . . .
Фиг. 215.
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Чрезъ точки С/ В ,’ Е,\ . . проведемъ прямыя С'К, B'L, Е'М, . . параллельныя 
прямой АВ  (кн. 1, пред. 31).
Треугольники С К В ', B ’LE ; E 'M F ', . . вей равны между собою. Въ самомъ 
д-Ьд£, разсмотримъ два треугольника С'КВ' и B 'L E ’, вънихъ сторона С'К—B'L  (кн, 1, 
пред. 34), / .С 'K B ’̂ /_ C B K = /_ B E L = y B 'L E ' (гаг. 1, пред. 29), по той же причине
/_КС ’В' — /JLB'Е ', следовательно (кн. 1, пред, 10):
* . »
. Д  C'KD'—A B 'LE '
откуда О 'В'—В'Е  ’.
Подобнымъ образомъ можно доказать, что В'Е  '-—2? 'F
Съ помощью этой последней теоремы легко теперь доказать предложеше 2, следую- 
щимъ образомъ: ,
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Пусть въ треугольник^ ABC  (фиг. 216) на сторон^ АВ  взята гдЗз нибудь точка 
В  и проведена прямая B E 11 ВС, требуется доказать, что: '
А В : В В = А Е : ЕС.
Фиг. 216.
А
Разделимъ одинъ изъ отрезковъ стороны АВ, напримйръ АВ, на произвольное 
число равныхъ частей, напримйръ п. Наложимъ п-ю часть отрезка AD  на отрезокъ ВВ, 
то мы всегда будемъ им&ть: .
т =  В В  т ч -1  ,л ч
п < 1 5 < —  • (1)
Если чрезъ точки д^ленш отрезковъ А В  и В В  проведемъ параллельныя осно­
ванш ВС, то, по теорем^ выше доказанной, мы найдемъ также:
т ЕС тч-1 /оЧ
— <  -гё, < ------ (2)• п А Е  п
Такъ какъ неравенства (1) и (2) всегда будутъ имйть мйсто, какое бы число п не
было, то мы заключаемъ (кн. 5, прим. 5):
А В : В В = А Е : ЕС.
Изъ этого отношешя мы имеемъ (кн. 5, пред. 12):
АВч-ВВ : АВ—АЕ-ьЕС: АЕ,
• •  *
«
или
АВ : АВ=:АС: АЕ.
Иредложете 3. Если въ треугольник^ одинъ изъ угловъ разделимъ 
прямою пополамъ, то эта прямая, встречая противулежащую сторону, де­
лить ее на части пропорцюнальныя остальнымъ сторонамъ треугольника; и 
обратно, если одна изъ сторонъ треугольника разделена на части, пронор- 
щональныя остальнымъ сторонамъ, то прямая, соединяющая точку делешя съ 
вершиною противулежащаго угла, разделить этотъ уголъ пополамъ (фиг. 217).
t
Доказат. 1) Пусть въ треугольнике АВС, уголъ ВАС, прямою ADi 
разд^ленъ пополамъ. Я говорю, что:
ВВ : В С = В А : АС.
Фиг, 217.
Ж.
в  в  с
Чрезъ точку С проведемъ прямую СЕ [| В А  и продолжимъ сторону 
В А  до встречи ея съ СЕ въ точке Е. Такь какъ въ треугольнике ВСЕ, 
изъ взятой на стороне точки А, проведена параллельная АВ  основанш 
СЕ, то мы имеемъ (кн. 6, пред. 2):
/
В В : В С = В А : АЕ. (1)
Но Z В А В =  Z ВАС  по условш. и Z B A D =  ZВЕС (кн. 1, пред. 29), 
следовательно Z В А С =  Z ВЕС. Но Z ВАС— Z АСЕ (кн. 1, пред. 29), сле­
довательно /.ВЕС—/.АСЕ. Откуда А Е =А С  (кн. 1, пред. 6). Подстав­
ляя въ пропорцш (1) вместо АЕ  сторону АС, найдемъ: .
♦  •
В В : В С = В А : АС.
I
2) Теперь положимъ, что мы имйемъ:
ВВ : В С = В А : АС
требуется доказать, что:
/
Z В А В =  L ВАС.
I
Соединяя точку В  съ точкою А и д!лая тоже лостроеше, ми шгЬемъ:
ВВ : В С =В А  : АЕ.
. \
Но по услов1ю:




следовательно (кн. 5, пред. 11): 
В А  : А С = В А : АЕ. 
Откуда А С ~ А Е  (кн. 5, пред. 9). 
Если А О =А Е , то £ A E C ~ £ A C E  (кн. 1, пред. 5). Но Z.AEG— 
= L B A D  (кн. 1, пред. 29) и £ D A C = /.A C E } по той же причине, сле­
довательно (кн. 1, акс. 1): 
Z B A D =  Z DAG
Примгьч. 6\ Зд4сь Симсонъ прибавилъ следующую весьма важную теорему:
Предлож. Если продолжимъ одну изъ сторонъ треугольника и разд'Ьлпмъ внешшй 
уголъ пополамъ, то равноделящая прямая, встречая нротивуположную сторону треуголь­
ника, разд^литъ ее такъ, что отрезки, заключенные между ея концами и точкою встречи 
равнодйлящей, будутъ пропорщональны остальнымъ сторонамъ треугольника; и обратно, 
если продолжимъ одну изъ сторонъ треугольника и на этомъ продолженш возьмемъ такую 
точку, чтобы отр'Ьзки стороны, заключенные между ея концами и взятою точкою, были 
пропорщональны остальнымъ сторонамъ треугольника, то прямая, соединяющая взятую 
точку съ вершиною противулежащаго угла, раздйлитъ вн'Ьшнш уголъ треугольника поиоламъ 
(фиг. 218). •
Доказат. 1) Пусть въ Треугольнике ABC внЗлпнш уголъ САЕ  разделенъ поиоламъ 
прямою АН, встречающею продолжеше противоположной стороны ВС въ точк'Ь Н, я 
говорю, что:
В Н : СИ—В А  : АС.
. I
Фиг. 218.
Чрезъ точку С проведемъ CF jl НА.! , * i ■ .
* 4 1 *  *
Въ треугольнике BCF  чрезъ точку Н, стороны ВС, проведена НА |j CF, то (кн. 6, 
пред. 2) мы имеемъ:
! В Н : СН—В А : FA. (1)
♦  *  _  > /
Но по построешю /_ EAH—Z.НАС, и EAH~-/_AFC , /_НАС—/_ACF  (ки. 1,
пред. 29), следовательно Z_ACF—Z.AFC, откуда FA—AC (кн. 1, «ред. 5). Подставляя 
въ пропорцш (1) вместо FA, АС найдемъ, что:
ВШ: СЙ ^ВА л АС.
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2) Пусть въ треугольник^ АВС на продолженш стороны ВС взята точка Н, такъ, что:
ВН: С Н = В А : АС,
я говорю, что /_САН—/_ЕАН.
Соединяя точку Н  съ точкою А  и делая тоже построете, мы будемъ им'Ьть (ен, 6, 
пред. 2):
В II : СЛ^-ВА : FА. .
Но по условш мы имеемъ:
В Н : СН—ВА  : АС,
следовательно (кн. 5, пред. 9) FA—AC. .
Если FA—AC, то /_ACF—/_AFC  (кя. 1, пред. 6). Но АН\\ CF, следовательно 
/_C F A =/JE A H  и /_FGA=/_CAH  (кн. 1, пред. 29), откуда:
/_С А Н = /Е А Н .
Слпдствге. Если въ треугольнике АВС (фиг. 219) раздЬлимъ пополамъ какой иибудь 
изъ внутрепнихъ угловъ, напримеръ /В А С ,  а также и смежный ему внеший уголъ ЕАС, 
то равноделяшдя эти углы AG и А Н  встретятъ противуположную сторону ВС въ точкахъ 




Въ самомъ деле, изъ предъидущаго мы имеемъ:
• I
BG : GC—BA  : АС, В Н : Н С =В А : АС,
.  5 ;  \
•  ( i  • I •
следовательно (кн. 5, пред. II):
BG : GC—B H : НС.
\  •
,Въ этомъ случае говорятъ, что прямая ВС въ точкахъ G и Н  разделена в нут- 
пенно п втьш-не въ одномъ и томъ же отношеши. Такое делете называется гар,моничесщмъ} 
а четыре точки В, С, G, II называются гармоническими< Попарно В,С и G,H назы­
ваются сопряженными. .
Если бы мы отсчитывали все отрезки отъ точки II, то въ пропорщю надобно под­
ставить вместо:
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B G = B H -G H  и GC=GH—CH,
т ..е . мы будемъ имйть:
BH—G H : &Н—С Н = В Н : НС,
откуда:
2 1 1 
HG Н С ^  В Н '
Предложеше 4. Въ равноугольныхъ треугольникахъ стороны, проти- 
вулежапця равнымъ угламъ, пропорщональны между собою, а соответствен­
ный стороны будутъ те, которыя лежатъ противъ равныхъ угловъ (фиг. 220).
Доказат. Пусть треугольники ABC  и В'С'В' будутъ равноугольны 
такъ, что Z А В С =  £ В 'С 'Е \ А А С В ^ А В 'Е 'С 1 и £ В А С = £ С 'В 'Е ', 
я говорю, что:




А/ \  \  
у /  \
В  о  я
т. е. сходственныя стороны будутъ иметь одно и тоже отношеше.
Поместимъ треугольникъ В'С'Е' такъ, чтобы его основаше С 'Е 1 
поместилось на продолжены основашя ВС треугольника ABC и чтобы 
точка С  совпала съ точкою С\ то А В'С’Е ’ приметъ положеше ВСЕ.
Такъ какъ Z  АВС-+- Z АСВ<С 2d (кн. 1, пред. 17), Z А С В =  Z ВЕС, 
то Z  АВС-Ь- Z В Е С < 2d, откуда стороны В А  и ЕВ, будучи продолжены 
встретятся въ точке F  (кн. 1, акс. 11). Но Z А С В = £ В Е С , следовательно 
СА |) E F  (кн. 1, пред. 29). По той же причине B F  J] СВ.
Такъ какъ въ треугольнике F B E , AC || FE, то (кн. 6, пред. 2) мы
ймеемъ:
A B :B C = A F :C E ,
.  ' •  ‘  .  I  *
но A F =C B  (кн. 1, пред. 34), следовательно!
• ■ V  ' •  1 < '  ■ '
А В : В С = С В : СЕ.
Точно также, какъ въ Л  ЕВЕ, BG Д FB, то:
D ’
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. D E ; FD—CE : BC,
t
I
но FD—AC (кн. 1, пред. 34), следовательно:
D E : AC—CE: BC.
откуда:
AB AC BC 
CD DE ~~ CE
или
A B : BC=CD : CE, AC: B C =D E : CE,
A B : AC=CD  : DE.
Cmdcmeie. Откуда видимъ, что равноугольные треугольники суть фи­
гуры подобныя (кн. 6, опред. 1). '
*  _  |  .
Предлооюете 5. Если въ двухъ треугольникахъ стороны пропорщо­
нальны, то треугольники будутъ и равноугольны, и равнымъ угламъ бу­
дутъ противулежать сходственныя стороны (фиг. 221). .
Доказат, Пусть треугольники, имйюпце пропорщональныя стороны, 
будутъ АВС и DEF, т. е/ пусть:
г
АВ  : BC—D E : EF, В С : C A = E F : FD , B A : AC=ED : DF.
Я говорю, что треугольникъ AJBC будетъ равноугольный треуголь­
нику DEF  и притомъ такъ, что:








то третШ уголъ AEGF=Z.BAC (кн.: 1, пред. 32), следовательно 
треугольникъ EGF будетъ равноугольный треугольнику ЛВС, а если эти 
треугольники равноугольны, то ихъ стороны пропорщональны (кн. 6, 
пред. 4), т. е. А В : BC=EG : EF; но мы имеемъ по условно А В : ВС— 
= Е В  : EF, откуда (кн. 5, пред. 9) EGh=EB. По той же причине FG=BF, 
а какъ EF есть сторона общая треугольникамъ EBF и EGF, то 
AEBF=zAEGF (кн . 1, пред. 8 ). Откуда:
Z GEF— Z А В С =  Z BEF, Z E F G =  Z А С В =  Z BFE,
•  •
, • *
- A E G F ^ A B A C ^ L E B F .
Предложеше 6. Если два треугольника имеютъ по два равные угла, 
заключенные между пропорщональными сторонами, то треугольники будутъ
4
равноугольны и соответственнымъ сторонамъ будутъ противулежать рав­
ные углы (фиг. 222). .
Доказат. Пусть въ треугольникахъ ABC  и B E F  Z В А С =  Z EBF  
и В А  : АС—Е В : BF. Я говорю, что A  ABC будетъ равноугольный A  BEF  
и такъ что Z А В О =  Z BEF, Z А С В =  Z BFE.
Фиг. 222.
1 1
Построимъ /.FBG— Z.BAC и ABFG— £АСВ (кн. 1, пред. 23), 
то и остальной LABC— LB G F . Следовательно (кн. 6, пред. 4): .
BA : AC=GB : BF,
S ’
но мы имеемъ по условно:
BA : АС=ЕВ : BF,
следовательно (кн. 5, пред. 11) Е В : BF=GB  : BF, откуда (кн. 5, пред. 9).
e b = g b .
Въ треугольникахъ BEF и BGF стороны ЕВ и BF равны сто-
ронамъ GD и DF  и Z ED F=Z.G D F , откуда (кн. 1, пред. 4) Z.DFG=> 
— Z DFE, , и / mD G F = Z.DEF, но Z D F G =/.A C B , следовательно 
.Z АСВ— Z DFE. Но какъ по положенно Z BAC=  Z EDF, то и третШ 
уголъ Z.AJ3C=/.DEF. Следовательно треугольники ABC vl DEF  равно­
угольны, • ; '
: Предлооюете 7. Если два треугольника имеютъ по одному углу рав-
*  %  •
N
гному и стороны, заключаются другой уголъ перваго треугольника, про- 
пОрщональны сторонамъ, заключающимъ другой уголъ втораго треуголь­
ника и если при этомъ остальные углы треугольниковъ оба или меньше, 
или не меньше прямаго угла, то треугольники будутъ равноугольны и при­
томъ такъ, что углы, заключенные между пропорциональными сторонами, 
будутъ равны (фиг. 223).
. Доказат. Пусть въ треугольникахъ АВС и DEF  Z ВАС=  Z EDF  
и стороны, заключаются углы АЁС и DEF, пропорщональны, т. е.:
v
\
А В : BC—D E : EF






1) Положимъ во первыхъ, что £ACB<id и Z EFD<C.d.
Если бы углы АВС и DEF  были неравны, то одинъ изъ нихъ, на- 
примеръ АВС больше другаго DEF, т. е. Z A B O  Z DEF,
Отложивъ въ треугольнике ABC Z АВG =  Z DEF, то, такъ какъ 
углы ВАС и EDF  равны, то и • / mA G B = /mDFE (кн. 1, пред. 32). Сле­
довательно треугольники ABG  и DEF  равноугольны и мы имеемъ (кн. 6, 
пред. 4): ‘ . • , , . .
. . A B :B G = D E :E F ,
но по условш:
А В : BC—D E : EF,
следовательно (кн. 5, пред, И):
А В : В О = А В : BG
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откуда B C ^B G  (кн. 5, пред. 9). Но если BC—BG, то Z B G C = Z B C G  
(кн. 1, пред.: 5). Ио по положенно /.BCG<C.d, следовательно и LBGC<Cd, 
а если этотъ иоследтй уголъ меньше прямаго, то его смежный уголъ 
A GB >  с?, что противоречить положешю Z D F F =  Z AGB  <  d.
Следовательно уголъ ЛВС не можетъ быть больше угла JDJEF. точно 
также онъ не можетъ быть и меньше, следовательно:
•  •
A ABC— Z  BEF.
I
2) Пусть теперь £A C B >d  и £D F E > d.
• Если въ этомъ случае, какъ и въ первомъ, предположимъ, что углы 
ABC  и JDEF неравны, то мы докажемъ, какъ и выше, что BG—BC и 
что Z  B G C =  Z.ACB>d, следовательно въ треугольнике BGC  мы будемъ 
иметь £ В GC-Лг-£GCBr>2d, что невозможно (кн. 1, пред. 17). Следова­
тельно l a b c — l d e f .
.  •  ; '4 •  .  .  .
т \
Примпч. 7. Это предложеше можетъ быть выражено слйдующимъ образомъ:
«  _ .
, Дредложенге. Если две Стороны одного треугольника пропорщональны двумъ сто­
ронамъ другаго треугольника и углы, противудежаице паре соответственныхъ сторонъ, рав*( •
иы, то углы, противулежапце другой пар1!) соответственныхъ сторонъ треугольниковъ, бу­
дутъ или равны, или сумма ихъ будетъ равна двумъ прямымъ угламъ.
Доказат. Углы, заключенные между пропорщональными сторонами, будутъ или рав-
.  и
ны или неравны. Если эти углы равны, то треугольники, имгЬя по два равные угла каж­
дый каждому, будутъ равноугольны (кн. 1, пред. 82). Следовательно намъ необходимо раз- 
смотрйть только тотъ случай, въ которомъ углы, заключенные между, пропорщональными 
сторонами, неравны.
Пусть въ треугольникахъ ABC  и B E F  (фиг. 223) /В А С ---/JE B F  и
АВ  : ВС—B E : EF,
, v 1 \ •
« , ' , 
но углы, AB C ъ B E F , заключенные между пропорщональными сторонами, неравны и пусть,
какъ выше /A B C ^ £ D E F ,  Я говорю, что: .
1 '  г г  %
*  ‘  *  \  t  .  I  % ^  !
*  *  *  1 » .
.  Z_ACB+/iBFE=^2d. . . .  ,
I 1
» • I
Въ самомъ деле, делая тоже построеше, мы найдемъ, какъ и прежде, что 
/B G A ^ /B F E ,  BG=BC, следовательно / BGC—/JBCG (кн. 1, пред. 5). Но такъL ^ \. *Л  ̂ / \ Т\ > V , < | .
какъ /_BGA-v-/_BGC=U  (кн. 1, пре^ 13), a '£ B G A = /D F E , Z.BGC=/_BCG, то мы 
и будемъ иметь:
/  ACB-h/_BFE—2d.\
1 V  _ \  ;  .  :  '  ,  ■ • .
Язь этого последнего заключен1я вытекаетъ предложеше 7.
\  .  1 :  .  ^  1 '  ■ ’  .  •  ’  '  1
Въ самомъ деле, если каждый изъ угловъ АСВ, BFJE или больше, или меньше, или 
равенъ прямому углу, то они могут^ быть; только равными.
Предлооюете 8. Если въ прямоугольномъ треугольнике изъ вершины 
прямаго у г л а ,  опустимъ на противулежащую сторону (гипотенузу) перпен­
дикуляръ, то онъ разделить данный треугольникъ на два треугольника, 
изъ коихъ каждый подобенъ целому и подобны между собою (фиг. 224).
Доказат. Пусть въ треугольнике АВС уголъ BAC^d. Я говорю, 
что перпендикуляръ АВ  делитъ треугольникъ АВС на два треугольника 
АВВ  и АСВ, подобныхъ целому АВС и подобныхъ между собою.
Въ самомъ деле, въ треугольникахъ АВС и АВВ  углы ВАС и 
АВВ  равны, какъ прямые, уголъ АВВ  обпцй, следовательно (кн. 1, 
пред. 32) £A C B —LB A B . Но въ равноугольныхъ треугольникахъ сто­
роны пропорщональны (кн. 6, пред. 4), следовательно треугольники АВС 
и АВВ  подобны (кн. 6, опред. 1).
Точно такимъ же образомъ можно показать, что ААВС  подобенъ 
ААСВ .
Разсматривая, наконецъ, треугольники АВВ  и АСВ, находимъ, что
Z ABB— Z АВС, какъ прямые, Z В А В =  Z АСВ, Z А В В =  Z САВ, какъ
•  ■
мы выше показали, следовательно и треугольники АВВ  и АСВ подобны.
■
Фиг. 224.
Слпдетвге. Изъ сказаннаго выше легко видеть, чтЬ перпендикуляръ 
А В  есть средне-пропорщональная лишя между отрезками В В  и В С  гипо­
тенузы ВС , т. е. что (кн. 6, пред. 4):
Ш : А В —А В :В С .
(
. И что каждый изъ катетовъ А В  и АС  есть средне-пропорщональ­
ная лишя между целою гипотенузою ВС  и прилежащими отрезками В В  
и ВС,  т. е. (кн. 6, пред. 4): '
B D : А В = А В : ВС и D C: АС—АС : ВС.
Л
Примт 8. Въ текста Евклида, сказано: то треугольники при перпендикуляргъ, а
не такъ какъ мы сказали: то перпендикуляръ разделить данный треугольникъ и т. д.
)
Предлооюете 9, Отъ данной прямой лиши отрезать данную ея
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Pmuenie. Пусть данная прямая будетъ АВ, требуется отрезать отъ 
нея такую ея часть, которой бы прямая АВ  была данной кратности.
Чрезъ точку А  проведемъ прямую АС, подъ произвольнымъ угломъ 
къ АВ . . На прямой АС возьмемъ произвольную точку В  и отложимъ на 
АС  столько разъ АВ, какой кратности АВ  должна быть ея части.
Точку (/ соединимъ съ Д  чрезъ точку В  проведемъ BF\\ СВ (mi. 1, 
пред. 31). Часть A F  прямой АВ  й будетъ требуемая.
. Но АС есть лишя данной кратности АВ, следовательно (кн. Ь, 
примеч. 28, пред. В) и АВ  будетъ той же кратности отъ AF.
Предложеше 10. Разделить данную прямую на части пропорщональ- 
ныя и одинаково расположенная:, частямъ другой прямой (фиг. 226)?
Ртиете. Пусть данная прямая будетъ АВ  и другая прямая АС, 
разделить АВ  такъ какъ разделена уже АС ?
Фиг. 225.
А
Въ самомъ д-Ьл-Ь, такъ какъ въ треугольнике АСВ проведена 
B F  || СВ, то (кн. 6, пред. 2): :
СВ : A B —B F : AF
или (кн. 5, пред. 18):
А С : А В = А В : AF,
Фиг. 226.
А
Пусть прямая АС въ точкахъ В  и В  разделена известнымъ обра?-
I
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зомъ. Поставимъ прямыя АВ  и АС  въ такое положеше, чтобы оне со­
ставляли, какой нибудь уголъ САВ. Соединимъ С съ В  и чрезъ точки 
В ж Е  проведемъ B F  и EG- параллельно СВ и чрезъ В  линш В К  || АВ. 
Очевидно фигуры HF  и НВ  будутъ параллелограмы (кн. 1, пред. 33), 
следовательно B H =F G  и HK—GB. Какъ въ треугольнике В  КС про­
ведена ЕН\\ СКУ то (кн. 6, пред. 2):
СЕ: Е В = К Н : НВ
или . •
C E :E B = B G :G F
Точно также въ l\AEG  проведена FB  || EG, следовательно (кн. 6, 
пред. 2): -
Е В : B A = G F : FA
и еще:
С В : B A = B F : FA.
• \
Следовательно прямая АВ  въ точкахъ F  и G разделена пропорцио­
нально частямъ прямой АС, которыя и расположены одинаково, т. е. 
подобно.
Примъъч. 9. Съ помощью этого предложешя легко разделить данную прямую АВ 
внутренио и вптипе въ данномъ отношенш (фиг. 227).
Пусть данное отношеше будетъ АЗУ: DC и пусть AD>DC.
Фиг. 227.
С
Помйстймъ Прямую АС такъ, чтобы она составляла произвольный уголъ съ данною 
ирямою АВ. Соединимъ В съ С я чрезъ точку D  проведемъ D G 11 ВС, то прямая АВ  въ 
/ точк'Ь G разделена въ отношенш A D : DC (кн. б, пред. 2), т. е.:
A G : G B = A D : DC. (1)
Отлоясимъ па прямой AD  отъ точки D  отрезокъ DF=DC. Соединимъ, найденную 
точку F  съ В и чрезъ точку D  проведемъ D S \\F B } то прямая . А В  въ точк-Ь Н  будетъ
Ф
разделена втьщпе пъ томъ же самомъ отношенш. Въ самомъ деле, мы имеемъ (кн. 6; 
пред. 2).
А И :В Н — A B :F B ,' \ \ * • '
но F B --B C , следовательно: . ' .
А Н :В Н ^ А В :В С ,  (2)
ш
„т. е. прямая АВ  въ точке Ж  разделена втьшт въ томъ же самомъ отношенш.
Сравнивая (1) и (2), мы найдемъ (кн. Ь, пред. 11):
A G :G B = A H :B H .I * * .
Следовательно точки А , G, В, Ш суть гармоничесшя (кн. 6, примеч. 6):
. •  • ’ ;  - I
I  *  в
Предложеше 11. Даны две прямыя лиши найти третью пропор- 
щональную (фиг. 228)?
Тгьшете. Пусть А Б  и АС  будутъ двй данныя лиши, такъ взятыя
t
чтобы оне составляли произвольный уголъ, требуется найти третью пропор­
циональную къ А Б  съ АС.,
.  .  • ‘  .  •  _ • *  • .
’ . Фиг. 228.
Продолжимъ лишю А Б  такъ чтобы BD—AC и чрезъ точку I) про 
ведемъ DE\\BC, то мы будемъ иметь (кн. 6, пред. 2):
Т А 4' .
А В : ВВ—А С : СЕ
> , . ч ч •
но BD—AC, следовательно:
О .
А Б i AC*=AC : СЕ.
Предложеше 12. ДадтЫ . три прямыя, линшу найти четвертую про 
дордшнальную (фиг. . 229)? ,
Pibuieuie, Пусть данныя три прямыя лиши будутъ ау &, с, найти 
четвертую пропорцюнальную?









Отложимъ на прямой BE  отъ точки В, отрезокъ B G =b  и отъ 
точки G отрезокъ GE=c. На прямой DF  отъ той же точки В  отло­
жимъ отрезокъ ВН=а. Соединимъ точки G и Н, а чрезъ точку Е  про­
ведемъ EF  || GH; то отрезокъ HF  и будетъ четвертая пропорциональная. 
Въ самомъ д^лй, мы имеемъ (кн. 6, пред. 2):
B G : G E = B H : HF
или .
Ъ : с = а : HF.
Лримш. 10. Можно откладывать вс£ три данныя прямыя отъ точки D, DG=b,




JDG : B E  '—В Н : D F '
ИЛИ
Ь : с~—а : D F . 
следовательно искомая прямая будетъ D F'.
.  ’  •  J
■ «­
I
Предложете 13. Даны двй- прямыя лиши найти средне-пропорцю- 
нальную (фиг. 280)?
•  •
Ргьшете. Пусть данныя прямыя: будутъ а и Ъ, найти средне-пропор-
щональную. Отложимъ на какой нибудь прямой одинъ за другймъ отрезки 
А В = а  и ВС=Ъ и на АС, какъ на д!аметр£, опишемъ полукругъ АВС. 
Изъ точки В  возставимъ перпендикуляръ къ АС и продолжимъ его до 
встречи съ окружностью въ точке В. Я говорю, что ВВ  и будетъ иско­
мая прямая.
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Если ,'соединим’ь , точ;ку В  съ А  и (7, то . треугольникъ 
прямоугольный (кн. 35 пред. 31) и какъ изъ вершины В
'■ Z  \  ■ м
■ ,  .  •  .  ;
Фиг! 230.
2 3 4
A B C  будетъ
прямаго угла
сс
A B C  опущенъ на гипотенузу перпендикуляръ В В , то (кн. 6, пред. 8) онъ и
у : <оудетъ искомая среднетпропорщональная прямая.
Примич. 11. Эту задачу можно решить еще двумя следующими построешями.
-  •  *  ‘  V  *  *  *  '  '
.1). На большей изъ двухъ данныхъ прямы-хь Д В  —а , . огъ точки; В  .отложимъ мель- 
шую ВС—Ь, и на большей, какъ на д1аметре, опишемъ полукругъ ADB.
Фиг. 231.







Изъ точки С возставимъ перпендикуляръ CD 'и 1гродолзшмъ его до встречи съ окруж­
ностью, въ точке D. Точку D  соединимъ съ точками А я В; полученный такимъ обра- 
зоагъ треугольникъ ADB  .будетъ прямоугольный (ки, 3, пред. 81), въ которомъ изъ вер­
шины прямаго угла D  опущенъ перпендикуляръ DC на гипотенузу-.АВ,, следовательно 
(кн. б, пред. 8) катетъ DT) и будетъ искомая средне-пропорцюнальная лишя между
А В е ВС, т. е. между данными. .
’  • # ? « .  • *  > < *  •  ■ |
2) Отложимъ на большей А'В—а отъ точки А  меньшую АС=Ъ, и на остатке ВО, 
какъ' 'па д!аметре, ‘ опишемъ 'пблукругЪ CDB, изъ точки - А  проведемъ касательную j
I  0  \  у
(ки, Щ предп 17)> т о 'эта ■касательная и будетъ искомая 'прямая  ̂ такъ : какъ мы; .1 им’вемъ 
(ка..сЗ> нред. З'б):
' . п ad^ a b . ac.
'  \
ь.




Замечу еще что эта задача уже решена предложешомъ 11. '
• _ _ _ _  . ф
При.шп> 12. Средпимъ ариометичеекимъ двухъ однородны ъ величиях напывяется
ИХЪ п о л у с у м м ы  • • • • ' ■ • • '•
Предложете а). Даны две прямыя а ж Ъ. найти прямую, которая бы были сред- 
ыимъ ариометическимъ между а и Ь (фиг. 233)? .
Ргьшете. Положимъ что а>Ъ. На неопределенной прямой OL отъ точки О, отло­





•  I  •  ♦
Раздал имъ разстояше АВ  пополамъ (кн. 1, пред. 10) въ точке О', я говлрю, что
00' п будетъ средне-ариеметпческое между а п Ь, т. с.: .
'  /  -
ОСГ=2±^.2 .
Въ самомъ деле. 00 '-—ОВ-нБО', а ВО' — — - , слЬдоватпльно:
00'=0В~\~ ОЛ—ОВ ОАч-ОВ ! аА-Ъ2 2
Предложете Ъ). Средне-ариеметическая прямая больше средне-геометрической, или
’  •  • I
средпс-пропорщонадънои (фиг. 234).
Доказат. Пусть ОА—а} ОВ—Ь. , Средне-ариеметическая. какъ мы выше видели, 
будетъ 00'. ,
. Фиг. 234. .
На АВ, какъ на дтметре опишемъ полукругъ ВС А, 
и у го ОС (кн. 3, пред. 17). Мы выше .видел п. что 0'1 есть
изъ точки 0 проведемъ касатель* 
средне-ироиорцтняльн тя между
. t
О А и ОВ. т. е. ОС*=ОА . О В—а . Ъ. Если точку касашя С соединимъ съ центромъ О полу­
'  I  м
ft ькруга ВОЛ, то изъ треугольника ООО' будемъ пм'Ьть, очевидно, 0 0 '>  ОС, по 0 0 ' = - - — ; а
. 2 8 6




Если рагность между — и V ab означимъ чрезъ 3. то будемъ иметь:
* сн-& а- ч- Ь—2 v' а&а = : — у/ ab —   ---------
или
2§=z(Va— V Ъ)\
помножая обе части на ( V а-л~ V Ъ), найдемъ:
2£( V сь н v' Ъ)*=(а -  Ъ)*.




S < ^ i T '
т. е. разность между средне-ариеметическимъ и средне-геометрическимъ двухъ прямыхъ 
всегда меньше квадрата ихъ разности, разделеннаго на восемь разъ взятую меньшую прямую.
Предложете с). Если возьмемъ средне-аривметическую 0 0 1 двухъ прямыхъ О А и 
ОВ (фиг. 235), затемъ возьмемъ средне-ариеметическую 0 0 2 прямыхъ ОВ и 0 0 г , потомъ 
средне-аривметическую прямыхъ OOi и 0 0 2 и будемъ продолжать такое действие неопре­
деленно, то точки O i, О2 , О з, • . • будутъ приближаться неопределенно къ точке взя­
той на разстоянш § АВ  отъ точки А, т. е.: '





!_ !— I.— 1_________ В
А  О, 03 04 02
Доказат, Если A J =  § АВ, B J =  {А В ,  то:
I
в
0A^=0J—2BJ, O B ^O JhB J.
Возьмемъ средне-аривметическую этихъ двухъ прямыхъ, то найдемъ:
00, -  0J— ~
Средне-ариеметическая этой последней прямой и прямой ОВ будетъ:
s
л л  л  r B J ' л т ’ B J00i~=0tf -f— —  =OJ-h *- •4 . I
Продолжая Подобнымъ образомъ, найдемъ:
ООо-zzOJ- Щ ,  0 0 4= 0 ,7н - — , . . .• 2s ’ 2Д
OOn=OJ-i- —
■ •  ■ ■ —  2 п
г
знакъ •+• когда п есть число четное, а знакъ — когда п есть число нечетное.
BJИзъ иосл&двяго выражен! я видимъ, что по м4рЬ возрасташя числа, п дробь
убываетъ неопределенно, следовательно точка On приближается къ точке J.
Предложешя (Ъ) и (с) важны при разысканш отаошешя окружности въ дiaмeтpy.
2й
Предложеше 14. Если бъ двухъ равныхъ параллелограмахъ уголъ одного 
равенъ углу другаго, то стороны параллелограмовъ, заключаются равные 
углы, будутъ обратно нропорцюнальны; и обратно, если въ двухъ параллело­
грамахъ уголъ одного равенъ углу другаго и стороны, заключаются рав­
ные углы, обратно проиорцюнальнн, то параллелограмы равны (фиг. 233).
Доказат. 1) Пусть параллелограмы АВ  и ВС равны и AFBD — 
~ A G B E .  Я говорю, что:
В В : B E = G B  : BF.
Фиг. 236.
Помйстимъ параллелограмы АВ  и ВС такъ, чтобы сторона BE  па­
раллелограма ВС  была продолжешемъ стороны ВВ  параллелограма АВ\ 
то, такъ какъ углы DBF  и GBE  равны, сторона BF  параллелограма АВ  
будетъ продолжеше стороны GB параллелограма ВС (кн. 1, пред. 14).
Такъ какъ параллелограмъ АВ  равенъ параллехдоаму ВС, то (кн. 5, 
пред. 7):
A B .F E ^ B C .F E ,
2 3 8
но (кн. 6, пред. 1):
А В : F E = B B : BE
и
В С : F E =  G B : B F
слйдог.ательно (кн. 5, пред. 11):
В В : ВЕ—& В : BF.
'  >  * *
2) По условно мы им’Ьемъ / .B B F — /.G B E  и
.  I  % 1 ■
•  •
. ВВ: BE - G B :  BF.
я говорю.. что параллелограмм АВ  и. ВС равны. Тоже, пестреете.
’  ■ »  1 •  - ■
Въ самомъ д'Ьл'Ь, мы им'Ьемъ (кн, 6, пред., I
А В : F E = B B : BE
и
B C :F E = G B :B F .
Но по условш:
Л В : BE— G B : BF,. v
следовательно (кн. о, пред. 9): '
ч  *  .  *
АВ  : FEt=BC : F E , 
откуда АВ=ВС. ■
Предложете 15. Если въ двухъ равныхъ треугольникахъ уголъ одного 
равенъ углу другаго, то стороны, заключающая равные углы, обратно про-
о  .  ■
порщоиальны; и обратно, если въ двухъ треугольникахъ, уголъ одного ра­
венъ углу другаго и стороны, заключаюпця равные углы, обратно пропорщо­
нальны, то треугольники будутъ равны (фиг. 237).
Доказат. 1) Пусть треугольники АВС и АВЕ  равны и LBAC— 
= £ D A E .  Я говорю, что:
СА :А В = Е А : АВ.
Фиг. 237,
Пом’Ьстимъ треугольники А Вб к ADE  такъ, чтобы сторона АВ  была
гсрододжен'гемъ стороны СА, то (кн. 1,; пред. 14) сторона Е А  будетъ нро- 
должешемъ стороны АВ. Соединимъ точки В  и D.
. ’  I
Такъ какъ А А В С =А А В Е , то (кя. 5, пред. 7):
239 . .
: Д А В В = А  А В Е : A  ABB. (1)
. Г ; . • ; 1 . ■I
ДЛ В С : АА В В = С А -.А В  (2)
' *  ^  ’  .  .  •И •  . . . . . . . . . .  .
A A D E :A A B D = E A :A B  (3)
откуда, соображаясь съ (1), (2), (3) (кн. 5, пред. 11), найдемъ:
С А: А В —Е А : АВ.
I  •  . * «
2) По уел obi ю мы им£емъ Z ВАС— Z В А Е  и
. СА : A D —EA  : АВ,
я-.говорю, что: ■
• , А А В .С = А А В Л  . .
Тоже построете: \  *
Въ самомъ дМ>, мы им'Ьемъ:
СА: A D —E A  : А В '
и I 9ч  ,  I  ;
& А В С : А А В В —СА: АВ,
Д А В Е : Д А В В = Е А : АВ,
откуда:
A  ABC : A  A B B — А  АВЕ: А  А В В
I  .  I
а; изъ щрй нррпойщи имеемъ (кн. , 5, пред. 9):
, • • \ \ \ * • ь
А А 1 Ю = А А В £ .
\ »
- Предложеше 16. Если четыре прямыя лиши пропорцюиальны, то 
прямоугольникъ, построенный;: ,на лфайнйхъ прямгё&ц равенъ прямоуголь­
нику, построенному на среднихъ; и обратно, если прямоугольникъ, построен­* * • V  f  . 1 « | 1 • •
ный на крайнихъ прямыхъ, равенъ прямоугольнику, построенному н а  средиихъ 
прямыхъ, то четыре; лрямыя пропорциональны (фиг. 238). . ■
. Доказат. 1) Пусть четыре прямыя лиши АВ, CD, ЕК. FL  пропор­
щональны, т. е.: - ,
А В : CD—E K : FL.
2 4 0
Я говорю, что прямоугольникъ, построенный изъ АВ  и FL, равенъ 
прямоугольнику, построенному изъ CD и ЕК, т. е;:
I I




Изъ точекъ А  и С прямыхъ АВ  и CD возставимъ перпендикуляры 
A G = F L  и С Н = Е К  и построимъ прямоугольники GB и HD,
* Такъ какъ изъ услов1я и построешя мы имеемъ;
АВ  : C D =C H : AG
то въ параллелограмахъ GB  и HD, углы равны и стороны обратно про­
порщональны, и следовательно (кн. 6, пред. 14) они равны.
2) Положимъ теперь, что прямоугольникъ GB , построенный изъ пря­
мыхъ А В  и FL, равенъ прямоугольнику HD, построенному изъ прямыхъ 
CD и ЕК. Я говорю, что четыре прямыя лиши пропорщональны, т. е. что:
А В : C D = E K : FL.
Сд£лавъ тоже построеше, и замечая что прямоугольники GB и HD 
равны, мы будемъ имЬть </BAG=/.DCH, следовательно (кн. 6, пред. 14):
А В : CD=CH: AG, 
откуда, замечая, что СН—ЖК, AG=FL, найдемъ:
А В : V1)=EK: FL.
*  .  •  I
•  ** * . » ,
Лршпьч. 13. Это предложете есть частный случай предложения 14,
tie 17. Если три прямыя лиши. нропорцюнальны, то прямо-
■ * — _
угольникъ, построенный: изъ крайнихъ, равенъ квадрату, построенному на 
средней/ и обратно, если прямоугольникъ, построенный на крайнихЪ, равенъ 
квадрату, построенному на средней, т® три прямыя лиши пропорщональны 
(фиг. 239). ’
Доказат. 1) Пусть три прямыя линш А , В, С будутъ пропорцш- 
нальны, т. е.: ' : *
А  : В = В  : С.
Я говорю, что прямоугольникъ, построенный изъ прямыхъ А я С, ра­







Возьмемъ четвертую Прямую 1 > = Д  то (кн. 5, пред. .7) ' мы будемъ
иметь: \ \
»  »
v  1следовательно (кн. 6, пред. 16) прямоугольникъ, построенный изъ прямыхъ 
А  ,и..VC4 равенъ прямоугольнику, построенному изъ прямыхъ В  и JD. Но 
прямоугольникъ, построенный изъ прямыхъ В  и D , есть квадратъ, такъ 
какъ В = В .  .. . . , .f| i V ' i | \ У ! " \ ^
2) Пусть теперь прямоугольникъ, построенный изъ А ж С равенъ квад­
рату, построенному на В. чЯ .говорю, что:
' :,-л 1' . a. v*v' V • , v \ • -
А : В—В : С
. ' : 4V : о VI
Сд^лавь тоже построете, видимъ, что прямоугольникъ изъ А  и С бу-
детъ равенъ прямоугольник ,̂ йост|6Ьнному изъ В и D , следовательно (кн. 6,
*
пред. 16):
А  • B = D - С
но 1 )= В , следовательно:
д .  <*• V
ш
Предложете 18. На данной прямой построить многоугольникъ по­
добный и подобно расположенный дарн)А?у многоугольнику (фиг. 2.40)?
Ргьшете, Пусть данная прямая будетъ АВ, а данный многоугольвдкъ 
CDKEF. Требуется на прямой А В  построить многоугольникъ подобный 





Соединимъ D  съ F  и построимъ на прямой АВ  угодъ B A G = £ D C F
• ‘  • •
и Z.ABGh= Z  CDF, следовательно, построенный A A B G  будетъ равно­
угольный треугольнику CDF. .Точно также, проведя прямую DE, на пря­
мой BG  построимъ A B G H , равноугольный треугольнику D FE  и нако­
нецъ на прямой В П  построимъ ABHL, равноугольный треугольнику D E K  
Такъ какъ углы, построенные при точке В , равны угламъ при точке Д  
то и L A B L =  Z  CDK. По той же причине Z A G H =  Z  CFE, Z. GHL— 
= / .F E K .  Въ треугольникахъ BHL  и D E K  Z B H L =  Z. DEK, следова­
тельно и Z  HLB— Z EKD- Изъ этого видимъ, что построенный многоуголь-
•  •
никъ AGHLB  равноугольный данному CFEKD.
Далее треугольники AGB  и CFD подобны, следовательно (кн. 6,
. •  I  ,
пред. 4): :
A G : AB=zCF : (JD.
Точно
имеемъ:
• •  
также изъ подобныхъ треугольниковъ BG H  и BFE  мы
B G :B H = B F :B E
• \  . М  '  :  '  '  •  . а
а изъ подобныхъ треугольниковъ BHL  и В Е К  мы югЬеыъ:
В И : B L—D E : ВК,
и
B L : Ш щ Ш : ЖЕ.
Но такъ какъ:
B G = C B BG  : B H = B F : BE.
B E :
M B
то (кн. 5, пред. 22):
АВ  : B L ^C B  : ЗЖ.
Точно также можно показать, что:
AG : G H =C F : FE
и
GH : H L = F E ; ЕЖ.
Следовательно многоугольники ABLHG и GBKEF не только равно­
угольны, но у нихъ, стороны заключаются равные углы, пропорщональны, 
т. е. они подобны.
«
Цримт. 14. Подобными многоугольниками подобно рШголожепныш называются
таие, коихъ соотв&тственныя стороны параллельны въ одномъ. и томъ же направленш. •
• а
•  * •
I
Предложеше 19. Отношеше подобныхъ треугольниковъ равно двой-
1 ■ . - , , I 1
ному отношение соответственныХъ сторонъ (кн. 5, опред. 10) (фиг. 241).
•  ' '
Доказат. Пусть данные треугольники будутъ ABC и BEF и пусть 
Z АВС= /  BEF, то:
АВ: ВС—B E : EF, 
Я говорю, что A ABC: ADEF—2(BG: EF).-
Фиг. 241.
F
Построимъ къ прямымъ ВС и EF  третью пропорщональную BG  
такъ, чтобы:
B C :E F =E F :B G .
Точку G соединимъ съ А. Такъ какъ мы имеемъ (кн. 6; опред. 1):
А В : ВС—B E : EF
или (кн. 5, опред. 13):
А В : :E F .
244
Но по построешю:
ВС : E F = E F : В  G, U)
следовательно (кн. 5, пред. 11):
A B :D E = E F :B G .
Изъ этой пропорцш видимъ, что, въ треугольникахъ ABG  и DEF  
стороны, заключаются равнее углы, ббратно. пропорщональны, следова­
тельно (кн, 6, пред. 15): .
A  AB&=ADEF.
   :  •  *  1  *  . '  - = - •  1  !  г  _  _  _  _  -  .  *
. Но изъ пропорщй (1) видимъ, что отношеше B C :B G =  2 (ВС : EF ), а 






* \  ,  .  ■ :  -  *  t
ДАВС: ААВ6 = 2  (ВС: EF)
А А В  G =  a  B E F
А А В С :} ■Л (ВС: EF).
Смьдспже. Изъ сказаннаго делается яснымъ,х что если ^три лиши
ВС, E F , BG  пропорщональны, то первая относится къ третьей, какъ
Г * 1 ' *с ■треугольникъ, построенный на первой къ треугольнику подобному и по­
добно расположенному, построенному на второй; и въ самомъ деле, мы
имеемъ: .
ВС: Б 0 = Д  ABC: A D E F .
Цримт* 15. Новые геометры выражаютъ это предложение такъ: площади подобныхъ 
треугольниковъ относятся между собою, какъ площади квадратовъ., построенныхъ на соот- 






•  С  *1
& А В С : /\A B G =-B C : BG.
. -V\ : v‘Л - -'-Д. : \
В С : E F = E F : BG,
• \
г. .
" И  )
t  «  ■ ‘
ВС: B G = U F F : QBG
Г.* ГГ \  .
Д  Л В С : AABG z=z\jEF: QBG
iv 5. Щ ^ В 0 .,и Е Ж ..
•245
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. Предложеше 20. Два подобные многоугольника могутъ быть раздй-
■ • *  *  ' .  ■ •  ■
лены на одинаковое число подобныхъ треугольниковъ, им&ощихъ между
собою отношеше, равное отношешю многоугольниковъ, а отношеше много-
1 • .  > *  ■ -
угольииковъ равно двойному отношешю соотзйтственныхъ сторонъ (фиг. 242).
Доказат. 1) Пусть данные многоугольники будутъ ABCDE и 
FGHKI и пусть сторона АВ  будетъ соответственна стороне FG. Я го­




Проведемъ д1агонали BE, ЕС, GI, Ш. Такъ какъ многоугольникъ
ABODE подобенъ многоугольнику FGHKI, то Z ВАЁ— Z GFI и
■ . \ ' . \
АВ: A E =F G : FI,
«  *
___ | * * 
следовательно треугольники АВЕ  и FGI, имея по равному углу, заклю­
ченному между пропорцш нальными сторонами, будутъ подобны (кн. 6, 
пред. 6); откуда следуетъ, что ААВЕ—AFGI, но изъ подоо1я много- 
угольниковъ мы имеемъ Z.ABC= /.FGH , 1 следовательно (кн. 1, акс. 3) 
и Z ЕВС— Z IGH. Изъ нодоб1я треугольниковъ АВЕ и FGI мы. имеемъ:
А В : BE=FG  : .GL
а изъ подобш многоугольниковъ:
А В : B C =F G : GLГ,
следовательно (кн. 5, пред. 22):
BE:BO =G I: GH.
Откуда видимъ, что треугольники ВЕС и G-IH имЬютъ Z ЕВС=
I  \  I  ^  * “  •  •  *  .  •  •  ^  « \  .  i
=  Z IGJS, какъ. мы выше показали, й эти углы заключаются между про­
порциональными сторонами, следовательно треугольники подобны. Точно\ \. \ '. I 4 *  ̂ 1 'л'>'
\  V  
t *  *% “  г  4
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тайимъ же образомъ можно показать, что треугольникъ ЕОВ пбдобенъ
» ‘ . « . . . ' • • *. . » . . .
треугольнику 1НК. Следовательно многоугольники АВСВЕ  и FGHKI
ш  •  ■
разделены на одно и тоже число подобныхъ треугольниковъ.
2) Я говорю, что мы будемъ еще иметь:
АВСВЕ :F G H K I= A A B E : A F G I= A E B C :  Д Ш =
А СЕВ : ДЯ Ж .
Такъ какъ ААВС  подобенъ AFGJK, то Z В А М =  Z GFN и 
Z АВМ— Z FGN, следовательно въ треугольникахъ АВМ  и FGN 
Z А М В =  Z  FNG, а потому треугольники эти подобны. Подобнымъ 
образомъ можно показать, что и треугольники ВМС и GNJS подобны,
следовательно:
A M :M B = F N :N G
и
B M : M C = G N : N H
откуда (кн. 5, пред. 22):
AM  : MO=FN: Ш .
Но (кн. 6, пред. 1):
АМ:МС=ААВМ: АЙВС
и
AM: МС^ААМЕ : АМЕС, 
откуда (кн. 5, пред. 11): 
ААВМ:аМВС^ААЙЁ: АМЕС
или
А  АВМ: аАМЕ^АМВС  : А  МЕС, 
откуда (кн. 5, пред. 12): 
A  A BE: А СВЕ= А АВМ: AM BC=AM : МС.
По той же причине:
\ .. • ' \
• * ' * • . 1 . • • .




Is ABE: ACBE—AFGI: AHGI, 
или (кн. о, пред. 16): 
A ABE: AFGI—ACBE: ASGL 
Проведя BJD и GK, легко показать, что: 
AC BE: AHGI=AECD: АШК, 
следовательно (кн. 5, пред. 11): 




Но (кн. 5, пред. 12) одинъ изъ предъидущихъ относится къ своему 
последующему, какъ сумма всЬхъ предъидущихъ относится къ сумме всехъ
последующих^ следовательно:
ABODE: F G H E I= A A B E : A FGI.
Но мы выше (кн. 6, пред. 19) видели, что:
Л A B E : AFGI= =2 (А В : FG)
следовательно:
ABODE: F G H K I-2  (А В : FG). (а)
Gmdcmeie 1. Если къ АВ  и FG  возьмемъ третье пропорщональ 
ное X, то мы будемъ иметь (кн. 5, опред. 10).
AM : Д = 2  (А В : FG),
следовательно:
А АВЕ: А Г О - 1 Б :  X
откуда:
ABODE: F G H K I=A B : X.
Смьдсшв'1е 2. Очевидно также, что вообще, если три дрямыя лиши 
пропорщональны, то фигура, построенная на первой прямой, относится къ 
подобной и подобно расположенной фигуре построенной на второй прямой,
, , I 1
какъ первая прямая къ третьей.
% .
^  .
Пргшт. 16. Мы уже показали въ примеч. (кп. 6, прим. 13), что пропорщя (а) мо­
жетъ быть написана такъ: • .
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A BO D E : F G H 1U = U A B : C\FG.
Предлооюете 21. Многоугольники подобные одному и тому же много­
угольнику подобны между собою (фиг. 243).
Доказат. Пусть многоугольники А  и В  подобны многоугольнику С. 
Я говорю, что А  и .В будутъ подобны.
% ’* щ % *;  9  >  .  •  1 *  . *  *  У *  .  •
•  V  I .  * ,  » . *  .  *
Ч  '
Фиг. 243.
Такъ какъ фигура А  подобна фигургЬ С и фигура В  подобна той же 
С, то ихъ стороны, заключающая равные углы, пропорщональны, следова-
' • •: . , 'ч; •. г • ‘ ; ■:
тельно фигуры А  и В  также равноугольны (кн. 1, акс. 1) и (кн. 5, пред. 11) 
стороны, заключающая равные углы, . пропорщональны; следовательно фи;
I  *  •  ’  I  » * •
гуры А я В  (кн. 6, опред, 1) подобны.
Примоьч 17. Въ настоящемъ прим^чаши я обобщу и дополню недосказанное Бв- 
клидомъ относительно подоб1я фигуръ на плоскости.
■■ Два:подобные многоугольника на плоскости могутъ имйть, одинъ относительно дру­
гаго, два различныя положешя:
1) Они могутъ быть такъ расположены, что два наблюдателя, находясь одинъ внутри 
одного многоугольника, а другой внутри другаго, будутъ оба видеть движете точки но 
контурамъ многоульниковъ, отъ соответственных ъ точекъ къ соответственным^ иъ одну 
сторону, т. е. или съ права на л4во, или съ лева на право.
Taide два многоугольника можно поворотомъ' одного изъ нихъ въ плоскости, при-
весть въ такое положеше, въ которомъ ихъ сходственный стороны будутъ параллельны въ
•  ^  - j  /  ■ . :  •  .
одномъ и томъ же направленш. или въ противу иоложн.омъ, т. е. две каодя нибудь, сход-
~; \ . - ’* t V > • Ч - V' \ X ч \ ' • • • • .
ственныя стороны будутъ составлять уголъ—0, ИЛИ—
Если въ подобныхъ многоугольникахъ ABODE  и A’B’CD'E' сходственный сто­
роны будутъ АВ  и А’В'1 ВС и В'С’, CD и C D ’, D E  и D'E', ЕЛ  и Е'А', а следова­
тельно сходственны# точки будутъ i  ir Л’, В а В?, С и G'j D  и D \ Е  и- Е '\  то, оче­
видно, наблюдатели, находясь внутри многоугольниковъ, въ какихъ нибудь , точкахъ. О
■ *  * - ’ * • < •  , ,
и О', будутъ оба видеть дви.кеше точки по контуру, одинъ отъ А  къ В, а другой отъ
  0  ’  ‘
А' въ В , оба съ л4ва на право.
/  .  •
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Предлож. а. Я говорю, что эти многоугольники можно поворотомъ въ плос­
кости, привесть въ такое положеше, въ которомъ ихъ сходственны# стороны АВ  и А' 




•  ^  ^  •  W * ф  W  •
7
•  • \  •
Доказат. Такъ какъ многоугольники О и О' подобны, то мы им-Ьемь:
АВ ВС СП B E  ЕА  
А/В' ~  В'С' ~  С'В' ~  В 'Е ' ~  Е'А!
к
и
Z®=Z®'. ZC=C', Z£=Z®', Z-E=Z^'
v
Продолжимъ стороны AB  и А'В' до встречи ихъ въ точкй L, эти стороны вообще 
будутъ составлять, какой нибудь уголъ «. Если многоугольникъ О' поворотимъ въ его 
плоскости, около точки А', такъ чтобы /_& сд'Ьлался=0, то сторона А'В' сделается па­
раллельна сторон^ А В въ одномъ и томъ же направденш. Если сторона А'В’ || АВ, а по 
условно /_В—/В ' ,  то и сторона В'С' будетъ параллельна сторонъ ВС и т. д. Много­
угольникъ О' приметъ положеше A'bcde. Таше многоугольники называются подобными и
подобно расположенными.
Если же, около точки А' поворотимъ многоугольникъ О' такъ, чтобы /_a=2d, то 
мы будемъ еще им&ть А'В' ](АВ, но въ противуположномъ направденш, въ такой же па­
раллельности будутъ и остальныя сходствепныя стороны. Многоугольникъ О' приметъ по­
ложеше A'b'c'd'e'. Таюе многоугольники называются подобными и противуположно рас­
положенными. -
•  *  '  *  в ■ .  1 . .
2) Если многоугольникъ А'В'С'В'Е' поворотимъ вм’Ьст’Ь съ плоскостью его около
‘какой нибудь оси. X Y , лежащей въ той же плоскости, такъ чтобы онъ упалъ на тужеплос-
* • •
кость другой стороной, то онъ приметъ положеше AtBiCiBxEx, которое называется сим- 
метртпымъ положешемъ относительно оси XY. Такъ какъ многоугольникъ О' такимъ 
поворотомъ ни въ чемъ не изменился, следовательно остался подобнымъ многоугольнику 
О, то говорятъ, что два многоугольника АВСВЕ  и А 1 В 1 С1 В 1 Е 1 симметрически по-
32
250
добны. Очевидно, въ такихъ многоугольникахъ наблюдатели, находящееся внутри много- 
уТольниковъ въ точкахъ О и O i , будутъ видеть движете точки одинъ отъ А  къ В  и 
другой отъ Ах къ Вх въ противуположныхъ направлетяхъ, т. е. первый наблюдатель бу­
детъ видеть движете точки отъ А къ В  съ лева на право, а второй отъ Ах къ Bt съ 
права на лево.
Следовательно, если даны два многоугольника О и Ot симметрично подобные, то, 
чтобы привесть ихъ въ такое положеше, въ которомъ бы ихъ сходственныя стороны были 
параллельны въ одномъ и томъ же направлети, или въ противуположныхъ направлетяхъ, 
надобно сначала одинъ изъ многоугольниковъ, напримеръ Ох, поворотомъ около какой 
нибудь оси X T  привесть въ положеше О', и затемъ поворотомъ въ плоскости около одной 
изъ его вершинъ, напримеръ А привесть или въ положеше^Л/Ме, или въ положенie A'b'c'd'e'. 
Следовательно подобные многоугольники всегда могутъ быть приведены въ такое по-
ложеше, при которомъ ихъ сходственныя стороны будутъ параллельны въ одномъ и томъ
■
же направленш. По этому мы и будемъ теперь разсматривать только таше многоугольники. 
Теперь я обобщу 20 предложете шестой книги Началъ Евклида. .
Пред лож. Ъ. На плоскости двухъ подобныхъ и подобно расположенныхъ многоугольни­
ковъ, по произвольно взятой точке, относительно перваго многоугольника, можно всегда найти 
такую точку, относительно втораго многоугольника, что если соединимъ первую точку
съ вершинами перваго многоугольника, а вторую съ вершинами втораго многоугольника,
»
то образуются две системы подобныхъ треугольниковъ, и при томъ подобными будутъ те,
которые имеютъ основашями сходственныя стороны данныхъ многоугольниковъ.
«  ■
Доказат. Пусть данные многоугольники будутъ ABCDE  и A'B'C'D'E' (фиг. 245).<• I . * * • • г  V' Л'
Фиг. 245.
v *
Такъ какъ многоугольники подобны, то мы имеемъ:
• \  ■
АВ ВС CD D E  ЕА
A'W' ~  В 'С ' ~  C'D' D'E' Е 'А ''
и
Z^==Z*, /_в=/_в\ ZC=Z6", Z_D=D',
Возьмемъ внутри, или вне, напримеръ внутри, многоугольника ABCDE  произволь­
ную точку О й соединийъ ее съ вершинами А, В, С, D, Е  нрямыми лишямй. Чрезъ 
точку напримеръ А', въ многоугольнике A'B'C'D'E' проведемъ прямую А'О' [) АО и по- 
строимъ на ней точку О' такъ, чтобы (кн. 6, пред. 12):
АВ АО
‘ 1А'В’ • Л!0‘ *
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Если эту точку О' соединимъ съ вершинами А', В', С', В \ Е' втораго многоуголь­
ника, то треугольники ОАВ, ОВС, ОСТ), . . будутъ аодобиы треугодьникамъ О'А'В',
О'В'С, O'C'D'. . . • ’
Въ самомъ деле, такъ какъ по построенш въ треугольпикахъ ОАВ и О'А'В' мы 
имеемъ / 0 А В —/_0'А'В' и А В : А 'В '=О А : ОА', то (кн. 6, пред. 6) f^OAB подо- 
бенъ Д О 'А'В'.
\
Изъ подоб1я этихъ треугольниковъ мы будемъ иметь /_0ВА=/_0'В 'А ', но 
/_АВС=/_Л!В'С' изъ подоб1я многоугольниковъ, следовательно /_0ВС==/_0'В'С'.
Такъ какъ изъ подоб!я треугольниковъ ОАВ, и О'А'В' мы им;Ьемъ АВ : А'В'~  
-ОВ  : О'В', а изъ подоб1я многоугольниковъ мы имеемъ А В : А'В'—ВС: В'С', то (кн. 5, 
пред. 9) ВС :В'С'—ОВ : О'В'. Следовательно (кн. 6, пред. 1) треугольники ОВС и 
О'В'С' также подобны. Точно также легко доказать, что и треугольники OCD, ODE, . . 
подобны треугольникамъ O'C'D', O'D'E', . . .
Такъ построенная точки О и О' называются соответственными, карь и точки 
А  и А', В  и В', . . . ,
Если многоугольникъ А'В'O'D'E' нанесемъ на многоугольникъ ABCDE, такъ 
чтобы точка О' совместилась съ точкою О н чтобы прямая О'А' совместилась съ пря­
мою О А, то, очевидно, и прямыя О'В', O'С, . . . ,  совместятся съ прямыми ОВ, ОС, . . . 
Такимъ образомъ многоугольникъ A'B'C'D'E' приметъ положеше abode. Въ такомъ отно- 
сительномъ положении многоугольники. ABCDE  и abode называются ъомотетичеекими.
Если многоугольникъ abode поворотимъ въ плоскости на 2с? около точки О, то онъ 
останется гомотетическимъ, но противуположнаго направдешя, т. е. сходственныя стороны 
будутъ составлять между собою уголъ=2с7. •
Такъ какъ точку О относительно многоугольника ABCDE  мы взяли произвольно 
на плоскости, то очевидно такихъ точекъ какъ О и О' есть безчисленное множество. Все 
оне называются соответственными и вместе съ вершинами, данныхъ подобныхъ многоуголь­
никовъ, составляюсь, то что называютъ подобными системами.
Если бы въ многоугольнике ABCDE  мы взяли за точку О одну изъ его вершинъ, 
то получили бы 20 предложеше этой книги. .
Теперь можно определить: что такое подобныя сиетемы точекъ на плоскости?
Если каждой точке одной системы соответствуетъ одна точка другой системы и 
при томъ такъ, что треугольникъ, образуемый какими нибудь тремя точками первой си­
стемы,1 подобенъ треугольнику, образуемому тремя соответственными точками второй си­
стемы, то тамя две системы точекъ называются подобными.
Подоб1я двухъ системъ точекъ могутъ быть одинаковыми и симметричными.
р  * 1
Предлож. с. Периметры подобныхъ многоугольниковъ относятся, между собою,
'  »  '  -  '  *
какъ сходственныя стороны.
.  ■  <  1 .  :  '  '
Доказат. Если многоугольники ABCDE  и A'B'C'D'E' подобны, то мы имеемъ:
: АВ ВС CD DE ЕА
: . . А ' В ' W C'~ C'D' D'E'~~Е'А' ’
•  ч  *  • *  .  .
\  .
•  . .  * I
•  .  •
следовательно (кн. 5; пред. 12) мы имеемъ: . , .
'  .  t  .  %
1 .  /  ‘  '  • • *  *
Ati-t-BC+CD-i-DE-hEA АВ  
A'B'-x-B'C'+C'D'-K-D'C'+E'A' “ А'В' *
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Ho AB-t~BC-hCD-hDE-bEA  есть периметръ Р  перваго многоугольника, а А'В' 
-J\~B'C'~\~C'D'-\-D'E'-\-E/A' есть периметръ Р ' втораго многоугольника, следовательно:
Р : Р'—АВ : А'В‘
или
Р  _  АВ  
Р ' “  А'В' ’
Правильные многоугольники. Правильнымъ многоугольникомъ называется такой, въ 
которомъ всЬ стороны и углы равны между собою.
Мы видели (кн. 4, пред. 5, . . . 16), что около правильнаго многоугольника можно 
описать и вписать въ него кругъ.
Цредлож. d. Два правильные многоугольника съ одинаковымъ числомъ сторонъ 
подобны; периметры такихъ многоугольниковъ относятся между собою, какъ рад1усы кру­
говъ вписанныхъ или описанныхъ, а площади ихъ относятся между собою, какъ квадраты 
радхусовъ круговъ вписанныхъ, или описанныхъ (фиг. 246).
Доказат. 1) Пусть данные многоугольники будутъ ABCDE  и A'B'C'D'E'. Такъ 
какъ стороны перваго равны между собою и стороны втораго равны между собою, то, 
очевидно, стороны одного пропорщональны сторонамъ другаго, т. е.:
А В  ВС CD D E ЕА
А'В' В'С' ~~ C'D' D'E' Е'А г )
остается только показать, что углы одного многоугольника равны угламъ другаго,
Фиг. 246.
. '  '
Для этого опишемъ около обоихъ многоугольниковъ круги О и О'. Такъ какъ сто­
роны каждаго многоугольника равны между собою, то каждая изъ сторонъ, какъ въ од­
номъ такъ и въ другомъ многоугольнике, стягиваетъ одну и туже часть окружности въ 
обоихъ описанныхъ кругахъ. Следовательно дуга В АЕ  составляетъ такую же часть ок­
ружности О, какую дуга В'А'Е' составляешь часть окружности О'. Откуда видимъ, что 
и остальныя части BCDE  и B'C'D'E' окружностей О и О' составляютъ одинаковыя части 
цедыхъ окружностей. Следовательно углы ВАЕ  и В'А'Е' (кн. 3, пред 22) составляютъ 
одинаковую часть двухъ прямыхъ угловъ, следовательно /_ВАЕ—/_В'А'Е'.
Следовательно правильные многоугольники ABCDE  и A'B'C'D'E' подобны*
2) Если многоугольники ABCDE  и A'B'C'D'E' подобны, то мы имеемъ: .
й
. Р :Р '= А Е :А 'Е '}
шаж-ABCDE : mom,.A'B'CD'E'={jAE : QA'E\
Но легко вид&ть, что /\А В Е  подобенъ Д А 'В 'В следовательно:
А Е : А 'Е '^О Е : О'Ш^ОК: О'К'
или если означимъ чрезъ М и г, и В  и г' рад1усы круговъ описанныхъ и вписанныхъ, то 
будемъ им4ть:
А Е : A'E'—B: R = r : г',
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откуда:
Р : Р~В : В—г : т‘
3) Такъ какъ изъ пропорцш:
мы им'бемъ:
А Е : А ' Е ' ^ В : В = г : г \
П А Е :  □  J 'E ' ^ Q B :  Q B = O r :  Qr'
то соображаясь съ предъидущимъ найдемъ:
площ.ABCDE : площ.A B V D 'E '—U ^  • □  #= □ **:  □»•'.
»
\  •
Предложеше 22. Если четыре прямыя лиши пропорщональны, то 
многоугольники подобные и подобно на нихъ построенные будутъ также 
пропорщональны, и обратно, если многоугольники подобные и подобно по­
строенные на четырехъ прямыхъ пропорщональны, то и четыре прямыя
линш пропорщональны (фиг. 247).
Доказат. 1) Пусть четыре пропорщональныя лиши будутъ АЪ, СВ,







‘ \ ’ V
JF  & jk  а
АЪ :CD^=JEF: GH.
»  4 »  •  1 •
•  *
Построимъ на прямыхъ АЪ и CD подобныя и подобно расположен- 
фигуръг КАЪ  и LCD «  ттпатг. irV а на ппямыхъ EF  и GH
построимъ подобны» и подобно расположенная фигуры MF и NJS, Я го­
ворю, что:
А К А В : ALCD=MF:NH.
Построимъ къ АВ ж CD третью пропорциональную Ху а къ EF и GH 
третью пропорщональною Y  (кн. 6, пред. 11), т. е.:
А В : CD—CD: X , EF:GB~GH:Y,
следовательно:
CD: X=GH: Г,
откуда (кн. 5, пред. 22):
A B :X = E F : Y.
Но (кн. 6, пред. 20, след. 1):
АВ: Х = А  КАВ: A LCD
■ i  :  I  »  •  •  (  '  ;  .  •  •  ;  .  .  '
и . . . .  .
. .. ,. EF: Y = M F : Ж ,  '
следовательно (кн. 5, пред. 11):
-  t  -
•  % .
А К А В : &ZCD=MF : Ж .
2) Пусть фигуры А КАВ, A LCD, MF, NH будутъ пропорщо­
нальны, т. е.:
А К А В : ALCD—MF: NBГ
Я говорю, что:
АВ: CD=EF: GH.
Если бы эта пропорщя не имела места, то мы бы имели:
А В : CD—E F : QR,
где QB, есть четвертая пропорциональная къ АВ, CD, EF  (кн. 6,пред. 12)
Если на прямой QB построимъ фигуру SB подобную' и подобно располо-
_  ■ * • ’ * \ ' ; 
женную фигурамъ ЖЕ и NH\ то будемъ иметь, какъ выше показали:
' 1  j  и .  2  l  Г  I ;  ■
А К А В : A L C D = M F : SR.
I
Следовательно (кн. 5, пред. 11):
M F:SB=M F:NH.
/
откуда (вн. 5, пред. 9):
SB—NH.
Но такъ какъ фигура SR подобна фигурамъ MF  и NH, то QR—GH, 
следовательно (кн. 5, пред. 7): '
А В : C D = E F : GH.
Предложенье 23. Отношеше равноугольныхъ параллелограмовъ равно 
составному отношешю ихъ сторонъ (фиг. 248).
Доказат. Пусть равноугольные параллелограмы будутъ АС и CF, 
коихъ углы BCD и ECG равны. Я говорю, что:
i/fа  л р  . DC






Поместимъ параллелограмы АС и CF такъ, чтобы стороны ВС и GC 
составляли одну прямую линш BG , то стороны FC и DC будутъ также 
лежать на одной прямой ED (кн. 1, пред. 14). Построимъ параллелограмъ
Л }' ’ : , , ' ’ ; > . • * 1 > ‘ ,
DG и возьмемъ какую нибудь, прямую лишю К. Построимъ прямыя ли­
ши L  и Ж / такъ чтобы (кн. 6, пред. 12): ,
'  '  1 .  ■ ■  ■ •  •  .  :  - .  !  ■ ■ . . .
'  • '  '  \  ■ *  ,
B C :G G = K :L  и DC:EG—L :М.
Отношеше К  къ М  составлено изъ отношешй K :L  и L : М  (кн. 6,
*
опред. 5), а эти последшя отношешя равны отношешямъ: ВС : GC и 
DC: ЕС, следовательно отношеше К: М  равно составному отношешю изъ 
сторонъ параллелограмовъ.
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Но мы тгЁеыъ (кн. 6, пред. 1):
и
AC: СН—В С : GC—K : L 
С Н : CF—JDC: E C = L : М
следовательно:
AC:CF= ВС DC GC ' Е С
Прият 18. Это предложете можно выразить сдйдующимъ образомъ: площади двухъ 
равноугольныхъ параллелограмовъ относятся между собою, какъ произведешя изъ сторонъ, 
заключающихъ равные углы, или такъ какъ треугольники составляютъ половины паралле­
лограмовъ, то площади треугольниковъ, имйющихъ по равному углу, относятся между со­
бою какъ произведешя изъ сторонъ, заключающихъ равные углы.
.  .  » •  в ш ш
•  •
Предложете 'М. Параллелограмы, построенные на д1агонали паралле­
лограма, подобны целому параллелограму и подобны между собою (фиг. 249).
Доказат. Пусть ABCD будетъ параллелограмъ, коего ддагональ есть 
АС, и пусть на этой д1агонали будутъ построенны параллелограмы EG и 
НК. Я говорю, что эти параллелограмы подобны целому АВСВ и по­
добны между собою.
Фиг. 249.
Такъ какъ CD || HG, то j^A D C ^A A G H  (кн. .1, пред. 29), точно 
также ВС || ЕК, то L ABC— L АЕК. Каждый изъ угловъ BCD, EFG 
равенъ противулоложному углу DAB , следовательно они равны и между
I
собою. Въ треугольникахъ АВС и AEF  уголъ EAF  общШ, Z АВС== 
=  jL AEF , следовательно они равноугольны, а если равноугольны, то (кн. 6 
пред. 4):
А В : В С = А Е : EF.
Но въ параллелограме противуположныя стороны равны, следова­
тельно (кн. 5, пред. 7):
2^7
А В : A D = A E : AG и DC: BC=, GF : MF
CD: A D = F G : AG.
Изъ этого видимъ, что стороны въ параллелограмахъ A BCD и 
AEFG , заключавшая равные углы, пройорщонаяьиы, следовательно (кн. 6. 
опред. 1) параллелограмы подобны. По той же причине параллелограмъ 
ABCD подобенъ параллелограму FHCK, но каждый даъ параллелогра­
мовъ AEFG  и FHCK подобенъ целому ABCD, следовательно они по­
добны и между собою (кн. 6, пред. 21).
Предлооюете 25. Построить многоугольникъ подобный данному в ран­
ный другому данному (фиг. 250)?
*  -
Вгьшете. Пусть AJBC будетъ многоугольникъ, которому искомый дол­
женъ быть подобенъ, a D  многоугольникъ, которому искомый долженъ 
быть равенъ.
Фиг. 250.
Если на прямой ВС построимъ параллелограмъ ВЕ==-Д  ABC (кн. 1, 
пред. 44), а на прямой СЕ подъ угломъ FCE—Z. CBL построимъ парал­
лелограмъ E F = D  (кн. 1, пред. 45), то ВС и CF, LE  и ЕМ лежатъ 
на одной прямой лиши (кн. 1, пред, 14). Построимъ средне-пропорщональ- 
ную GH между ВС и CF, на ней построимъ треугольникъ KGH  по­
добный треугольнику ABC (кн. 6, пред. 18). Этотъ треугольникъ и бу­
детъ искомый.
Въ самомъ деле, такъ какъ:
В С : GrH— G H : OF,
то (кн. О, пред. 20, слЬд. 2) ми имЬемъ:
ВС: O F ^/лАВС: I KGH.
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Но (кн. 6, пред. 1):
В С : C F = B E : EF, 
следовательно (кн. 5, пред. 11): '
Л ABC : A K G H = B E : EF.
Но т-акъ какъ по построение мы имеемъ А А В С =В Е , то (кн. 5, 
пред. 14) A KGH, подобный ААВС , равенъ E F ^ D .
Предложете 26. Если два параллелограма подобны и подобно' рас­
положенные имеютъ общШ уголъ, то они лежатъ на одной д1агонали 
(фиг. 251).
Доказат. Въ параллелограмм ABCD пом&щенъ параллелограмъ AF, 
подобный и подобно расположенный параллелограму ABCD и шгЬюпцй съ 
нимъ обпцй уголъ GAE. Я говорю, что д1агональ A F  пройдетъ чрезъ 
точку С.
Фиг. 251.
А  &  D
B L
Если бы д1агональ АС  не прошла чрезъ точку F, то она пройдетъ 
чрезъ какую нибудь точку П  на прямой FG. Чрезъ точку Н  проведемъ 
К П  || AD. Такъ какъ параллелограмы АВСВ и AKHG  лежатъ на одной
ддагонали, то они будутъ подобны (кн. 6, пред. 24), следовательно:
*
*
А В : A B = A G : А К
Но параллелограмы ABCD и AEFG подобны по условно, следо­
вательно мы имеемъ также:
I
А В : A B = A G : АЕ,
»
Изъ этихъ двухъ пропорщй видимъ (кн. 5, пред. 9), что АЕ—АК, 
что невозможно (кн. 1, акс. 9). Следовательно д1агональ АС не можетъ 
не пройти чрезъ точку F.
*
Сл1ьдствге. Точно также можно показать, что если два параллело-
грама подобные и подобно расположенные имеютъ проживу положные углы 
въ вершине, то ихъ диагонали составляютъ одну прямую лишю.
Предлооюете 27. Изъ всЪхъ параллелограмовъ, которые можно впи­
сать въ данный треугольникъ, наибольшей есть тотъ, котораго основаше 
есть половина одной изъ сторонъ треугольника (фиг. 252).
Доказат. Пусть A B N  будетъ данный треугольникъ, А С =  к А В  и 
AGDM  параллелограмъ, вписанный въ треугольникъ. Пусть A K F G  будетъ 
другой, вписанный въ треугольникъ, параллелограмъ; я говорю, что 




Построимъ нараллелограмъ А Е  и продолжимъ стороны GF  и K F  
до встречи со сторонами параллелограма А Е  въ точкахъ П  и L.
Такъ какъ 'АС=>СВ, то A D = C E  и А О = С Н  (кн. 1, пред. 36), но 
параллелограмы GF и F E  суть дополнешя параллелограмовъ OL и 
следовательно G F = F E  (кн. 1, пред, 43), откуда весь параллелограмъ 
ДР=гномону LBG. Но параллелограмъ <Ж> гномона LBG , следовательно 
параллелограмъ A B ~ G E > A F . Точно также можно показать, что парал­
лелограмъ А В  больше какого угодно другаго параллелограма, вписаннаго въ 
треугольнике ANB. •
Лримт. 19. Это предложеше выражено Евкдидоиъ въ другой форый, но содержа- 
Hie предложешя тоже.
ложенге 28. Данную прямую лишю разделить на так!я две 
части, чтобы изъ двухъ параллелограмовъ, одинаковой высоты, построен- 
лыхъ на нихъ, одинъ былъ равенъ данному многоугольнику, а'другой по­
добенъ данному параллелограму (фиг. 253)?
Рчьшете. Пусть А В  будетъ данная прямая, I) ’ данный параллело- 
грамъ и С данный ' многоугольникъ, который пе больше параллелограма
иодобнаго В , построеннаго на половине АВ.
Разделимъ прямую А В  въ точке Е  пополамъ и на Е В  построимъ 
(кн. 6, пред 18) параллелограмъ E B F G  подобный и подобно располо­
женный параллелограму В. Доиолнимъ его иараллелограмомъ AG. Парал-
ш
лелограмъ AG  будетъ или равенъ О, Или больше его. Если AG== С, то 






Но если параллелограмъ AG  не равенъ С, то НЕ  будетъ больше 
О, и какъ НЕ— GB, то и GB^>G.
Ноетроийъ (кн. 6, пред. 25) параллелограмъ KM i равный избытку аарал-
«
лелограма GB надъ С> При томъ подобный и подобно расположенный JD. Но 
М£аллёЖ)грамъ D  подобенъ GB, следовательно КМ  будетъ иодобенъ 
(кн. 6, пред. 21) GB. Пусть прямая K L  будетъ сторона, соответствен­
ная стороне EG. a LM  сторона, соответственная GF.
Но такъ какъ Параллелограмъ GB равенъ сумме С и КМ, то 
GB^>KM, следовательно прямая EG >.KL  и GF>LM . Возьмемъ 
X G = K L  и G O =LM  построимъ параллелограмъ XGOP. Очевидно парад- 
лелограйъ GP равенъ и иодобенъ КМ , но КМ  подобенъ GB , следова­
тельно GP иодобенъ GB, но этой причине (кн. 6, пред. 26) ихъ д1аго- 
н&ли составляютъ одну прямую лишю. Пусть эта дгагональ будетъ GPB, 
если продолжимъ Х Р  и ОР, то пусть оне встретятъ стороны AH, B F  и 
АВ  въ точкахъ I, R я S.
Такъ какъ GB=G-\-KM  и GP—KM, то гйомонъ ОВЕ^=С и какъ 
0М = Х 8  (кп. 1, пред. 43), то, прибавляя но РВ , найдемъ, что ОВ=ХВ. 
Но &В—1Е. такъ какъ АЁ==ЕВ, следовательно IE —OB. Прибавляя 
(кн. 1, акс. 1) по XS, найдемъ Что IS  будетъ равенъ целому гномону 
GBjS, но мы показали выше, что гномойъ О В Е ~ С) следовательно и 
jt9==C. Откуда видимъ, что прямая АВ  въ точке 8  разделена на тре- 
бу*ейыя дв& части.
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JIpwMibHi 20. Объ этомъ предложены надобно сказать тоже, $то сказано въ 19 при- 
мйчаиш. .
Всл&дсше предъидущаго предложешя, данный многоугольникъ пе долженъ быть 
больше подобнаго параллелограма, построеннаго на половин^ данной прямой.
Предлооюете М9. Продолжить данную прямую такъ, чтобы на целой 
прямой съ продолжешемъ и на продолженной части можно было построить, 
два параллелограма равной высоты, изъ коихъ одинъ былъ бы равенъ данному 
многоугольнику, а другой подобенъ данному параллелограму (фиг. 254)?
Доказат. Пусть АВ  будетъ данная прямая, С данный мйогоуголь- 
никъ и В  данный нараллелограмъ. Раздалимъ прямую АВ  въ точке Е  
пополамъ и на ЕВ  построимъ параллелограмъ, подобный и подобно рас­
положенный нараллелограму В  (кн. 6, пред. 18). Построимъ (кн. 6, пред. 25) 
параллелограмъ бгД, равный сумме фигуръ FB и С ж подобный D, парал­
лелограмъ ОН будетъ подобенъ FB  (кн. 6, пред. 21).
Фиг. 254.
Пусть КН  и HR будутъ стороны, соответственный сторонамъ ЕЪ и 
FE. Такъ какъ параллелограмъ ОН больше параллелограма FB, то пря­
мая Е Н  будетъ больше FL, a HR больше FE. Продолжимъ FL  и FE, 
сделаемъ FLN—KH, a FEM =H R  и построимъ параллелограмъ MN. 
Параллелограмъ МЪТ равенъ и подобенъ ОН, но ОН подобенъ ЕВ, сле­
довательно (кн. О, пред. 20) параллелограмы FB и MN  имеютъ общую
д!агональ. Проведемъ эту ;цагоиаль и дополиимъ фигуру-
Такъ какъ GH~EL-]-C  и OH=MN , то и MN=EL-hC. Отнимая 
по EL  мы найдемъ, что гномонъ LXM—C. Но прямая АЕ^ЕВ, следо­
вательно и параллелограмъ АМ=^МВ1 т. е. AM =LO  (ки. 1, пред. 43). При­
бавляя по Е Х  получимъ, что AX^LXM , но гномонъ ВХМ—С,
следовательно AX—G. Откуда видимъ, что искомое продолжение прямой 
АВ  есть ВО.
Примгъч. 21. Тоже за,м'Ь чаы!е, что н 19.
: Предложенье 30. Разделить данную прямую въ крайнемъ и среднемъ 
отношеши (фиг. 255)?
Втшете. Построимъ па данной прямой АВ  квадратъ ВС (кн. 1, 
пред. 46), а на продолженной прямой АС построимъ параллелограмъ CG, 
равдйй квадрату ВС и притомъ такъ, чтобы параллелограмъ АС  былъ 














Такъ какъ ВС есть квадратъ, то подобный ему параллелограмъ AG 
есть также квадратъ. По построешю BC=CG, отнимая по СН найдемъ 
(кн. 1, акс. 3) KB=zAG. Но К В  и AG суть равноугольные параллело­
грамы, следовательно (кн. 6, пред. 14) стороны, заключаются равные углы, 
обратно пропорщональны, т. е. мы имеемъ:
K H :H G = A H :H B
но
v  К Н = А С = А В  и H G^AH ,
следовательно:
А В :А Н =А Н :Н В .
Но АВ^> АН, следовательно АН>НВ, откуда видимъ, что прямая 
АВ  въ точке Н  разделена въ крайнемъ и среднемъ отношеши (кн. 6, 
опред. 3).
.Предложете 31- Въ прямоугольномъ треугольнике, какая нибудь фи-
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гура, построенная на гипотенузе, равна сумме фигуръ, подобныхъ н по­
добно расположенныхъ, построенныхъ на катетахъ (фиг. 256).
Доказат. Пусть ABC  будетъ прямоугольный треугольникъ, въ ко­
торомъ уголъ ВАС прямой. Л говорю, что фигура, построенная на ВС, бу­
детъ равна сумме фигуръ, построенныхъ на АВ и АС, подобныхъ и по­
добно расположенныхъ фигуре, построенной на ВС.
Фиг. 256.
Изъ точки А опустимъ на гипотенузу перпендикуляръ АВ  (кн. 1, 
пред. 12), то треугольники АВВ и ABC будутъ подобны целому ABC и 
подобны между собою (кн. 6, пред. 8). Изъ подоб1я треугольниковъ ABC
и АВВ  мы имеемъ:
В С :А В =А В :В В .
Такъ какъ три лиши ВС, АВ, ВВ  пропорщональны, то (кн. 6, 
пред. 20, след.) первая будетъ ,:акъ относиться къ третьей, какъ фигура, 
построенная на первой, относится къ подобной и подобно расположенной 
фигуре, построенной на второй, т. е.
ВС : Ш )=фиг. на ВС: фиг. на АВ.
По той же причине:
ВС : DC— фиг. на ВС : фиг. на АС.
Откуда (кн. 5, пред. 24):
ВС: BD-hDC=$EY. на ВС : фиг. на АВч-фиг. на АС 
но BC—BD-hDC, следовательно: -
ч  ■ <
•  •  .
фиг. на 7?С==фиг. иа ^.^-Ьфиг. на АС.
-  ■ •  •  *.
Предложеше 32. Если две стороны одного треугольника пропорцш-
2 U
нальны двумъ сторонами другаго треугольника и если ихъ вершины такъ 
соединены въ одной точке, что соотв'1>тственныя стороны параллельны, 
то остальныя стороны будутъ составлять одну прямую линно (фиг, 257).
Доказат. Пусть два треугольника ЛВС и DGE имеютъ общую вер-
_ •
шину С и сторона ВА  и АС пропорщональны еторонамъ CD и DE, т. е.
B A : AC==CD; DE
и В  А  || CD, а AC || DE. Я говорю, что прямыя ВС и СЕ составляютъ 
одну прямую дишю BE.
Фиг. 257,
А
Такъ какъ BA  || CD, та £ В Л С ^ £ А С Р  (кн. 1, пред. 29); по той 
же причине Z CDE— /.A C D , следовательно Z В А С =  Z CDE. Но въ 
треугольникахъ Л ВС  и BQJE и  эти углы, по условщ, заклю­
чены между пропорциональными сторонами, следовательно треугольники 
будутъ. равноугольны (кн. 6, пред. 6), откуда £ A B C = /mDCE. Но мы 
также показали, что L A C D = L B A C , следовательно ц^дый уголъ 
Z АСЕ—  Z АВС-+-Z ВАС\  прибавляя же по углу АСВ,  найдемъ, что:
Z АСЕ-+- Z А С В =  Z ВАС-ь Z АСВ-*- Z АВС.
Но
Z ВАС-ь- Z АСВ-Ъ- Z ABC=2d,
следовательно и
Z АСЕл- Z АСВ=Ы,
а потому ($н. \ л пред- %&) прямыя Ш  и СЕ состявляютъ одну прямую 
линш.
Лримт. 22. Это предложете нигде не прилагается д кррм’Ь ^о?о 090 не точно. 
Въ самомъ д'Ьлй, продолжимъ сторону ED  такъ, чтобы продолжеше D F  было равно FD  
и соедивнмъ F  съ С. Полученный треугольникъ CJ)F удовлетворяет!* предложению Ев- 
лнда точно такъ же, какъ и треугольникъ DCE, но CF и СВ не составляютъ одной пря­
мой лиши. Чтобы предложете было точно, нербходимо прибавить, что основашя должны ле­
жать на сеомйтетвенныхъ сторонахъ обёихъ параллельныхъ. Основашя CF и СВ не лежатъ
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на соответствен ныхъ сторонахъ па,раллельныхъ АВ и СВ, поэтому треугольникъ OBF но 
удовлетворяете условно и долженъ быть выелючонъ.
•  *  %
Предлооюете 33. Въ двухъ равныхъ кругахъ, или въ одномъ круг!’» 
углы, им'Ьюгще вершины свои на окружностяхъ или въ центрахъ, имеютъ 
между собою такое же отношеше, какъ и стягиваемый ими дуги; тоже от­
ношеше им'Ьютъ между собою и секторы.
Доказат. 1) Пусть въ равныхъ кругахъ, ABC и DEF, будутъ углы 
BGC и EHF , имЗнонце вершины въ центрахъ G и П, и углы ВАС и 
EDF  углы, имЪюпце свои вершины на окружностяхъ (фиг. 258). Я го­
ворю, что:
дуг.Ж?: дуг. E F =  Z BGC: Z EHF 
Z В А С : Z EDF=cen.BGC: сек .EHF.
Фиг. 258.
Возьмемъ какое угодно число дугъ КС, K L , . . .  равныхъ дуге ВС 
и также точно возьмемъ сколько угодно дугъ FM, MN , . . .  равныхъ дуге 
EF  и проведемъ прямыя GK, GL, .  . .  Н М .. . Такъ какъ дуги 
ВС , (Ж, KL  равны между собою, то и углы BGC, CGK, KGL также 
равны между собою (кн. 3, пред. 27), следовательно какой кратности дуга 
LB  дуги ВС, такой кратности уголъ #6rL будетъ угла BGC; по той же 
причине дуга NE будетъ такой же кратности дуги EF, какой кратно­
сти уголъ EHN угла EHF. й  если дуга BL  =  дуги EN̂  то / .B G L § £ E H N , 
следовательно (кн. 5, опред. 5):
дуг. В С : ду г. i£Z?== Z -В GC: Z EHF. •
Но углы BGC и EHF вдвое больше угловъ и EDF  (кн. 3,
иред. 20), следовательно (кн. 5, иред. 15):
»•
Z^6?6T: AEH F^ABAC: A EDF,
откуда:
дуг. В С : дуг.1£Р= Z BJLС : Z EDF.
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2) Я говорю еще, что:
Соединимъ В  съ С и С съ К  и возьмемъ на дугахъ BG и СК точки 
X  к О, проведемъ хорды В Х , ХС, СО, ОК (фиг. 259).
Такъ какъ въ треугольникахъ BGC и CGK  сторона GC общая, 
G B = G K  (кн. 1, опред. 15) и L B G C = L C G K , то A B G C = a CGK 
(кн. 1, пред. 26). Изъ равенства треугольниковъ мы имеемъ хорд.Ж?— 
=хорд. СК, следовательно (кн. 3, пред. 28) дуг.-ВО—дуг.СК. Такъ какъ 
дуги ВС и СК равны, то и дуги, дополняюпця ихъ до целой окружности, 
будутъ также равны.- следовательно Z.B X C = /.СОК  (кн. 3, пред. 27) и 
сегментъ ВХС  подобенъ сегменту СОК (кн. 3, опред. 2); но эти сегмен­
ты лежатъ на равныхъ хордахъ ВС и СК, следовательно (кн. 3, пред. 24) 
сег.БХ(7==сег.С(Ж; но треугольники BGC и CGK равны, следовательно и
следовательно секторы BGC, CGK, KGL  равны между собою. Точно 
также и секторы HEF, HFM , HMN равны между собою. Следовательно 
какой кратности дуга BL  дуги ВС, такой кратности будетъ секторъ BGL 
сектора BGC\ по той же причине, какой кратности дуга JSE дуги EF\ 
такой же будетъ кратности секторъ EHN  сектора EHF. Откуда видимъ, 
что если:
Фиг. 259.
сек.1? G С =сек. С GK.
Цо той же причине:
сек. KG L—C&K.CGK,
дуг .BL =  дуг. EN ,
то
сек .BGL — сек .EHN
следовательно (кн. 5, опред, 5):
дуг .ВС: дуг. сек J5 CW: ceKj SHF.
При.шьч. 23. Настоящее предложеше можно доказать еще на основанш оиределешя 
пропорциональности, изложеннаго въ примечангя 5, книги 5.
Пусть данные два угла будутъ АОВ и АО С (фиг. 260), изъ общей ихъ вершины О, 
какъ изъ деитра; нроизвольнымъ радоусомъ опишемъ дугу АСВ, разделимъ дугу, паиримеръ,
Фиг. 260.
В
АС, на произвольное число п равныхъ частей и точки д&лешя соединимъ съ центромъ О 
прямыми лишями, (кн. 3, иред. 27) уголъ АОС разделится также на п равныхъ частей.
Если теперь возьмемъ одно изъ д^лент дуги АС и будемъ его намечать отъ точки 
С но дуге ВС, то вообще мы найдемъ такое число т, что:
т =  дач-1
— дуг.АС <  дуг. АЪ <  дуг.АС.n П
Очевидно что мы будемъ также иметь:
-  /_ЛОС <  /_АОЪ <  —  Z.AOG.П • П '
Такъ какъ эти неравенства существуютъ при какомъ угодно числе п, то мы имеемъ
(кн. 5, прим. 4).
дуг .АВ : xyv.AC—/_AO B : /_АОС.
т. е. лтра дуги АВ, когда дуга АС принята за единицу, равна мгьргь угла АОВ, когда
уголъ АОС принять за единицу. Поэтому часто говорятъ неправильно; что уголъ АОВ
измеряется дугою АВ, вместо того чтобы сказать, что дуга АВ  и уголъ АОВ имеютъ 
одну меру.
к
Въ доказательстве этого предложешя уголъ BGL можетъ быть какимъ угодно крат- 
внмъ угла BGC (фиг. 259), следовательно' можетъ быть больше, на сколько угодно, пря- 
маго угла. Следовательно здесь неявно, Евклидъ оставляете ограничен1е, что рассматри­
ваемые въ Геометрш углы всегда меньше двухъ прямыхъ.
Следуюшдя три предложешя прибавлены Симсономъ, изъ нихъ третье, самое важное, 
встречается у Птоломея въ MsyaX?/ SSvvzagis.
Предлож. а. Если въ треугольнике одинъ изъ угловъ разделенъ пополамъ и про- 
должимъ равноделящую до встречи съ противулежащей стороной, то прямоугольникъ, по­
строенный изъ сторонъ взятаго угла, будетъ равенъ прямоугольнику, построенному изъ от- 
резковъ основанш вместе съ квадратомъ, построеннымъ на равноделящей уголъ (фиг. 261).
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Доказат. Пусть ABC будетъ треугольнику коего уголъ ВАС  разд'Ьленъ прямою 
АТ) пополамъ. Я говорю, что нрямоугодьпикъ, построенный изъ сторонъ АВ  и АС, ра- 
венъ прямоугольнику изъ отрезковъ BD  и DC съ квадратомъ, построенным г» на AD, т. е.:
А В . A C ^B D  . DC-hQAD.
Фиг. 261.
В
. Около даннаго треугольника АВС опишемъ кругъ (кн, 4, пред. 5) и продолжимъ 
равнодйлящую AD  до встречи съ окружностью въ точкЬ Е, соединимъ С съ Е.
Такъ какъ /_ B A D = /C A E  и / 'ABD —/_AEC  (кн. 3, пред. 21), то треугольники 
ABD  и АЕС равноугольны, следовательно (кн. G, пред. -4):
В А  : AD—EA  : АС, *
а следовательно прямоугольникъ изъ АВ  и АС равенъ прямоугольнику изъ AD  и ЕА
'  '  '  ■ I
(кн. 6, пред. 16), т. е.:
А В ■: AC—AD  . АЕ,
или
А В . A C --D E . AD-1-UAD,
но (кн. 3, пред. 35):
D E . A D =zB D . DC,
следовательно:
А В . AC—B D . DC-\-\jAD.
Предлож. Ъ. Если изъ вершины какого нибудь угла треугольника опустимъ перпен-
I
дикуляръ на противулежащую сторону, то прямоугольникъ изъ сторонъ взятаго угла бу­
детъ равенъ прямоугольнику изъ перпендикуляра и д1аметра круга., описаннаго около тре­
угольника (фиг. 262):
Доказат. Пусть изъ вершины угла ВАС  треугольника АВС опущенъ перпендику- 
ляръ AD  на сторону ВС. Я говорю, что:
А В . AC—A D . АЕ.
Такъ какъ прямой уголъ BDA—/_ECA (юн. 3, пред. 31). АЕ  есть AiaMeipb, и
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/A B D = /A E C ,  какъ вписанные въ одинъ и тотъ же сегментъ, то треугольники АВВ  
и ЛЕС равноугольны, а если равноугольны, то (ки. 6, нред. 4):
Фиг. 262.
А В : А В = А Е : АС,
откуда:
А В . А С =А В  . АЕ.
Предлож. с. Если, какой нибудь, четыреугольникъ вписанъ въ кругъ, то прямо­
угольникъ изъ д1агоналеи равенъ сумме нрямоугольниковъ изъ противулежащихъ сторонъ 
(фиг. 263). .
Доказат. Пусть АВСВ вписанный въ кругъ четыреугольникъ, проведемъ /аагонали 
АС и BI). Я говорю, что:
A C . ВВ—А В  . ВС~\-АВ. ВС.
Фиг. 263.
Построимъ /A B E —/JDBC  (вн. 1, пред. 23) и отнимемъ по углу ЕВВ , то 
(кн. 1, акс. 2)' А В В =/_Е В С ,; но уголъ BBA—/JBCE (кн. 3, пред. 21), следовательно 
треугольники АВВ  и ВСЕ равноугольны, а если эти треугольники равноугольны, то:
В В  : А В = В С : СЕ,
откуда прям. В В  . С^’—прлм. А В  . ВС (кн. 6, пред. 16). Уголъ ABE =  /JBBC 
и /JBAE—/JBBC  (кн. о, пред. 21), следовательно треугольники А В Е  и В СВ равно­
угольны, а если они равноугольны, то (кн. 6,- иред. 4):
BD  : DC—BA  : AM
откуда: ,
ирлм.ЬМ. J9(7— прям.-RD . AE.
Но мы доказали, что прям. В С . AD==u])m.BD . СЕ, следовательно:
%
прям.ВО. AD-л-щьж.ВА  . 1)С==нрям.2Ш. 02£-Ь11рям.1Ш. А Е
т. е . :
прям.2Ш . А С=и^т .ВС. A D + щ ж .В А . DC.
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ПРИБАВЛЕНЫ.
I. О м н о г о у г о л ь н и к а х ъ .
'  I
Евклидъ въ четвертой книгЬ показалъ какъ построить правильные 
многоугольники въ круге трехъ, четырехъ, пяти, шести и пятнадцати сто­
ронъ, а мы въ шестомъ примечанш, той же книги, заметили, что съ по­
мощью построений, данныхъ Евклидомъ, можно легко построить правиль­
ные многоугольники въ круг'Ь 8, 10, 12, 16, 20, 24, 30, . . .  . сторонъ. 
Въ настоящемъ прибавленш я изложу подробнее свойства многоугольни- 
ковъ, которыя намъ послужатъ основашемъ изложешя той части плоской 
геометрш, которая не находится у Евклида, именно: разыскаше числовой 
зависимости между рад1усомъ и окружностью, между рад!усомъ и площадью 
круга, задача известная въ геометрш подъ именемъ квадратуры круга.
Пусть A i , А2, А3, . . , Ат будутъ т точекъ, расположенныхъ, въ 
какомъ угодно порядке, на плоскости.
Многоугольникомъ вообще называютъ фигуру, образованную непре- 
рывнымъ рядомъ прямыхъ AiJ -з, A 2A:i, АЯА4, . . , съ услов1емъ, чтобы 
фигура была замкнутая, т. е. чтобы последняя прямая была А,пА{ .
Къ ка лсд ой изъ точекъ А, въ такой фигуре, примыкаютъ две пря­
мыя, которыя образуютъ въ этой точке два угла, коихъ сумма равна 4$. 
Какъ одни такъ и друие, изъ этихъ угловъ, принадлежатъ многоугольнику, 
но icaicie т, изъ этихъ 2т угловъ, считать за углы даннаго многоуголь­
ника, это, подъ известнымъ услов1емъ, остается совершенно произволь­
ными
Вотъ какъ определяются те углы, которые принимаются за углы 
многоугольника.
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Возьмемъ, напримеръ, многоугольникъ A 1A2A3A/tA5Ai)A7 (фиг. 264), 







A tB  было равно всему периметру многоугольника. Станемъ на прямой AtB
«  .
лицемъ къ стрелке и вообразимъ, что правая сторона прямой А ХВ  окра­
шена б^лой краской, а левая черной. Переломимъ прямую А {В  въ точке 
А х и наклонимъ ее такъ, чтобы они прошли чрезъ точку А3 , переломимъ 
въ точке А2 и наклонимъ такъ чтобы она прошла чрезъ точку А3 и бу­
демъ продолжать подобнымъ образомъ до' техъ поръ, пока не замкнется 
многоугольникъ въ точке А { . Этимъ способомъ мы отделяемъ одну поло­
вину угловъ многоугольника отъ другой: одна изъ нихъ заключена между 
белыми частями поломанной прямой А ±В, а другая между черными. Какъ
4
те, такъ и друие суть углы многоугольника, но этимъ именемъ будемъ
s
называть только ту половину изъ 2т угловъ, которой сумма будетъ менъ-
•  «  .
ше. Если сумму этихъ угловъ назовемъ чрезъ м, то сумма другой поло­
вины будетъ очевидно 4md— о.
Вьтукльгмъ многоугольникомь называютъ такой, периметръ котораго 
прямая, проведенная въ произвольномъ направленш, не можетъ пересечь 
более какъ въ двухъ точкахъ. Но такое определеше во первыхъ не точно, 
а во 2-хъ темъ неудобно, что требуетъ без.численнаго числа пробъ, по­
этому дали другое, именно: выпуклимъ многоугольникомъ называется та­
кой, въ которомъ нетъ ни одного угла, въ выше сказанномъ смысле, 
больше 2d, т. е. въ которомъ все углы вогнуты (кн. 1, прим. 5).
Въ такомъ многоугольнике прямая Ai Д  ломаясь въ точкахъ ,
.  i -
А %, Ая, . . наклоняется всегда въ одну сторону не возвращаясь назадъ, 
такъ что если чрезъ произвольно взятую точку О на плоскости будемъ 
проводить параллельныя темъ направлешямъ, которыя принимаетъ прямая
.  v  '  *  •  •
AtB, ломаясь, то углы, которые они составляютъ съ первоначальнымъ на- 
правлешемъ, постоянно возрастают^




а- Ai . - ' Ъ г
Относительно перваго многоугольника прямая около точки О, при­
нимая направлешя параллельныя сторонамъ многоугольника, сд^лаетъ 
одинъ полный оборотъ, а относительно двухъ другихъ многоугольниковъ 
она сдйлаетъ два полныхъ оборота, следовательно, въ первомъ случае, 
сдЬлаетъ уголъ въ 4<2, а во второмъ она сделаетъ уголъ въ Sd.
Изъ фигуръ втораго и третьяго многоугольника мы видимъ, что пря­
мая можетъ пересечь ихъ периметръ более чемъ въ двухъ точкахъ, а 
следовательно, по первому определенно, они не были бы выпуклые. •
Напротивъ многоугольникъ (фиг. 264) не будетъ выпуклый, такъ какъ 
онъ неудовлетворяетъ условно определешя, потому что прямая, ломаясь 
около точекъ А { , А 2, А3 , . . . въ некоторыхъ точкахъ, напримеръ въ 
точке А2 , возвращается назадъ.
Въ выпуклыхъ многоугольникахъ те углы, которые мы назвали выше 
вообще углами многоугольника и изъ которыхъ каждый меньше 2d, мы бу­
демъ называть внутренними, а остальные внешними.
Теперь мы исключительно будемъ заниматься только выпуклыми 
многоугольниками.
Предлооюете 1. Если въ выпукломъ многоугольнике продолжимъ сто­
роны въ одномъ направлены, то сумма угловъ, которые эти продолжешя 
образуютъ, съ прилежащими сторонами) равна 4dh, где h есть число иол-
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ныхъ оборотовъ, которые едйлаетъ прямая, проходящая чрезъ какую ни 
будь точку на плоскости,. принимая последовательно положешя параллель 
ння веЬмъ сторонамъ многоугольника (фиг. 266). .
Доказат. Пусть данный выпуклый многоугольникъ будетъ A,AS.. Л9
• I
Фиг. 266.
продолжимъ стороны A tA3 i A 2Aa, A3A/t, . . по направлен!ю стр'Ьлокъ. 
Я говорю, что сумма внешнихъ угловъ при точкахъ А { , А г , А 3 , . . А9 
равна 4<?.2 при двухъ оборотахъ и 4d.h при h оборотахъ.
Въ самомъ д М , если чрезъ произвольно взятую точку О въ плос­
кости многоугольника проведемъ прямыя OBt , ОВ2, 0В 3, . . ,  параллельныя
' ; • . . • • . . •> ■ . : ' • V. ' ■ И
сторонамъ A tAa , А 2АЛ, А3А 2, . . , то мы будемъ иметь:
.  *  * • ,  ,  '  * . • . * *
•  ; ;  .  ■ .  .  < . .  „  '  .  •  :  •
£ А ,= £ В ,О В .г , L А L В р В , . . .
. - • *  '
,  s  " •  '  -  '
Но прямая ОВ1 делаетъ два (h) полныхъ оборота, когда возвра­
щается въ первоначальное положеше, ОВ{ , следовательно сумма всехъ 
угловъ B fiB 2, В20В3, . . равна 4^.2 (4d.h).
. Теперь легко показать чему равиа сумма в ну трен нихъ угловъ во вся­
ком!» выпукломъ многоугольнике. .
Предложете 2. Во всякомъ выпукломъ многоугольнике сумма внут-
• •  ■ ■ •
реннихъ углОвъ равна 2d взятымъ столько разъ, сколько сторонъ безъ 
удвоеннаго число полныхъ оборотовъ, которые делаетъ периметръ много­
угольника, чтобы возвратиться въ точку исхода.
.  0  *  *  •  .
Доказат. Пусть данный многоугольникъ будетъ иметь т сторонъ и 
пусть периметръ его делаетъ h оборотовъ, чтобы замкнуться. Я говорю,
‘  .  *  '  '  ‘  '  -  .  V '  '  '  '  '
что сумма внутреинихъ угловъ равна 2d(m—2h).
• 1 !
Въ самомъ деле, въ каждой вершине многоугольника A tA2 ..  (ф. 266),
• * .  .  I  1 '  .  » *  .  ■ ■ # • ’  * ■ • ■
напримеръ въ A i , АА^А. А̂ -Л-L A x—2d, следовательно, при всехъ 
вершинахъ сумма этихъ ^угловъ будетъ равна 2md. , Если отъ, этой суммы
i
отнимемъ сумму угловъ АЛУ А, , А3, . . которая, какъ мы выше видели 
равна 4dli, то найдемъ, что сумма St вс'Ьхъ внутреннихъ: угловъ много­
угольника будетъ равна:
* • :  '  .
# ,= 2 $  (т—2h).
'  ‘  •  1 V  -
Смьдстш 1. Такъ какъ въ каждой вершине многоугольника сумма 
угловъ равна 4$, а при вс'Ьхъ вершинахъ эта сумма будетъ 4тс?, то отни­
мая отъ этой суммы сумму 8i внутреннихъ угловъ многоугольника, полу­
чимъ сумму S2 внешнихъ угловъ многоугольника: •
S2-==:2d (шН~2Ji).
С.тдствге 2. Если h =  1, т. е. если периметръ вынуклаго многоуголь­
ника состоитъ изъ одного оборота, то мы иолучимъ изв'Ьстныя выражешя 
для S, и S.>:
S{= 2d  (iш—2), S.,=2d (т-\-2).
1 ’ ' . v
C.mdcmeic 3. Если въ выражении
Sl~2d(m —21г)
т—2h=1, следовательно число сторонъ будетъ ш =2/м~1, то Ss—2$, т. е. 
въ многоугольникахъ съ иечетнымъ числомъ сторонъ 2/г-Ы, где h есть 
число оборотовъ периметра многоугольника, сумма внутреннихъ угловъ 
равна 2d. Изъ этого видимъ, что не въ одномъ треугольнике сумма внут­
реннихъ угловъ равна 2d, она равна 2d и во всехъ мпогоуголъникахъ съ 
нечетнымъ числомъ сторонъ, иолученныхъ, полагая въ выражеши ш==27и-1, 
]г— 1, 2, 3, 4, . . .
Если h—1, то имеемъ треугольникъ.
Если /г—2, то мы имеемъ иятиугольникъ, коего периметръ дЬлаетъ 
два оборота. .
Если Ь—3, то мы имеемъ семиугольникъ, коего периметръ делаетъ 
три оборота и т. д.
Слчьдствъе 4. Если въ выраженш:
. •
:  1 '  * .  *  .
Sy—2d (ш—2/i)
t  ■ •
т—2/г~~2, следовательно число сторонъ будетъ м = 2 /и -2 , то &\~±d. Изъ
в  ■




ловъ равна 4Д она равна 4d и во вс&хъ многоугольникахъ съ четннмъ 
числомъ сторонъ, полученныхъ, полагая Ъ=. 1, 2, 3, 4. . .
Если &=1, то мы имеемъ четыреугольникъ.
Если 7&=2, то имеемъ шестиугольникъ, коего периметръ делаетъ два 
оборота и т. д.
Cmbdcmeie 5. Изъ выражешя Si= 2d(m —2h) легко видеть, что есть 
только два рода выпуклыхъ пятиугольниковъ. Во всйхъ пятиугольникахъ 
перваго рода сумма внутреннихъ угловъ равна 6(2, периметръ ихъ делаетъ 
одинъ оборотъ, а во всЬхъ пятиугольникахъ втораго рода сумма внутрен- 
нихъ угловъ равна 2d, периметръ ихъ делаетъ два оборота (фиг. 267).
Фиг. 267.
Изъ того же выражешя видно, что есть три рода семиугольниковъ: 
къ первому роду принадлежатъ тате, въ которыхъ сумма #,=10(2, ихъ пе­
риметръ делаетъ одинъ оборотъ, ко второму принадлежатъ тате, въ кото­
рыхъ £<=6(2, ихъ периметръ д&лаетъ два оборота, наконецъ къ третьему 
роду принадлежатъ таше, въ которыхъ $,=2(2, ихъ периметръ делаетъ 
три оборота (фиг. 26В).
Фиг. 268.
Девятиугольниковъ есть четыре рода (фиг. 269):
1-Й родъ, $5=14(2, число оборотовъ h =  1
2-й „ Si—lOd, „ я h—2
3-й п 6(2, , я я 7я<=3
4-й }, 2(2, „ „
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Фиг. 269.
Легко видеть, что есть пять родовъ одиннадцати у го льниковъ и т. д. 
Вообще если число ш есть нечетное, то давая числу h всЬ значешя
отъ 1 до
т
включительно, получимъ всЬ роды многоугольниковъ, имЗда-
т—1щихъ ш сторонъ, следовательно такихъ родовъ есть
. * 
Чет ыреу го льниковъ есть только одинъ родъ, въ нихъ
Шестиугольниковъ есть два рода (фиг. 270);
1--й родъ, St=Sd, число оборотовъ Ь==-1,




Восьмиугольниковъ есть три рода (фиг. 271):




















Если пь есть число четное, то давая числу Ь все значешя отъ 1 до
——  включительно мы иолучимъ всгЬ роды многоугольниковъ, имйющихъ
**  2
ш сторонъ, следовательно такихъ родовъ есть ——  .
т— 2
U. Правильные многоугольника.
Между выпуклыми многоугольниками особеннаго внимашя заслужи- 
ваютъ правильные, которыми мы теперь и займемся.
Пусть окружность круга будетъ разделена на т равныхъ частей. 
Начиная'съ какой нибудь точки делешя, поставимъ, последовательно, на 
точкахъ делешя, нумера 1, 2 , В, 4 , . . , т. Если проведемъ между после­
довательными точками делешя пряМыя, т. е. соединимъ 1 съ 2 , 2 съ 
3, 3 съ 4, и т. д., то получимъ первый выпуклый т стороннш правиль­
ный многоугольникъ. '
Возьм:емъ теперь, какое нибудь число h меньше отъ т и взаимно­
* •  ч
простое съ нимъ. Начиная съ точки 1 соединимъ, последовательно ио h
т-хъ частей окружности хордами. Такъ какъ 1ь есть число взаимно простое
*  ■ * . .  ■
съ т, т. е. не имеетъ съ нимъ общей меры, то возвратиться въ точку
исхода 1, не иначе возможно, какъ только пройдя чрезъ все т точекъ.
• * ! . ’ : , : ; •
Такимъ образомъ образуется правильный, также выпуклый многоугольникъ, 
имеюнцй т сторонъ и т угловъ: 1, 2, 3, . . , т. Очевидно, что это бу- 
детъ тотъ-же самый многоугольникъ, который мы построимъ, если будемъ 
соединять хордами по т—h т-хъ частей окружности. Точно также если 
возьмемъ, какое нибудь, другое число д К т  и взаимно простое съ нимъ 
то, соединяя по д т-хъ частей окружности построимъ другой правильный 
многоугольникъ, имеющш т сторонъ и т угловъ 1, 2, 3, . . , т. Соеди­
няя по т—д т-хъ частей окружности, построимъ тотъ-же многоугольникъ 
и т. д.
Изъ этого видно, что можно построить столько правильныхъ много­
угольниковъ, имеющйхъ т сторонъ, сколько е&ть чиселъ- меныиихъ числа 
т и взаимно-простыхъ съ нимъ. Но такъ кащь' многоугольникъ, построен­
ный, соединяя по h т-хъ частей окружности,, есть въ тоже время и много­
угольникъ построенный, соединяя по m—h т-хъ частей окружности, то - * •
следовательно можно построить правильныхъ многоугольниковъ столько,
I т— 1
сколько есть чиселъ взаимно-простыхъ съ т отъ (| до ——  .
Если т есть число простое, то число правильныхъ многоугольни-
v х т — 1
ковъ, имеющихъ ш сторонъ, очевидно, будетъ ■——  . ,
Мы выше видели, что число родовъ многоугольниковъ выпуклыхъ,
v т— 1 т—2 -им'бющихъ т  сторонъ есть или — — или ——  , смотря иотому будетъ-ли
число т  нечетное или четное. ......
•  ’  •  ■ 1 • •
Иравильныхъ же выпуклыхъ многоугольниковъ, и&гЬющихъ т  сто-
* » •  ' . • . ■ • « ,• ' • • * • '
*
ронъ, будетъ столько родовъ, сколько есть чиселъ въ ряду 1, 2, 3, . . ,
т— 1——  взаимно-нростыхъ съ т.
Изъ всего сказаннаго выше видимъ, что правильныхъ треугольниковъ
есть одинъ. Въ немъ сумма угловъ равна 2d. . ....................




Первый правильный пятиугольникъ получится когда, разд^ливь ок­
ружность на пять равныхъ частей, мы соединимъ нумера 1 съ 2, 2 съ 3, 
3 съ 4, 4 съ 5 и 5 съ 1 (фиг. 272). Это обыкновенный правильный пяти­
угольникъ, въ которомъ сумма внутреннихъ угловъ равна 6$.
Фиг. 272.
Другой правильный пятиугольникъ мы получимъ, когда соединимъ 
нумера 1 съ 3, 3 съ 5, 5 съ 2, 2 съ 4 и 4 съ 1. Это будетъ звгьздный 
пятиуголъ'никъ. Въ немъ периметръ дЬлаетъ два полныхъ оборота, прежде 
чг1шъ онъ возвратится въ точку исхода, следовательно въ немъ 1г=2, а 
поэтому сумма внутреннихъ угловъ равна 2d, какъ и въ треугольнике 
(фиг. 273).
Фиг. 273.
В ъ . первомъ пятиугольнике первая сторона стягиваетъ дугу
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равную — окружности, а во второмъ она
• О . •
ружностей.






такъ какъ въ этомъ случай
число 3.!
•  • .
Первый правильный семиугольникъ получится, когда, раздЬливъ ок-
ружностъ на семь равныхъ частей-, соединимъ нумера 1 съ 2, 2 съ 3, 3
съ 4, 4 съ 5, 5 съ 6, 6 съ 7 и 7 съ 1. Это обыкновенный правильный
*  .  *  *  *
выпуклый семиугольникъ (фиг. 274).
Фиг. 274. .
Сумма угловъ въ такомъ многоугольник^, какъ известно изъ фор-
в л
  4
мулы 2d (п— 2), равна 10d>
Второй правильный семиугольникъ получится, когда мы соединимъ ну­
мера 1 съ Ъ, 3 съ 5, 5 съ 7, 7 съ 2, 2 съ 4, 4 съ 6 , 6 съ 1 (фиг. 275),
' •
• .
* *  I -
Фиг. 275.
Периметръ этого многоугольника дФлаетъ два оборота, чтобы возвра­
титься въ точку исхода, следовательно 2 , а поэтому изъ выражешя 
—2h) мы найдемъ, что сумма внутреннихъ угловъ будетъ равна 6с2.
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ТретШ правильный семиугольникъ, получимъ, если соединимъ нумера 
1 съ 4, 4- съ 7, 7 съ 3, 3 съ 6 , 6 съ 2, 2 съ 5, 5 съ 1.
Фиг. 276.
Периметръ этого семиугольника дйлаетъ три полныхъ оборота, чтобы 
возвратиться въ точку исхода, следовательно, въ этомъ случае Ь—3, а 
поэтому изъ выражешя 2d (т—2/г) найдемъ, что сумма внутреннихъ уг­
ловъ равна 2d, какъ и въ треугольнике.
Такъ какъ чиселъ менынихъ девяти и взаимно простыхъ съ нимъ
/
есть 6, то правильныхъ девятиугольниковъ будетъ числомъ 3.
Чиселъ меньпшхъ и взаимно-простыхъ съ числомъ 15 есть 8, сле­
довательно правильныхъ нятнадцатиугольниковъ есть 4.
Легко показать, что между правильными многоугольниками съ нечет­
нымъ чТсломъ сторонъ есть всегда такой, въ которомъ сумма внутреннихъ 
угловъ равна 2d, какъ и въ треугольнике.
Предложенье 3. Между правильными многоугольниками съ нечетнымъ 
числомъ сторонъ есть всегда одинъ, въ которомъ сумма угловъ равна 2d.
Доказат. Чтобы сумма угловъ въ многоугольнике съ нечетнымъ чис­
ломъ сторонъ была равна 2d, необходимо, чтобы въ выражены 2d(m—2h), 
где т есть число нечетное, т— 2%=1. Определяя h изъ этого уравнешя,
найдемъ, что &= Ш - . Но если т есть число нечетное, то легко видеть,
т—-1 т— 1что — — есть число взаимно-простое съ т, а если — — есть число взаим-
Z и
но-простое съ т, то существуетъ правильный многоугольникъ, имеющШ т 
сторонъ и въ коемъ сумма угловъ равна 2d.
Следовательно есть правильные многоугольники 3, 5, 7, 9, 1 1 ,1 3 ,1 5 ,.. 
сторонъ, въ которыхъ сумма угловъ равна 2d.
Перейдемъ къ многоугольникамъ съ четнымъ числомъ сторонъ.
Во первыхъ заметимъ, что нетъ ни одного правильнаго многоуголь­
ника съ четнымъ числомъ сторонъ, въ которомъ бы сумма угловъ была 
равна 2d. Это видно изъ формулы 2d (т—2h), въ которой, въ этомъ слу­




Изъ формулы 2d (т— 2h), полагая w = 4 , мы видимъ, что есть только 
одинъ правильный четыреугольникъ, такъ какъ h можетъ быть только 
равно единице. Мы видели выше, что есть одинъ только родъ четыреу­
гольниковъ и между ними одинъ правильный— это квадратъ. Мы видели 
также, что сумма угловъ во всякомъ четыреугольнике равна id .
Такъ какъ чиселъ меныпихъ шести и взаимно-простыхъ съ нимъ 
есть два, то следуетъ изъ выше сказаннаго, что есть только одинъ пра­
вильный шестиугольникъ, между темъ какъ есть два рода выпуклыхъ 
шестиугольниковъ. Въ одномъ роде сумма угловъ равна 4dy а въ другомъ 
эта сумма равна 8й, къ этому последнему роду принадлежитъ и правиль­
ный шестиугольникъ въ которомъ сторона (кн. 4, пред- 15) равна рад1усу 
описаннаго круга.
Мы видели, что выпуклыхъ восьми у 1'ольниковъ есть три рода, а такъ 
какъ чиселъ меныпихъ восьми и взаимно-простыхъ съ нимъ есть четыре, 
то правильныхъ восьмиугольниковъ есть только два, въ одномъ обыкновен­
ному правильномъ восьмиугольнике сумма угловъ равна 12d, а въ дру­
гомъ, звездиомъ, который получимъ если соединимъ нумера 1 съ 4, 4 съ 7, 
7 съ 2, 2 съ 5, 5 съ 8 , 8 съ 3, 3 съ 6 и 6 съ 1, сумма угловъ равна 




Мы видели, что выпуклыхъ десятиугольниковъ есть четыре рода, и 
такъ какъ чиселъ меныпихъ десяти и взаимно-простыхъ съ нимъ есть 
четыре, то правильныхъ десятиугольниковъ есть всего два. Одинъ обыкно­
венный, въ которомъ сумма угловъ равна 16$, и другой звездный, въ ко­
торомъ периметръ делаетъ три оборота, следовательно &=3, а поэтому 
сумма угловъ въ этомъ десятиугольнике равна 8d.
t « .
Предложение. 4. Между правильными многоугольниками съ четно-чет-
.  j  ,
нымъ числомъ сторонъ есть всегда такой въ которомъ сумма угловъ равна 
i d  и это наименьшая сумма угловъ въ такихъ миогоуголвникахъ. Въ много-
ш
угольникахъ .же съ четио-нечетнымъ числомъ сторонъ наименьшая сумма 
угловъ будетъ Sd,
Доказат. Въ самомъ деле, если число т есть четно-четное, т. е.
%
имеетъ форму такую т =  2п. р, то легко вид'Ьть, что — — 1 есть число
7У1взаимно-простое съ т, следовательно, полагая 7г== -  —1 , изъ формулы 
2d(m —2/г), найдемъ, что сумма угловъ въ такомъ многоугольнике равна id .
Если-же число ш есть четно-нечетное, то число — —2 простое, сле-
7 ш v 2 .
довательно, полагая h— — — 2, найдемъ, что сумма угловъ въ такихъ
многоугольникахъ равна Sd.
Изъ этого видимъ, что между правильными многоугольниками съ 4 , 
8, 12, 16, 20, 24, . . . сторонами есть всегда родъ въ которомъ сумма 
угловъ равна 4d.
А между многоугольниками съ 6, 10, 14, 18*, 22 , 26, . . . сторонами 
есть всегда родъ, въ которомъ сумма угловъ равна Sd.
О звездномъ пятиугольнике упоминается въ первый разъ у Боещя, 
но есть данныя, по которымъ можно заключить, что онъ былъ уже извес- 
тенъ Пиеагору. Въ ХШ веке Кампанусъ въ своихъ комментархяхъ Евклида 
упоминаетъ о немъ.
Кирхеръ (Kircher) въ своей Arithmologia упоминаетъ о звездномъ пяти­
угольнике и разказываетъ при какихъ таинственныхъ обстоятельствахъ его 
употребляли. Парацельсъ, известный химикъ XYI века смотрелъ на звезд­
ный пятиугольникъ, какъ на эмблему здоровья! Только въ XIY веке гео- 
метръ Брадвардини (Bradvardini)* обобщилъ Teopiio звездныхъ многоуголь­
никовъ, распространивъ ее на многоугольники съ болыпимъ числомъ сто­
ронъ.
Въ этомъ сочинещи онъ находитъ, что сумма угловъ въ звездномъ 
пятиугольнике, какъ и въ треугольнике, равна двумъ прямымъ угламъ и 
мноия друия свойства.
Но истинный творецъ звездныхъ многоугольниковъ есть Poinsot, кото­
рый далъ ихъ полную Teopiio въ мемуаре*. Memoire sur les polygones et les 
polyfcdres.
Вотъ все, что можно сказать вообще о многоугольникахъ, остается 
только вычислить стороны некоторыхъ правильныхъ многоугольниковъ, впи­
санныхъ въ круге и показать числовую зависимость между стороною пра­
вильнаго многоугольника, имеющаго п сторонъ и стороною также правиль­
наго многоугольника, но имеющаго въ двое более сторонъ.
* Въ сочиыенш Geometria speculativa Thorne Bradvardini . . . Parisiis. 1496.
ш
Ш . Числовые выражешя для правильныхъ многоугольниковъ трехъ, четырехъ,
пяти, шести, десяти сторонъ, вписанныхъ въ кругъ.
Евклидъ, въ 4-й книге, въ 15 предложешй, показалъ, что сторона 
правильнаго шестиугольника, вписаннаго въ круге, равна рад1усу круга, ко­
торый мы будемъ обозначать всегда чрезъ г .
Предложете 5. Определить сторону правильнаго треугольника, впи­
саннаго въ кругъ, коего рад1усъ есть г  (фиг. 278)?
Ргьшете. Зная, что сторона правильнаго шестиугольника, вписаннаго
/
въ круге, равна рад!усу круга, легко определить сторону правильнаго 
треугольника, вписаннаго въ кругъ. Въ самомъ деле, пусть А ВС  будетъ 
сторона шестиугольника, вписаннаго въ кругъ О. Если проведемъ д1аметръ 
ВОС  и соединимъ точку А  съ С, то очевидно, хорда А С  и будетъ сто­
рона искомаго треугольника. Такъ какъ уголъ В АС  есть прямой (кн. 3, 




ВС * = А В  *Ч-АС \
Но А В = г ,  В С = 2 г , следовательно:
4:Г2—г2-{ -А С \
откуда;
' . Ж Г =Зг*,'
Означая А С  чрезъ хг и, извлекая квадратный корень, найдемъ:
X f= f  / з .
Предложете 6. Определить сторону квадрата, вписаннаго въ кругъ?
Ргьшете. Если въ круге вписанъ квадратъ, то его д1агональ равна 
д1аметру круга 2г, следовательно сторона квадрата, которую означимъ 
чрезъ , будетъ:
•  Я = г / 2 .
ш
. . Предлооюете 7. Определить сторону правильнаго десятиугольника и 
пятиугольника, вписанныхъ въ кругъ?
Р'гъшетс. Въ четвертой книге Евклида (кн. 4, пред. 11) мы видели 
какъ построить въ круге правильный пятиугольникъ, а въ примечанш 
шестомъ, той же книги, показали какъ построить правильный десятиуголь- 
никъ и какая зависимость существуетъ между стороною десятиугольни­
ками и рад1усомъ круга, въ которомъ онъ вписанъ. Въ упомянутомъ при­
мечанш мы показали что сторона правильнаго десятиугольника, вписан­
наго въ круге, равна большей части рад1уса, разделеннаго въ крайнемъ и 
среднемъ отношенш. Следовательно, если сторону правильнаго многоуголь­
ника, вписаннаго въ круге, коего рад1усъ есть г, означимъ чрезъ x iQ, то 
мы будемъ иметь: ..
* *,0 4̂0
откуда:
х\0Ч ггх ,— г 2= 0 ,  (а)
определяя x i0, найдемъ:
V 5— 1 V 5 -Ы
Xi0 2 ® g *
Легко показать, что первое выражеше для x i0 даетъ сторону обык- 
новеннаго правильнаго десятиугольника, а второе, взятое съ противнымъ 
знакомъ, даетъ сторону звезднаго десятиугольника. Въ самомъ деле, по­
ложимъ что въ точкахъ А, Д  С, D, Е, F, G, И, К , I  окружность разделена 
на десять равныхъ частей (фиг. 279). Следовательно, если соединимъ точку 
А  съ JB, то получимъ сторону обыкновеннаго правильнаго десятиугольника, 






Легко видЬть, что Z.ABG— AAM B, такъ какъ первый измеряется 
половиною дуги AIKH G, а второй полусуммою Дугъ А В  и GFED, т, е.
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оба измеряются -  окружности. Следовательно, въ треугольнике АВМ ,
А В —АМ. По той же причине Z О М В =  Z MOB, следовательно, въ тре­
угольнике OMJD, M B —ОТ). Изъ этого видимъ, что М В = А В = О В —AM. 
Если чрезъ а?.10 и z A0 означимъ стороны обоихъ правильныхъ десятиуголь­
никовъ, то, замечая что М В = г , найдемъ:
1
z Xю' ■Г. (Ь)
Легко также видеть, что треугольники ОАМ  и ОАВ  подобны, такъ





А В . A M =zO A
или
%10 * %10  ̂ • (с)
коего
ками.
1зъ уравнешй (Ь) и (с) мы, легко получимъ квадратное уравнеше  ̂
корни будутъ равны корнямъ уравнешя (а), но съ противными зна- 
Следовательно стороны обоихъ десятиугольниковъ будутъ:
V 5— 1 V 5~Ы
Если окружность разделить на десять равныхъ частей, то, соединяя 
хордами по две части, получимъ обыкновенный правильный пятиугольникъ, 
а соединяя по четыре получимъ звездный правильный пятиугольникъ. Сле­
довательно, А В , B F , B F  суть стороны десятиугольника, пятиугольника 
выпуклаго и пятиугольника звезднаго (фиг. 280).
Фиг. 280.
Ж
Вели обозначимъ, какъ и выше, стороны обоихъ пятиугольниковъ
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чрезъ х ь, , стороны обоихъ десятиугольниковъ чрезъ x i0, #10, то изъ
ирямоугольныхъ треугольниковъ A B F  и A B F  мы найдемъ:
х :о '4 r—02iO= r 24-(Sr2~-0*iO)
** 4  г 2 — х 210 гЧ -(зг2—ж;0).
Но мы выше видели, что:
изъ этихъ уравненш, возвышая первое въ квадратъ и складывая съ удвоен 
нымъ вторымъ, найдемъ:
х 5
Изъ этихъ выраженШ мы видимъ, что сторона правильнаго выпук- 
лаго пятиугольника есть гипотенуза прятугольнаго треугольника, коего 
катеты суть радгусъ круга и сторона выпуклаго десятиугольника; а сто­
рона правильнаго звезднаго пятиугольника есть гипотенуза прятугольнаго 
треугольника, коего катеты суть радгусъ круга и сторона правильнаго 
звгъзднаго десятиугольника.





] / ю —i V b z —  ■ 1/ 10-I--2]/ 5.
Г
2
Легко также определить числовое выражеше стороны правильнаго 
лятьнадцатиугольника, но она для насъ не имеетъ значешя.
Предложеше 8. По данной стороне правильнаго многоугольника, впи­








Рчъшете, Пусть АВ=^а будетъ сторона правильнаго многоугольника.
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вписаннаго въ кругъ О. Опустимъ изъ центра О на сторону А В  перпен­
дикуляръ ОЕ. Этотъ перпендикуляръ и будетъ искомая апоеема. Означимъ 
его чрезъ q.
Перпендикуляръ ОЕ  дЬлитъ сторону А В  пополамъ (кн. 3, пред. 3), 
следовательно А Е  — — а. А О Е  есть прямоугольный треугольникъ, сле­
довательно (кн. 1, пред. 47):
•  •
АО‘= А Е г-\-ОЕ\ 
но АО=г, АЕ— - , a, O E = q ,  следовательно:
. 2
откуда:
L  ] /  4г _ й 2 . (1)
Предложете 9 . По данной стороне правильнаго многоугольника, впи­
саннаго въ круге, определить сторону правильнаго многоугольника, оии- 
саннаго около круга и имеющаго тоже число сторонъ (фиг. 282)?
Ртиете. Пусть А В = а  есть сторона правильнаго многоугольника, 
вписаннаго въ кругъ О. Опустимъ изъ центра О перпендикуляръ ОЕ на 
сторону А В  и продолжимъ его до встречи съ окружностью въ точке С. 
Изъ точки С возставимъ перпендикуляръ JDF и продолжимъ его до встречи 
въ точкахъ D  и F  съ прямыми, соединяющими центръ О съ точками 
А  и В. Легко видеть, что D F  и будетъ искомая сторона. Остается опре­






Такъ какъ треугольники DOF  и АОВ  равноугольные, но построе 
нш, то мы имеемъ:
D F .A B —OC.OE.
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Но AB~~at ОС~гГ, Q E ~ q ~  у  i r l—а \  следовательно:
откуда:
D F : а=т  : ~  у  4г 2—а'2.
D F 2 аг
] /  4:Г2—а
Примщго. Если бы А В  была сторона треугольника, то а = г  / з ,  под­
ставляя эту величину вместо а въ предъидущее выражеше, найдемъ, что 
сторона правильнаго треугольника, описаннаго около круга, равна 2г  vH. что 
мы уже вид'Ьли выше.
Если а—г, т. е. если правильный многоугольникъ будетъ шести- 
угольникъ, то предъидущее выражеше даетъ .1= и т. д.
\/ з
Предложеше 10. По данной стороне правильнаго многоугольника, 
вписаннаго въ кругъ, определить сторону правильнаго многоугольника, 
вписаннаго въ тотъ же кругъ, но имеющаго вдвое более сторонъ (фиг. 283)?
4 Ртшете. Пусть А В = а  будетъ сторона правильнаго многоугольника, 
имеющаго п сторонъ, вписаннаго въ кругъ О. Если изъ центра О оиу- 
стимъ перпендикуляръ OF на сторону А В  и продоляшмъ его въ обе сто­
роны до встречи съ окружностью въ точкахъ О и D, то, соединяя точку 




Соединимъ А  съ D, то (кн. 6 , пред. 8) АС будетъ средне-проиор- 
цюнальная между ;цаметромъ 2г  и отрезкомъ СЕ—г  — ОЕ.
Следовательно:
АС  а=з2г. (г— ОЕ).
зт
Но ОЕ  есть апоеема правильнаго многоугольника, коего сторона 
есть а, следовательно ОЕ— — | /  4 г*—а \  откуда:
АС 2= 2 г  (г    ) /  4 г2—а2), ,
Л .
или ,
AC— V  2г2— —a?. (tf)
Прилтръ. Если а = г / з 7 то изъ этой формулы получимъ АС—г; если 
а—г, то изъ этой формулы получимъ сторону двенадцатиугольника, кото 
рая и будетъ:
Xi2=  ] /  2г'2—r2v~8 — г у  2— V~3 .
4  . •
I
*  I
Если положимъ а=г^~2, то получимъ сторону правильнаго восьми-
«
угольника именно:
хн~ г у  2— / 2,
и т. д.
Предложете 11. По данной апоееме правильнаго многоугольника, 
вписаннаго въ круге, определить апоеему правильнаго многоугольника, впи- ;
саннаго въ томъ же круге, но имеющаго вдвое более сторонъ (фиг. 284)?
» I
Ргьшете. Пусть А В = а  будетъ сторона правильнаго многоугольника,
ОЕ=%  апоеема того же многоугольника. Если апоеему 0~Е продолжимъ 
въ обе стороны до встречи съ окружностью въ точкахъ О и D , и соеди­
нимъ точки А  и О, то АС  будетъ * сторона правильнаго многоугольника, 





Легко видеть изъ треугольника А В С , что:
A D 2= 2 r  (г-+-ОЖ)=2г (r-hg);
но A B = 2 0 F  (кн. 6, пред. 3), следовательно:
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/  Т2 OF 2= г  (гч-q) или O F =  | /  у  г  (r-hq).
Предложеше 12. Даны площади р п и р 2П иравильныхъ, вписанныхъ 
въ кругъ, многоугольниковъ, съ п  и 2п числомъ сторонъ и Р« и Р2н , пло­
щади правильныхъ, описанныхъ около того же круга многоугольниковъ, съ 
темъ же числомъ сторонъ, найти зависимость между площадями р п , ргп , 
Рп, Р2« (фиг. 285)?
Р)ьшете. Пусть А В  будетъ сторона правильнаго многоугольника, имею­
щаго w сторонъ, О А = г  рад1усъ, то JLC будетъ сторона правильнаго 














A A B F -
V —РJ- п 2 И
Чп 2л
Треугольники АОЕ  и АОС имеютъ одну высоту, а основашя ихъ
.  V
лежатъ на одной црямой ОС, следовательно (кн. 6, пред. 1).
А Л О Е : А Л О С = О Е : 0 С = 0 Л : 0 1 )= А Л 0 С :  A D O C
или
Д  Л О Е : А  АОС— А  АОС: DOC
откуда:
А А О С '= А Л О Е . АВОС,
•. \ я \
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подставлял иредъидущш выраженш для площадей треугольниковъ, иай- 
демъ:
Ргп—рп Рп •
Треугольники DAF и FAG имеютъ равныя высоты и основашя ле 
жапця йа одной прямой В С , даютъ:
ABAF : AFAC=DF: FC=ADOF: A FOG—







Предложете 13. По данному рад1усу г  и апоеем'К» q правильнаго 
многоугольника, найти радаусъ г, и апоеему цЛ правильнаго многоуголь­
ника, имеющаго периметръ, равный данному, но двойное число сторонъ 
(фиг. 286)?
Ртшете. Пусть А В  будетъ сторона даннаго многоугольника, О 
центръ круга, въ который вписанъ многоугольникъ. Бели изъ центра О оиус- 
тимъ перпендикуляръ OG на сторону А В  и продолжимъ его до встречи 
съ окружностью въ точке С, то будемъ иметь:
O C =r, OG—q.
Проведемъ хорды АС  и ВС  и соединимъ средины D  и Е  этихъ 
хордъ, прямою B E . Очевидно прямая DE, параллельная А В  и равная 
половинЬ этой последней, будетъ сторона правильнаго многоугольника,
Фиг. 286.
имеющаго периметръ, равный периметру даннаго, но съ удвоевнымъ чис 
ломъ сторонъ.
Такъ какъ Z D O E =  /  АОВ, то центръ О будетъ и центромъ но- 
ваго многоугольника и мы будемъ шйть:
O D = r , ,  O F = q ,.




Кроме этого изъ прямоугольнаго треугольника ОВС мы найдемъ 
OB'z=sOC.OF (кн. 6, иред. 8) или:
г , Yrqt . (2)
Два выраясен1я (1) и (2) вполне решаютъ нашу задачу, первая даетъ 
q , , а вторая затймъ определяетъ r i .
Gjmdcmeie. Изъ построешя видно, что O F >O G , а ОВ<ОС. Следо­
вательно, когда отъ правильнаго многоугольника переходит къ правильному- 
же, имеющему тоть же периметръ, но съ удвоеннымъ числомъ опорот, 
то апоеема увеличтается, а радгусъ уменьшается.
1
Легко при этомъ показать, что разность г ,—# ,<  --- (г—q). Въ са­
момъ деле, если изъ точки О, какъ изъ центра рад]усомъ ОВ опишемъ 
дугу BSC, то видно, что:
r f—qxz=SF  и г —q~CG='2CF.
, \
I  ' , •
Остается показать, что SF  меньше половины CF. Для этого заме­
тим ъ, что уголъ S B E  и уголъ SBC  равны, такъ какъ оба измеряются по­
ловинами равныхъ дугъ B S  и FS. Если эти углы равны, то (кн. 6, пред. 3):
B F :B C = S F :S C , 
но B F < iB C , следовательно и SF<CSC<C CG.
4
Предлоогсете Ы. Найти зависимость между периметрами р  и Р  двухъ 
иравильныхъ подобныхъ многоугольниковъ, вписаннаго и описаннаго и пе­
риметрами р { к Р, иравильныхъ многоугольниковъ, но съ удвоеннымъ чис­
ломъ сторонъ (фиг. 286)? .
Ptbweuie. Мы видели (кн. 6 , примеч. 17, пред. d), что периметры 
подобныхъ многоугольниковъ относятся между собою какъ ихъ стороны или 
апоеемы, поэтому мы имеемъ:
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Р 0  бг P i - OD OF
Р  ОС ’ Р ОС OD ’
откуда:
ОС OG OD OF
------------  « ■ ■- -------------- и 1 -  •1 1 1
Р Р Рх Р  М 1
Но изъ подоб1я треугольниковъ мы имеемъ:
4
ОС A C  Pl ОС OD
OD A G  р
или 1 — 1
Р Pi
следовательно:
ОС Обг ОВ OF
\
1 ~ ~  1 — 1 ' ”  1 ’
р  р
• » ■ • 1
Pi РА  J
Но цредложеше 13 даетъ:
OF-
следовательно:




Р - = ] /  —  Ъ~р< V р  Pi
Эти формулы даютъ возможность вычислить, ио даннымъ периметрамъ
, •
р  и Р  правильныхъ многоугольниковъ виисаннаго и описаннаго въ кругъ,
■ .  :  \
периметры р, и Р, правильныхъ многоугольниковъ, вписаннаго и описан­* 1 •
йаго, съ двойнымъ числомъ сторонъ.
IV. Изм^решв круга,
После прямой линш самая простая, всемъ известная, кривая лишя 
есть кругъ. Евклидъ въ третьей и четвертой книге своихъ Началъ изло- 
жилъ все главны я свойства круга, но въ этомъ сочиненш мы не нахо- 
димъ измерешя круга, хотя эта задача, въ то время, была уже доследо­
вана довольно обстоятельно. Поэтому мнойе геометры думали, что эта
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часть сочинешя Евклида утеряна. Такое мн4ше несправедливо потойТ, 
что измерен ie круга требуетъ началъ, отличныхъ отъ техъ, которыя по­
ложены Евклидомъ въ основаше своего сочинешя.
Безъ сомнЬшя, какъ только первыя геометричесшя истины были 
облечены въ логическую форму, измерены прямолинейныя фигуры, то 
сейчасъ ate были сделаны и попытки измерить простейшую изъ кривыхъ 
ли Н1Й—кругъ.
Рад1усъ въ круге есть, всегда величина данная—измеренная; тре­
буется:
1) По данному рад1усу круга построить окружность, т. е. найти 
сколько разъ раддуеъ или д1аметръ круги содержится въ окружности? .
2) По данному рад1усу круга построить квадратъ, коего площадь 
равна площади круга, или найти сколько разъ квадратъ, построенный на 
рад1усе, содержится въ площади круга, или построить квадратъ, коего 
площадь была бы равна площади круга? Эти две задачи такъ связаны 
между собою, что решете одной изъ нихъ даетъ решете другой. Древте 
геометры сначала пытались решить эту задачу въ смысле втораго предло- 
жетя, поэтому она была известна подъ именемъ квадратуры круга.
Анаксагоръ, у мерцай въ 4 3 0  г. до P. X., былъ первый изъ геометровъ, 
который занимался квадратурой круга. Посаженный въ тюрьму за безбож1е, 
онъ надгасалъ тамъ целое сочинеше о квадратуре круга, которое до насъ 
не дошло. Доказывалъ-ли онъ въ этомъ сочинеши, что онъ решилъ эту 
задачу, какъ это случалось часто съ искателями квадратуры круга, или 
онъ показывалъ кашя трудности представляетъ эта задача, неизвестно. 
Судя впрочемъ по отзыву Платона, можно думать, что сочинеше было на­
писано въ последнемъ смысле. .
I  - * '
вероятно съ этихъ поръ этой задачей занимаются весьма усердно, 
такъ какъ знаменитый комикъ Аристофанъ уже въ комедш своей Птицы 
смеется надъ искателями квадратуры круга. Онъ выводить на сцену зна- 
. менитаго геометра Метона и влагаетъ въ его уста безсмысленную фразу:
„я тебе сделаю квадратный кругъ" съ которою онъ обращается къ Пи-
■ . •
стетеросу.
Почти въ тоже время Гиппократа Хлосскш занимался той же задачей 
и хотя задачи не решилъ, но при этомъ сделалъ весьма замечательное 
открыие, именно онъ построилъ квадратъ равный мениску (fx-qvtexoc) или 
луночкп, т. е. площади, ограниченной двумя дугами неравныхъ круговъ. 
Это открыт1е действительно замечательное, такъ какъ уж е. въ то время 
начали думать, что построить квадратъ, который бы былъ равенъ площади, 
ограниченной кривыми лит дни, невозможно. Вотъ какъ объ этомъ разска- 
зываетъ ОимплиКш, приводи выписки изъ Эвдема, греческШ текстъ кото-
I
ш
рыхъ находится только въ издан in: Simplicii Comment, in octo Aristotelis Psy- 
sicae auscoltationis libros. Venetiis, 1526, ap. Aldum Manutium fol. 12, sqq.
На прямой A B , какъ на д1аметр'Ь (фиг. 287), построимъ полукругъ АСВ, 
изъ средины О прямой А В , т. е. изъ центра круга, возставимъ перпендикуляръ 
ОС къ диаметру А В  и соединимъ точку С съ В . прямая СВ  будетъ сто­
рона квадрата, вписаннаго въ кругъ, а треугольникъ А С В  будетъ половина 




Такъ какъ \ЗА В =\ЗА С Ч г-П \В С =2\ЗА С  (кн. 1, пред. 47), а пло-
/
щади круговъ относятся между се бою какъ квадраты изъ ихъ дометровъ 
(кн. 6, примеч. 17, пред, d), то следуетъ изъ этого, что площадь полукруга
Г  I ,  ‘  4
А С В  равна удвоенной площади полукруга СЕВ . Но секторъ ОСВ есть четверть 
окружности или половина половины, следовательно секторъ ОСВ равенъ 
площади полукруга СЕВ. Отымая отъ этихъ равныхъ величинъ общш 
имъ сегментъ CDB, найдемъ, что треугольникъ СОВ  равенъ луночке 
CD BE. Наконецъ можно построить квадратъ, коего площадь будетъ равна 
площади треугольника СОВ, и следовательно, будетъ равна и площади 
луночки С В В Е . \
Далее греческШ текстъ, въ упомянутомъ выше сочиненш, неясенъ и 
по всему видно измененъ, но въ настоящее время возстановленъ Брет-
•  I  *
шнейдеромъ въ сочиненш: Die Geometrie und die Geometer vor Euklides.
Вотъ въ чемъ дело. Гиппократъ, найдя квадратуру луночки, думалъ 
найти квадратуру круга следугощимъ образомъ:
На прямой А В , какъ надхаметре (фиг. 288), построимъ полукругъ, возь-
Фиг. 288.
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мемъ OD— 2 JJ5 и, какъ на д1аметрЬ, построимъ полукругъ на О Д  въ полу­
кругъ этотъ впишемъ шестиугольникъ, коего стороны СЕ\ Е Е , F D  будутъ,
очевидно, равны прямой АВ, на сторонахъ СЕ, EF, F B  построимъ полукруУй
а ________
СКЕ, E L F \ F M D , которые будутъ равны полукругу построенному па А З .
Такъ какъ полукруги СКЕ, ELF, FM B, A N B  вей равны, то сумма 
ихъ равна четырежды взятому полукругу ANB. Но C D = 2A B , а площади 
круговъ относятся какъ квадраты дааметровъ, следовательно полукругъ 
C E F B : A N B = i : 1, т. е. полукругъ OEFB==iANB  или полукругъ CEFB  
равенъ сумме трехъ полукруговъ С КЕ , ELF, F M B  и полукруга ANB, 
если отымемъ три сегмента СНЕ, E P F  и F G B  обпце, какъ полукругу 
C E F B , такъ и полукругамъ СКЕ, E L F , FM B, то найдемъ, что площадь 
трапецш C E F B  равна площадямъ трехъ луночекъ съ площадью полу­
круга A N  В, следовательно площадь полукруга A N  В  равна площади тра- 
пецш CEFB  безъ трехъ луночекъ С КЕН, ELFP, FMBG; но мы мо- 
жемъ построить квадратъ, коего площадь равна сумме площадей трехъ 
луночекъ, следовательно, площадь круга, построеннаго на АВ, какъ на 
диаметре, равна удвоенной разности двухъ прямолийейныхъ площадей, 
именно трапецш CEFB  и площади квадрата равнаш сумме площадей 
трехъ выше упомянутыхъ луночекъ. Но такъ какъ эта последняя прямо­
линейная площадь можетъ быть обращена въ квадратъ, то* площадь этого 
квадрата и будетъ равна площади круга ANB.
Далее Эвдемъ замечаетъ, что хотя это остроумно, но неверно и 
показываетъ почему. Лакруа, въ своемъ издаши: His to ire des recherches sur 
la quadrature du cercle par Montncla, говорить, что, не смотря на свидетельство 
историковъ, онъ не верить, чтобы такой геометръ какъ Гипнократъ впалъ 
въ такую грубую ошибку и при этомъ даетъ довольно странное объясне- 
Hie, что Гипнократъ хотелъ указать только какъ было бы возможно найти 
квадратуру круга. Аристотель упоминаетъ еще о двухъ геометрах5®, за­
нимавшихся квадратурой круга.
Брисонъ (Bpuaovo?), утверждалъ, что площадь круга есть средне- 
нропорцюнальная между площадями вписаннаго и описаннаго квадратовъ, 
но это очевидная нелепость, такъ какъ между площадями, вписанного* и 
описаннаго около круга квадратовъ, средне-пропорцюнальная есть плойфдь 
восьмиугольника и вообще между площадями правйлвныхъ многоугольни­
ковъ, вписаннаго и описаннаго, средне-пропорщопальн&я есть , площадь 
вписаннаго многоугольника, съ удвоеннымъ числомъ сторонъ.
Антифонъ разематривалъ кругъ какъ многоугольникъ, сосгояпцй изъ 
безчисленнаго числа сторонъ, т. е. вписывалъ сначала квадратъ въ кругъ, 
затемъ восьмиугольникъ и т. д., все удваивая число сторонъ и говорить, 
что такую операщю надо продолжать до техъ поръ пока площадь много­
угольника не исчерпаетъ всю площадь круга* потомъ онъ дйлаетъ сле  ̂
дующее заключеше: что- такъ какъ каждому вписанному многоугольнику
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можно построить равный, квадратъ, то следовательно можно построить 
квадратъ, коего площадь будетъ равна площади круга.
Деностратъ былъ первый изъ геометровъ, который нашелъ квадра­
туру круга правильнымъ теоретическимъ построешемъ, воспользовавшись
кривою, построенною Гипшасомъ, которая носитъ назваше квадратргтсы.
■ ■ •
Но построить ту точку кривой, которая даетъ квадратуру круга представ- 
ляетъ ташя же трудности, какъ и сама квадратура круга.
Это почти все то что мы знаемъ о квадратуре круга до Архимеда.
Быть не можетъ, чтобы такой чисто теоретически умъ, какъ Архи- 
медовъ не пробовалъ решить задачу квадратуры круга геометрическимъ 
построешемъ и безъ сомнешя, что только после того какъ онъ убедился 
въ трудности и почти невозможности достигнуть полнаго решешя задачи, 
онъ берется за нее съ практической стороны. Замечательно, что до Ар­
химеда ни одинъ изъ геометровъ, занимавшихся квадратурой круга, не 
показалъ преближеннаго отношешя окружности круга къ рад1усу, или пло­
щади круга къ квадрату построенному на рад1усе. По крайней мере ни 
одинъ изъ историковъ и геометровъ объ этомъ не упоминаетъ, но англшсше 
ученые въ Индш нашли, въ одномъ изъ сочинешй Браминовъ подъ за- 
глав1емъ А1енъ Акбери (Ауееп Akbery), отношеше окружности къ д!аметру, 
выраженное числами 3927:1250=3,1416 верное до одной десятитысячной и 
которое: считается древнее Архимедовскаго.
ЕвтокШ говорить, что Архимедъ предпринялъ такое вычислеше въ 
виду практическая применешя, и действительно онъ выполнилъ, въ этомъ 
отношеши, свою задачу въ совершенстве, пр1емъ его изящный, и числа 
полученныя, въ практическомъ отношенш, не оставляютъ желать ничего 
лучшаго.
Изследовашя свои Архимедъ изложилъ въ маленькомъ сочиненш 
КихХои (x&4 pY]<5i<; и достигъ следующихъ результатовъ:
1) Площадь круга равна площади прямоугольнаго треугольника, коего 
одинъ катетъ равенъ длине окружности круга, а другой равенъ радiусу 
круга.
2) Площадь круга относится къ площади квадрата, построеннаго на 
д1аметре, почти какъ 11:14.
3) Окружность круга меньше трехъ д1аметровъ и — этого д1аметра и
1 0  . 7 
больше трехъ д1аметровъ и — того-же Д1аметра, откуда следуетъ, что ок­
ружность не много разниться отъ перваго изъ этихъ пределовъ, т. е., что
1 2 2она почти равна 3 - -  =  ^  д1аметра. Это приближеше самое точное изъ
техъ, которыя выражаются найменыпимъ числомъ цифръ.
Почти все знаютъ, что Архимедъ оиредедилъ отношеше окружности
•  #  •
• I
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къ диаметру, но не многимъ известны его изслйдовашя, поэтому я 
изложу зд'Ьсь дословно его маленькое сочинеше Kw&ov [летрт^ц,* съ неко­
торыми пояснешями и прибавлешемъ двухъ началъ, изъ его же сочинешя 
Перс а<ра£рас xal xvMv&pov, на которыя онъ ссылается, кромй этого буду 




Два упомянутыя выше начала Архимеда суть слйдуюнця.
1) Прямая лишя есть кратчайшая изъ всЬхъ тйхъ лишй. которыя 
имйютъ съ нею однй и тй-же концы.
2) Двй кривыя лиши, лежашдя въ одной плоскости и имйюпця одни и 
тй-же концы, не равны, если обй выпуклы въ одну и ту же сторону и если 
одна вся заключена другою и прямою, имеющую однй и тй-же концы съ
этой последней, или наконецъ, если одна заключена только частью другой,
/  *
а остальная часть общая обйимъ, то заключенная лишя будетъ крат­
чайшая.
•  •  .
VI. Объ изм&ренш круга.
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Кихлои [летрт)<л<;.
Предложеше 1. . Площадь всякаго круга равна площади прямоуголь­
ная треугольника, коего одинъ изъ катетовъ равенъ окружности. круга, 
а другой рад!усу круга (фиг. 289). - •
Доказат. Пусть данный кругъ будетъ О, а треугольникъ, коего одинъ 




Пололшмъ, если это возможно, что площадь круга О, которую назо­
вемъ чрезъ Я, больше площади, построеннаго треугольника А , т. е. пусть
• и
' t ' Слово катетъ не4 употреблялось, а Архимедъ употребляетъ фразу: rj aegi tt,v o$di}v
\  .
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Вдишемъ въ кругъ О квадратъ (кн. 4, пред. 6) АВСВ, и-будемъ де­
лить дуги пополамъ до тгМъ поръ пока сумма сегментовъ, т. е. разность 
между площадью круга и вписаннаго многоугольника, не сделается меньше 
г (кн. 12, пред. 2). Тогда мы будемъ иметь правильный, вписанный въ 
кругъ, многоугольникъ, коего площадь будетъ больше площади треуголь­
ника Д . Изъ центра круга О опустимъ перпендикуляръ ОВ на сторону, 
построеннаго, какъ сказано выше, многоугольника. Перпендикуляръ ОЕ, 
очевидно меньше радиуса круга. Периметръ многоугольника меньше окруж­
ности по второму началу, следовательно площадь многоугольника будетъ 
меньще площади треугольника Д , что противуречитъ сделанному по-
Положимъ, что площадь Л  круга О меньше площади треугольника 
Д , т. е. пусть Я н -е = Д , е есть избытокъ площади Д  надъ площадью П.
Опишемъ около круга 0  квадратъ (кн. 4, пред. 7) и раздгЬлимъ дуги 
РЖ, А К пополамъ и чрезъ точки делешя проведемъ касательныя къ кругу. 
Такъ какъ уголъ NAE прямой, то N F >  АЕ=ЕМ, следовательно A F N E  
больше половины фигуры NJPAMN. Продолжимъ такое построеше пока 
сумма прямолинейныхъ "фигуръ, подобныхъ фигуре РЕЕМ не сделается 
меньше е (кн. 12, пред. 2), тогда, очевидно, сумма фигуръ, заключенныхъ, 
напримеръ, между дугою АР и касательными А Е  и PF, темъ более, бу­
дет % меньше s, Следовательно, многоугольникъ FEBKCBP будетъ 
меньше треугольника А , что не сообразно, такъ какъ периметръ многоу­
гольника больше окружности (кн. 2, пред. 2), а апоеема его равна ра-
дгусу круга.
И такъ площадь треугольника Д  не можетъ быть ни больше ни 
меньше площади круга О, следовательно она ей равна.
Предложете 2. Площадь всякаго круга относится къ площади квад­





Доказат. Пусть д!аметръ, даннаго круга, будетъ АВ. Опишемъ 
около этого круга квадратъ СВ ЕЕ.
Продолжимъ сторону СВ квадрата такъ, чтобы продолжен!е B Q  
■ было равно удвоенному СВ , a G H  было равно одной седьмой СВ.
Треугольники ACG и АСВ  имеютъ одну высоту, следовательно:
A A Q G : А А С В = 21.:  7,
по той ate причине:
А А С В : A A G H =  7 :1
и
A A G H : А А С В = 2 2 : 7.
Но □  СВ=4:АСВ, следовательно:
А А С Н : D O D = 2 2 : 28
или -
A A C E : U G D = n : U .
'  •  \  .  ‘  •
. Ниже мы покажемъ, что прямая СН почти равна окружности круга, 
следовательно, площадь прямоугольнаго треугольника АСН, въ которОмъ 
одинъ катетъ равенъ окружности круга, а другой рад1усу его, равна пло­
щади круга (пред. 1). Следовательно площадь круга относится къ пло­
щади квадрата СЕ почти какъ 11.’ 14.
Предлооюете 3. Окружность всякаго круга равна тремъ д1аметрамъ
съ часть» д1аметра, которая меныпе одной седьмой этого Д1аметра и больше
10 '
— того же дааметра (фиг. 291).
Фиг. 291.
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ведемъ касательную BG, построимъ уголъ \B O G =  — d.
О
•
Прямая OG будетъ относится къ прямой B G  какъ 306 къ 153, т. е.:
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O G : B G = 306:153  
а отношеше ОВ къ B G  будетъ больше отношешя 265 къ 153, т. е.:
ОВ  ^  265
b g ^  т '
Црилтч. а). Такъ какъ уголъ BOG =  \d ,  то известно, что BG =  %OG, а 
OB=BG V 3, т. е.:
OG  2 ОВ __ -
B G ~  1 ’ BG
АСъ перваго раза кажется страннымъ, почему Архимедъ, вместо отношешя — , взялъ
. 3 0 6  , '
отношенш , но здесь то и видна необыкновенная, для того времени, проницательность.
Сколько намъ известно въ то время корни извлекались ощупью, не было особенныхъ пра-
•  I
вилъ, по крайней мере, намъ не переданы те правила, которыми древше руководствова­
лись при извлеченш корней; а Архимедъ не оставилъ подробностей своихъ вычисленш. 
Чтобы получить неравенство: ■ .
ОВ 265
BG 153 *
Архимеду необходимо было извлечь квадратный корень изъ 3 и найти его прибли­
женную величину съ педостаткомъ. Какимъ образомъ онъ нашелъ предъидущую дробь? какъ
•  j
нашелъ приближеше корня V 3? неизвестно, но эта дробь есть простейшая и вместе съ 
темъ ближайшая къ V 3 изъ всехъ техъ, которыя выражаются тремя знаками.
Въ самомъ деле, если V 3 обратимъ въ непрерывную дробь, то получимъ дробь:
*
^ = 4 - 1 ^ 1  2
. 2 ч -____
последовательныя приближешя, которой будутъ:
5 7 19 26 71 97 265 362 989 1351
У 7̂ 3 ’ 4 ’ 1 1 > 15 4 1 ’ 56 9 153 ; 209 9 5 0 7 ; 780 > »  •
йервое йриближёше меньше V 3, второе больше> третье ойять меньше и т. Д., какъ извест­
но изъ теорш непрерывныхъ дробей. *
Девятое приближеше, есть, то, которое Архимедъ и взялъ за приблиясенную ве­
личину V д.
Теперь делается ясно почему Архимедъ взялъ отношеше:
OG: ВСЬ=806:153*
воз
Въ самомъ деле, есть приближенная величина V 3 =  , следовательно, если
положить jB(r=153, то прямая OG будетъ равна 306, такъ какъ мы видели, что OG=2BG.
Разделимъ уголъ BOG  прямою OF  пополамъ, то (кн. 6 , пред. 3) 
мы будемъ им^ть: „
O G : OB— F G : B F  ,
откуда:
O G -hO B : O B z= F G -hB F : B F
или .
O G -h O B :B G = O B :B F .
Такъ какъ О Б>265, то:
ОВ ^  571 
B F  153
Следовательно отношеше квадрата OF къ квадрату B F  больше от- 
ношен1я 349450 къ 23409, а отношеше OF къ B F  больше отношешя 
5911 къ 153.
Примт. Ь), Мы видели, что:
ОВ 571 
B F  >  153 ’
следовательно, если прямая BF—ibb, то ОВ>Ы I, Возвышая въ квадратъ предъидущее 
неравенство мы имеемъ:
ОВ 2 5712
B F 2 >  15В2 ’ 
придавая къ обеимъ частямъ но единице, найдемъ:
OB2+ -B F 2^ 571Ч-1532




B F 2 1532
или
O F 2 349450
BF*  >  23409
г>  оизвлекая квадратный корень, найдемъ наконецъ:
OF 59 Ц
—  — - .BF  153 ’
какъ было сказано выше.
Разд’&лимъ уголъ BO F, прямою ОЕ *, пополамъ, то мы будемъ иметь:
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Следовательно:
OR ^ 11621 
B E ' '  153
OF  11721
B E  153




O F : O B = E F : BE,
O F + O B : OBz^zEF-hBE : B E
OF+OB OB
B F B E ’




>  г ~  и
О В  571





ОВ2 1350534Ц . 
  —
B E 2" 23409 '
придавал до единице къ обеимъ частямъ, и дВлая приведете, найдемъ:
ОВ2+ В Е 2 _  О Е 2 1373943Ц
B E 2 B E 2 23409
извлекая квадратный корень, получимъ:
О Е _  1172£
В Е >  153 *
1
РаздЬлимъ уголъ ЕОВ  прямою ОВ пополамъ, то отношеше ОВ къ 
B D  будетъ больше отношешя 2334! къ 153, т. е.:
ОВ ^  2334 i 
B D ^  153
следовательно отношеше:
OD ^  23391 
В В  ^  153.
* Прямая ОЕ на фиг. 291 пропущена.
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Примт. d). Этотъ результат!., какъ и сл$дующШ, получается тймъ же пропесеомъ, 
какиыъ показаний въ прим'Ьчашяхъ (Ь) и (с). .
Разделимъ наконец?» уголъ ВОВ  прямою ОС пополамъ,, то отноптеше:
ОВ  4673 2
В С >  15В •
Такъ какъ уголъ GOB, равный третьей части прямаго угла, былъ 
разделенъ четыре раза пополамъ, то уголъ СОВ составляетъ сорокъ вось­
мую часть прямаго угла. Построимъ уголъ BOII— Z.BOC и продолжимъ 
GB  до встречи съ прямою ОН въ точке Н, то уголъ СОН будетъ сос­
тавлять одну двадцать четвертую часть прямаго угла. Следовательно, 
прямая СН  будетъ сторона правильнаго, описаннаго около круга О, девя- 
ностошестиугольника. ■ : .
Мы выше показали, что:
ОВ ^ 46 7 31 
С В ' '  153
и какъ А В — ЮВ, а СН=2СВ, то: :
А В  ^  4673 *
СН 153
Откуда заключаемъ, помножая знаменателей въ обоихъ частяхъ 
предъидущаго неравенства на 96, что:
А В  ^  46731
96. С Н >  14688
т. е. отношеше д1аметра А В  круга О къ периметру девяностошести уголь­
ника больше предъидущей дроби.
j Следовательно: . .
. 96 . НС ^  14688
А В  4673 i
но’ знаменатель предъидущей дроби содержится въ числителе три раза 
съ остаткомъ 667 2 и этотъ остатокъ меньше седьмой части числа 4673 г , 
следовательно периметръ описаннаго многоугольника содержитъ въ себе 
трижды д1аметръ съ частью того .же д1аметра, меныпею одной седьмой. Сле­
довательно темъ более окружность круга меньше три раза взятаго дзаметра 
увеличенная одной седьмой этого ^цаметра.
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Йрцмт. ё). Седьмая часть числа 467?Ц есть 667 т|  >  667£ .  Следовательно:
BOG.
Перим. 96 угол. < 8  1 д1ам
а т^мъ более:
Окруж. < 3  ! AiaM.
Найдя, такимъ образомъ, больппй предалъ отгрзЬйностя круга, Архимедъ находитъ 
и меиыпш пред^лъ следую щи мъ образомъ.
Пусть бухётъ кругъ, коего доаметръ есть АВ. ITycj-ь уголъ САВ  бу- 
детъ== I (I, то отношен1е А С  къ СВ  будетъ меньше отношешя 1351 къ 
780, т. е.: -* ’ . '
АО Ш Л
СВ 780
а отношеше А В  къ ВС  будетъ равно отношеши 1560 къ 780, т. e.i
А В  ,1500 
В С ~ ~  780
Фиг. 292.
Йримт. f). Такъ какъ уголъ САВ— £ d, то:
АС
СВ
ато отношеше есть cofcg 30°. Архимедъ беретъ за" V 3 последнее изъ нраближенШ, наии-
санныхъ въ примечанш (а), это приближеше больше V 3, следовательно, мы имеемъ не­
равенство: -
АС 1351 .
—   : ------------------  .СВ 780
Еслн сторона 0 ib = 7 8 0 , то очевидно что А В—1560. •
*■ Удивительна- что Архимедъ, неаншг ни десятйчныхъ дробей, ни непрерывеыхъ, бя-
ретъ и здесь1 самое простое* изъ* i большихъ для * \Д 3 приближенi&, но какимъ образомъ онъ 
внчнслялъ эти орнближенш неизвестно.
I
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Разделимъ уголъ CAB  прямою А Н  пополамъ, точку встречи этой 
прямой съ окружностью соединимъ съ точкою В.
Такъ какъ Z С А Н =  Z Н В С =  Z П АВ  и уголъ А Н  В  общШ треуголь­
никам?» А В Н  и Н В К У то эти треугольники подобны, следовательно:
А Н : В Н = В Н : Н К = А В : ВК.
Но мы имЬемъ еще (кн. 6, пред. 6):
А В : В К =  А В + А С : ВС,
следовательно:
A B -h A C : ВС—А Н : В Н
или
А В  А С _  А Н  
ВС ВС В II ’
Выше мы нашли, что:
А В __  1570 АС ^ 1351
В С  ~  780 ’ ВС  "'ч 780 ’
»
_  ,  '  . V .
следовательно:
4 #  2911
5 Я <  780 •
I
А В  ^  3013 I
В Н "  780 '
, *
Нримпч. д). Возвышая въ квадратъ обЬ части предъидущаго неравенства и придавая 
къ обе имъ частямъ по единиц!), получимъ:
А Г! 3 f -БЯ 2 АВ 3 . 2911*-ь7802 
ВН* ~ В Н 3 ^  7803
или
• А В 3 9082821.
Ш Р  <  780
а извлекая квадратный корень, найдемъ:
S ’
АВ  ;  3013|
В Н <  780 *
Разделимъ уголъ В А Н  прямою A F  пополамъ, то найдемъ, что:
•• 59241 .
<чB F  780
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нли
A F  1823
B F  240
такъ какъ помножая числителя и знаменателя этой последней дроби на 
13
— получимъ первую.4 .
Изъ послЬдняго неравенства, точно также какъ было сдЬлано выше,
получимъ:
А В  ^  1838.1 
B E  240
РаадЬлимъ еще уголъ F A B  прямою А Е  пополамъ, то найдемъ, что:
А Е  , 3661»
B E  240
или
А Е  1007
В Е <  66
такъ какъ, помножая числителя и знаменателя этой последней дроби 
— , найдемъ первую. Следовательно:
А В  . 10091 
B E <  66
Раздалимъ наконецъ уголъ Е А В  ирямою А В  пополамъ, то полу­
чимъ, что:
А В  2016 в
В В  66
а
АВ  20171
В В  66
Изъ этого последпяго имеемъ:
В В  ^  66
S>А В  2017 %
Помножая обе части этого неравенства на 96, найдемъ:
9 6. Ш ); 6336
> и.IB  2017'}





Но числитель цредъидущей дроби содержитъ знаменатель три раза
съ остаткомъ болыиимъ отъ — числа 2017!. СлЬдовательно периметръ
96-ти угольника, вписаннаго въ круге, въ три раза больше взятаго д!аметра
съ частью того-же ;цаметра. СлЬдовательно, темъ более окружность
10круга въ три раза больше взятаго д1аметра съ — частью того-же дiaмeтpa.
• • V А-
СлЬдовательно окружность круга равна три раза взятому дiaмeтpy
.  ^ 1 0  10круга съ частью того же дтметра, которая оольше —- и меньше— час­
тей того-же д1аметра. .
Нрилтч. h). Нзъ этого видимъ, что Архимедъ, для того чтобы отнять у софистовъ 
возможность возражать противъ его вычисленш, где приходилось нисколько разъ извле­
кать но нриближенш квадратные корни, ведетъ свои вычислешя такъ, чтобы всегда 
иметь одно число больше описаннаго периметра, а другое меньше вписаннаго и находить
-  4. О 1 0  О 1 0такимъ ооразомъ два предела 3 — и 3 — , между которыми лежитъ величина окружное»
1 22 . тн круга. Онъ принялъ болышй предблъ 3 — — — за приближенное отношен1е окруж­
ности къ диаметру. Погрешность, дЬлаемая при этомъ, меньше разности нредЬловъ,
т. е. меньше . Такое нриблпжеше больше чймъ достаточно въ нрактическихъ прило-
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жешяхъ. Это все то, что заключаешь книга Архимеда.
Евтоюй въ своихъ KOMMeirrapinxb Архимеда Еитожои aotaXtovtTou si£ 
та ар^ф^ои^ a<pa.ip<xc xal xu)a'v6pou xai та aXXa 'J7cojxvvj(xaTa, гово­
рить, что Аполлоны Неригейскш, въ утерянномъ сочиненш Ох\лго(5оос, вы- 
числилъ oTHonieHie окружности къ ;цаметру съ болынимъ нриближешемъ. 
Что значить слово Ихитороо? неизвестно. Галлей думаегъ, что это должно 
быть Оиитохю?, т. е. вычислять быстро болышя числа.
Кроме Аполлошя ЕвтокШ уноминаетъ еще о Филоне Кидарскомъ, ко­
торый еще ближе лодошелъ, въ своихъ вычислешяхъ, къ окружности.
Эго и все, что мы знаемъ о квадратуре круга у древнихъ.
Дшфантолъ Александршскимъ, жившимъ въ IY-мъ веке, какъ нолагаютъ 
въ царствоваши Ю.шна, заканчивается блестящш перюдъ математическая 
развипя и вообще иеЪхъ наукъ; затемъ настунаетъ перюдъ релииозныхъ
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сноровъ, иовлекшщ за сооою гонешя ыа языческую философпо. Только отъ 
времени до’времени являются комментаторы древнихъ авторовъ каковы: 
Проклъ въ 485 году, Маринусъ изъ Неаполя, Евтокш въ царствоваше 
Юстишана, х4.нтеминусъ въ 534 году, Филопонусъ. Дидимъ, .Калькентеросъ, 
Пселлусъ и друг.
Съ 1Х-го въка греческая наука переходитъ къ Арабамъ, большая 
часть греческихъ творешй переводится на арабскШ языкъ и комментируют­
ся арабскими учеными, а Европа, въ это время, впадаетъ въ такое неве­
жество, что гречесшя творешя, если и были известны, то только въ араб­. • ■ i
скихъ переводахъ.
Какъ въ оригинальныхъ сочинешяхъ арабскихъ авторовъ, такъ и въ 
ихъ ком мен Tapi л хъ на гречесшя ссчинешя мы не паходимъ ничего замЬ- 
чательнаго относительно квадратуры круга; задача эта является на сцену 
только съ возрождетемъ наукъ въ Европе, съ половины XY-го века, когда 
Репомонтанусъ (Regiomontanus)* взялся возражать знаменитому въ то время 
кардиналу Куза (Cusa) протнвъ его квадратуры. Николай Куза, умерший въ 
1464 году, былъ одинъ изъ техъ. людей, съ независимыми Умомъ, которые 
приготовили возрожденie наукъ въ Европе. Онъ первый возобиовилъ задачу 
квадратуры круга и для вычислешя paAiyca онъ уиотребилъ формулу:
Рг  = -------
- . 180° ’ 2 п sin-----п
где п есть число сторонъ нравильнаго многоугольника, р  периметръ его, 
а г  рад!усъ круга. Это выражеше не можетъ служить основав1емъ дока­
зательства несоизмеримости окружности съ д!аметромъ. Въ своемъ возраже­
нии Репомонтанусъ онределилъ. немного точнее чемъ Архимедъ отношеше 
окружности къ гтцаметру.
Петръ Мещй (Metius), живннй въ начале XVI-ro века, былъ первый,
определившш весьма значительное приближеше окружности къ лдаметру 
355 •, которое, выраженное въ десятичныхъ частяхъ, начинаетъ разниться 
I 1 0 ^  ^
только съ седьмой десятичной цифры отъ настоящаго, именно:
355 _ 
1 1 3 '
а настоящее 3,14159265 . . . .
3,1415929 . . ..
* Настоящее Имя его Johann Muller; онъ род. въ 1446 г. въ дереваi  Koesberg 
гжр. i^i.^pigejberg около Кобурга. Отсюда и , произошло назваще Regiomontanus.
Некоторые писатели приписываютъ это замечательное отношеше ок­
ружности къ диаметру Адр1ану Мецио, сыну Петра, но это неправильно.
Bierb (Viele 1540— 1603 г.), нашелъ замечательное выражеше для 
отношешя площади квадрата вписаннаго въ кругъ, къ площади круга, коего 
,лдаметръ равенъ единице, именно: - •
Bil
/  L
О •  ■ * до СО
такъ, что площадь круга будетъ равна единице, разделенной на:
^ т -  V  W i -  V  I - ' 7 ! •  •
ОО
, Шетъ нашелъ, такимъ образомъ, приближеше:
3,14-15926535-Ьг ;
I
верное до одиннадцати цифръ; s есть погрешность, которая меньше еди- 
ници последняго разряда. . :
Выражеше свое В1етъ вывелъ, разсматривая кругъ какъ многоуголь­
никъ съ безчисленнЫмъ числомъ сторонъ.
Съ этихъ поръ геометры  ̂ не находя точнаго решешя квадратуры, 
стараются . вычислить отношеше окружности къ д1аметру все точнее и
точнее. За В1етомъ следуетъ Адр1анъ Роману съ (Van Roomen 1561—
/  •
1615 г.), вычисливппй сторону полигона, им'Ьющаго:
1073741824=2 30
I . . . •
сторонъ й получивппй, такимъ образомъ, 16 цифръ для отношешя окруж­
ности къ .лдаметру:
- - . ЗД41592653589793. -
Съ этихъ иоръ это число, т. е. отношеше окружности къ д1аметру
♦ ч  • *  '
означается греческою буквою тс, начало слова 7cspi<pspsux. -
Лудольфъ изъ Кельна (Ludolph vail Ceulen, 1539—1610 г.), со времен- 
никъ Романуса, даетъ еще большее приближеше, состоящее изъ 36 цифръ.
/
,14159265358979323846264338327950288
Окружность круга заключается между этимъ числомъ и числомъ, уве- 
личеннымъ единицей. Лудольфъ вычислилъ это приближеше сл'Ьдующимъ 
образомъ: онъ положилъ радгусъ круга равнымъ единицЬ съ 75-ю нулями 
и вычислилъ стороны, начиная съ стороны вписаннаго квадрата, до сто­
роны правильнаго многоугольника. имЪющаго:
36893488147419103232=265,
сторонъ, загЬмъ вычислилъ сторону правильнаго описаннаго многоуголь­
ника съ гЬмъ же числомъ сторонъ, сравнилъ периметры этихъ многоуголь- 
никовъ и нашелъ., что они им'Ьютъ 36 общихъ первыхъ цифръ, откуда 
онъ заключилъ, что эти 36 первыхъ цифръ выражаютъ окрулсность, съ 
погрешностью меньше единицы. Надобно удивлятся терпЬшю и усидчи­
вости Лудольфа, потому что едвали можно найти работу болЬе скучную и 
однообразную; въ ней мы не находимъ ни метода, ни пр1емовъ, упро- 
щающихъ вычислешя. Какъ ни скучна была работа Лудольфа, но нашелся 
патеръ Гримбергеръ (Grimberger), который провйрилъ вс'Ь вычислешя Лу­
дольфа и нашелъ, что они в^рны.
Снелл1усъ (Willebrod Snellius съ 1591— 1626 г.), занимаясь квадратурой 
круга, нашелъ дв4 теоремы, которыя даютъ пределы окружности болйе
тЬсные, нежели вписанные и описанные многоугольники. Эти дв'Ь теоремы
^ . 22 
сокращаютъ на половину вычислешя, чтобы получить отношеше ~ . Ар-
химедъ долженъ былъ, какъ мы выше вид'Ьли, употребить 96-ти вписан­
ный и описанный многоугольникъ. Снелл1усъ, зная только сторону шестиу­
гольника, съ помощью своихъ теоремъ, даетъ тоже приближеше, а 96-ти- 
угольиикъ ему даетъ приближеше 3,1415926. Затймъ онъ проверяете приб­
лижеше Лудольфа съ помощью многоугольника, который далъ бы Лудольфу 
только 17 десятичныхъ знаковъ, а съ помощью приближешя Лудольфа онъ 
могъ получить приближеше съ 75 знаками.
Снелл1усъ еще вычислилъ пределы окружности, которые даютъ впи­
санные и описанные многоугольники, начиная съ 80-ти угольника до 
5242880=246 угольника, такъ, что если бы кто нибудь предложилъ лож­
ное отношеше окружности къ даметру, то обращая его въ десятичную 
дробь, легко, изъ ниже следующей таблицы, вид'Ьть7 ниже или выше ка­
кого предала лежитъ предложенное число.
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Число сторонъ. Перим. вписан, многоуг. Перим. описан, многоуг.
*
80 3,140 . 3,143



























Занимаясь темъ же иредметомъ Гюгенсъ (М. Huygens 1629— 
1695) далеко оставилъ древнихъ иСеелл1уса; онъ, съ своей стороны, на­
шелъ две теоремы, которыя даютъ TaKie дна предела, что достаточно вы­
числить сторону шестидесятиугольника, чтобы получить 10 верныхъ зна­
ковъ.
Кроме этого Гюгенсъ нашелъ еще следующую теорему: что всегда 
можно определить прямолинейную фигуру, которая уравновешиваетъ, будучи 
повешена известнымъ образомъ на весахъ, сегментъ круга. Если бы 
центръ тяжести круга всего сегмента былъ нзвестенъ, то изъ этой тео­
ремы вытекала бы квадратура круга, но въ томъ-то и дело, что этотъ 
центръ есть таже квадратура.
Одинъ изъ самыхъ замечательныхъ искателей квадратуры круга былъ
Грегуаръ де Сентъ-Вепсентъ (Gregoire de Saint-—Vincent, 1584— 1667); 
йэследовашя его относительно квадратуры круга привели его къ многвмъ,
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подобныхъ искателей, оказалась ложною. Изсл'Ьдовашя эти выходятъ за 
пределы элементарной геометрш, поэтому я объ нихъ здесь и не стану 
говорить.
Упомяну еще, что Врункеръ (Brotmcker 1620— 1684) нашелъ, 
принимая площадь вписаннаго квадрата въ круге за единицу, что пло­
щадь круга равна следующему выраженш:
1-4- —  о
4 ,
2 + У + « !
2 -Ь  . . .
которое получило тогда же назваше непрерывной дроби.
После столысихъ усилш отыскать квадратуру круга естественно дол­
женъ былъ явится вопросъ: возможно-ли решить эту задачу? Первый изъ
геометровъ изследовавпий задачу квадратуры круга въ этомъ направлети былъ
«
Яковъ Грегори (Jacques Gregory), за шшъ Ныотоиъ (Newton), но ихъ доказа­
тельства, какъ и векоторыхъ другихъ 1’еометровъ, находятъ неудовлетвори­
тельными. Замечу еще, что Ламбертъвъ Memoires de Berlin за 1761 годъ 
показалъ что тг или отношеше окружности къ д1аметру есть число несоизме­
римое, а Лежандръ показалъ что и к 2 есть также число несоизмеримое. 
Если обратить внимаше на число знаменитыхъ геометровъ, занимавшихся 
квадратурой кругъ, какъ въ одномъ направлети такъ и въ другомъ, то 
вероятность делается весьма значительною, что квадратура невозможна. 
Заметимъ при этомъ, что еслибы она и была возможна, то решеше этой 
задачи важнаго значенш въ геометрш не имеетъ, а потому Парижская ака- 
демгя въ 1775 году напечатала въ Memoires de TAcademie следующее заяв- 
леше:
L’Academie a pris, cette annee, la resolution de ne plus examiner aucune 
solution des problemes de la duplication du cube, de la bisection de l’angle ou 
de la quadrature du cercle, ni aucune machine annoncee comme un mouYement■ - S’ '
perpetuel.
После этого краткаго историческая очерка квадратуры круга я из­
ложу, какимъ образомъ нынешще геометры, воспользовавшись трудами своихъ 
предшественниковъ, отыскиваютъ отношеше окружности къ д1аметру и ва- 
ходятъ площадь круга. -
Мы видели, что Архимедъ, и прежде его, друпе геометры раз- 
сматривали кругъ и вообще кривыя лиши, какъ пределъ, вписанныхъ или 
описанныхъ, миого^гольниковъ, коихъ число, сторонъ можетъ неопределенно
возрастать, а величина ихъ неопределенно убывать. Но этотъ лр1емъ 
древними пе. былъ возведенъ въ методъ изследовашя, какъ онъ возведешь 
у.насъ въ два метода, въ сущности составляющее одинъ, методъ безко- 
нечно-малыхъ и методъ пределовъ.
VII. Методъ предйловь.
Когда древше геометры приступили къ иззгЬрешю кривыхъ лишй и 
площадей ограниченныхъ кривыми литями, то первая, безъ сомпЬтя, 
мысль, и самая естественная, была заменить кривыя линш и криволиней- 
ныя площади другими простейшими, которыя они успели уже измерять, 
т. е. фигурами прямолинейными и притомъ выбранными известнымъ. обра­
зомъ, именно: чтобы ихъ величина оставалась неопределенною, т. е. могла
%  •  . ,
бы быть то больше, то меньше, и, увеличиваясь иди уменьшаясь, могла-бы 
такъ приблизиться къ даннымъ величинамъ, что разность мелсду сими пос­
ледними и выбранными—простейшими могла бы сделаться мент всякой 
данной величины.
Величина, которая, въ продолженш изследовашя, не имеетъ опреде- 
леннаго числоваго значешя, а можетъ быть то больше, то меньше, однимъ 
словомъ, которая можетъ полупить безчисленное множество значешй, на­
зывается величиною переменною. Наприм'Ьръ, хорда въ круге есть вели­
чина переменная, такъ какъ она можетъ miter, вс* числовия значешя 
отъ нуля до д1аметра. ' •
Таже величина, которая, въ продолженш изследовашя не изменяется, 
т. е. имеетъ одно только числовое значеше, называется постоянною. На- 
примеръ, д1аметръ круга, окрулшость суть величины постоянныя.
Переменная величина можетъ увеличиваться или уменьшаться безпре- 
дельно, т. е. молсетъ получить всевозможныя числовыя значешя отъ нуля 
до безконечности, т. е. мол*етъ сделаться и менее и более всякой данной 
величины. Но если переменная величина, увеличиваясь или уменьшаясь 
неопределенно, приблилсается къ известной определенной величине "такъ, 
что разность между ними моягетъ сделаться менее всякой данной вели­
чины, но нулемъ сделаться никогда не можетъ по свойству переменной и 
постоянной, то постоянная величина, къ которой стремится переменная 
называется пределомъ переменной.
I ( . * ■ . ^ ■ -
I I  • |
Пределъ переменной, которая можетъ, уменьшаясь, сделаться менее
всякой данной величины, есть нуль* Напримеръ дробь — съ увеличешемъ• ■ п
числа п неопределенно уменьшается, но нулемъ сделаться не можетъ. Въ
'  1 
самомъ деле, если данная величина была 0 ,1, то переменная — можетъ• п
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сделаться меньше ОД, если положить w = 100. Если данная величина есть
1
0 ,01 , то переменная — будетъ меньше 0 ,01 , если положить ?г= 1 0 0 0  и ' п ,
т. д., но, при неопределенномъ воярасташи числа п, переменная— нулемъ,
шЬ
очевидно, сделаться не можетъ. Евклидъ въ первомъ предложеюи десятой 
книги доказываете, что если даны две величины, изъ коихъ ,одна какая 
угодно малая, то всегда отъ другой можно отнять такую ея часть, что 
остатокъ будетъ меньше другой данной. Это предложете Евклида одно 
изъ самыхъ важныхъ, такъ какъ оно служить основашемъ метода преде- 
ловъ (кн. 10 , пред. 1).
Переменная величина, которой данная должна быть пределомъ, вы­
бирается такъ, чтобы она удовлетворяла сл'Ьдующимъ услов1ямъ:
1 ) Чтобы, по своему свойству, она могла получить безчисленное мно­
жество значешй и чтобы каждое изъ этихъ значешй, въ известный мо­
менте, могло быть определено или измеренно.
2) Чтобы разность между пределомъ и переменной величиной могла 
сделаться менее всякой данной величины.
Если на кривой лиши возьмемъ несколько точекъ и соединимъ эти 
точки прямыми лишями, то получимъ ломанную линш вписанную въ кри­
вую. Если теперь, между взятыми точками на кривой, возьмемъ друпя 
точки и соединимъ, эти последшя, съ иредъидущими, то получимъ дру­
гую ломанную, которая лежитъ ближе къ кривой. Продолжая подобное
л
построеше мы будемъ. получать ломаййыя линш, которыя будутъ все 
ближе и ближе подходить къ кривой, по мере возрасташя числа сторонъ, 
которыхъ величина вместе съ темъ убываете. При неопределенномъ воз­
растали числа сторонъ ломанная лишя приближается неопределенно къ 
кривой такъ, что кривую разсматриваютъ какъ пределъ ломанной впи­
санной.
Если чрезъ точки взятыя на кривой проведемъ къ ней касательныя, 
то оне, пересекаясь, образуютъ ломанную, которая при неопределенномъ
ш Г ‘  <
возрастанш числа точекъ взятыхъ на кривой, неопределенно приближается 
къ кривой, такъ что кривую можно разсматривать и какъ пределъ опи­
санной ломанной лиши.
■ j  ,  .  * .
Предлооюете 15. Ломанная лишя, имеющая одни концы съ прямою, 
больше этой последней (фиг. 293).
Доказат. Пусть данная прямая будетъ АЕ, а ломанная ABODE, я 
говорю, что:
Соединимъ точку А  съ точками С и Д  то будемъ иметь следую­




А Е <  A B -h B E
А В < А С + С В
A C < A B -hB C .
Складывая, получимъ:
А Е К  АВч-ВС-ъ- СВ-ь-ВЕ.
Это последнее неравенство существует*!», каковы бы ни были число и 
малость сторонъ ломаиной лиши, а следовательно и пред'Ьлъ ломанной—кри­
вая лишя, имеющая одни концы съ прямою, более сей последней.
•  /
Предлооюете 16. Замкнутая выпуклая ломанная лишя, ограниченная 




Доказат. Пусть А В С В  будетъ ломанная, ограничивающая со всехъ 
сторонъ ломанную E F G B O L , я говорю, что:
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Въ самомъ деле, мы имеемъ следуют;in неравенства (кн. 1, пред. 20):
#  *
A E -t-A M > E F -+ -F M .
F M -+ -M G > FG ,




OC-i-CD-+-DP> OL-\-LF  
L P -{-P E > L E ,  
складывая и выбрасывая обпце члены, найдемъ:
~  I
I
Это последнее неравенство существуете какое бы нибыло число и 
малость сторонъ двухъ выпуклыхъ ломанныхъ лишй, следовательно, если 
одна изъ нихъ или обе будутъ кривыя лиши, то ограничивающая всегда 
больше ограниченной.
Предложете 17. Окружность круга есть пределъ какъ вписаннаго 
такъ и описаннаго многоугольниковъ (фиг. 295).
Доказат. Впишемъ въ кругъ и опишемъ около него правильные, для 
простоты, многоугольники, нроизвольнаго чиела сторонъ, положимъ п. За- 
тймъ удвоимъ число сторонъ какъ вписаннаго такъ и описаннаго многоу­
гольника и будемъ продолжать такое действ1е неопределенно: я говорю, 
что оба периметра, вписанный увеличиваясь, а описанный уменьшаясь не­
определенно, приближаются къ окружности. Въ самомъ деле, пусть 
ABCDE.... будетъ периметръ вписаннаго, а А'В'С'В'Е'..... периметръ опи­





Такъ к£къ эти многоугольники подобны,, то периметры ихъ относятся
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между собою (ки. 6 , прим. 17, пред. d), какъ ихъ апоеемы, но апоеема впи- 
саннаго есть ОК, а описаннаго есть рад1усъ круга, следовательно:
Р : р = г :  ОК.
ч
Въ многоугольнике величина сторонъ неопределенно уменьшается съ 
неопределеннымъ увеличешемъ ихъ числа, следовательно, неопределенно 
уменьшается и разность г — O K = K L ,  будучи меньше стороны AL, какъ 
видно изъ треугольника A K L , въ которомъ A L > K L .  Если K L  стре­
мится къ нулю, то O.ZT неопределенно приближается къ г, следовательно, 
неопределенно сближаются и периметры Р и д  какъ видно изъ предъ­
идущей прошрщи. Ио р  меньше, а Р  больше окружности круга (пред. 16), 
следовательно оба они . неопределенно приближаются къ окружно­
сти, одинъ увеличиваясь, а другой уменьшаясь, поэтому окружность круга 
есть ихъ обпцй пределъ.
Предложеше 18. Площадь круга есть пределъ площадей какъ впи­
саннаго такъ и описаннаго многоугольииковъ (фиг. 295).
Доказат. Въ самомъ деле, многоугольники ABGDEFGn A'B'G'DE'F'G' 
подобны, следовательно (кн. б, примеч. 17, пред. d), площади ихъ относятся 
между собою какъ квадраты аиоеемъ, но апоеема вписаннаго многоугольника 
есть О К  (см. фиг. 295), а описаннаго есть рад!усъ круга, следовательно 
мы имеемъ: ' .
Пл. A'B ....F 'G ' г 2
Пл> A B ....F G  О К 1
•  <
но мы выше показали (пред. 17), что съ увеличешемъ числа сторонъ  ̂ О К\
неопределенно приближается къ г, следовательно, какъ видно изъ предъ­
идущей пропорцш, и площадь многоугольника A'B\...F'G' неопределенно 
приближается къ площади многоугольника AB....FG. Но площадь круга 
меньше первой и больше второй, следовательно она есть ихъ обпцй пре­
делъ. ' .
Показавъ, что окружность круга и площадь его можно разематри­
вать какъ пределы величинъ более простыхъ, которыхъ величина можетъ 
быть всегда определена, я изложу основныя предложешя методы иределовъ.
ч
Предложеше 19: Если две переменный величины, оставаясь равными,
стремятся къ известпымъ нределамъ, то и пределы этихъ перемеиныхъ
.  •  *  «
также равны.
Доказат. Пусть А  и В  суть пределы равныхъ перемениыхъ, то эти 




где х и у суть переменныя, неопределенныя величины, им'Ьюнця преде­
ломъ нуль.
По услов1ю мы всегда имеемъ:
. АЧ~Х =  B -hy
откуда:
А — В = у —х
Первая часть А —В  этого уравнешя есть величина постоянная, а 
вторая у —х есть величина переменная, и притомъ неопределенно умень­
шающаяся, что не иначе возможно какъ только тогда, когда мы нмеемъ пос­
тоянно х = у ,  т. е. когда А = В .
Предложете £ 0. Если две неременныя величины, сохраняя между 
собою постоянное отношеше, стремятся къ известнымъ пределамъ, то и 
эти пределы имеютъ между собою тоже отношеше.
Доказат. Пусть пределы неременныхъ будутъ А  и В , то сами пе-
ременныя будутъ А ч -х  и В ч -у . По услов1ю мы имеемъ:
1
' А ч -х
где а есть величина постоянная.
•  >
Эго уравнеше можно написать такъ:
А —В а = а у — х,
въ этомъ последнемъ уравнеши первая часть есть величина постоянная, 
а вторая переменная, неопределенно уменьшающаяся, а это возможно 
только тогда, когда ау—# = 0 , т. е. когда:
'  А _
В  а’
Методъ предгьловъ. Когда хотятъ найти зависимость между величи­
нами, которыя не легко сравниваются, то находять ташя простейпйя ве­
личины, .которыя бы можно было легко сравнивать и которыхъ бы данныя, 
для сравнешя величины, были пределами. Если тавш простейший вели­
чины найдутся, то задача относительно данныхъ величинъ. решена. Въ 
самомъ деле, зависимость между найденными простейшими выражается, 
въ большей части случаевъ, уравнешемъ, въ которомъ обе части суть пе­
ременный величины, имеюшдя известные пределы, следовательно въ силу 
предложешя (19) это уравнен1е существуете и между пределами взятыхъ 
простейшихъ величинъ.
Ырияожимъ сказанное къ кругу.
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Предложете 21. Окружности двухъ круговъ относятся между собою 
какъ ихъ рад1усы.
Доказат. Пусть г  и г 1 будутъ рад1усы, а О и О, длина окружнос­
тей. Впишемъ въ обгЬ эти окружности правильные многоугольники съ од- 
нимъ и т'Ьмъ же числомъ сторонъ. Пусть Р  и будутъ периметры .этихъ 
многоугольниковъ, то мы будемъ имЬть (кн. 6, примЬч. 17, пред. d):
Р  fм I Ч
Эта пропорщя имЬетъ мЬсто. какое бы ни было число сторонъ впи­
санныхъ многоугольниковъ, но, съ увеличешемъ числа сторонъ многоуголь­
никовъ, периметры ихъ стремятся къ своимъ предЬламъ О и Оп  следова­
тельно (пред. 20) таже пропорщя будетъ им’Ьть мЬсто и между предЬлами, 
т. е. мы будемъ имЬть:
Oi г , ’ *
Смьдствге. Предъидущую пропорщю можно написать въ слЬдующей 
формЬ: . . .
О О4 О о t-  =  —1 или — =  — , -г  2 г  2 r i
•  •
изъ которой видно, что отношеше окружности къ diamempy есть постоян­
ное число для всльхь круговъ. Это число назвали, какъ мы видЬли уже 
выше, чрезъ тс, т. е. мы всегда имЬемъ для всЬхъ круговъ.
==тс, или 0 = 2та\ .
2 г  ’
ч
Предлооюете 22. Площади двухъ круговъ относятся между собою,
’ с
какъ квадраты ихъ рад1усовъ.
Доказат. Пусть г  и г ,  будутъ рад!усы, а П  и П̂  площади кру­
говъ. Впишемъ въ оба круга правильные многоугольники съ однимъ и 
тЬмъ же числомъ сторонъ и означимъ площади этихъ многоугольниковъ 
чрезъ Р  и 1 \ , то мы будемъ им'Ьть:
✓
I „  •
Эта пропорщя будетъ имЬть мФсто какое бы нибыло число сторонъ
Вписанныхъ многоугольниковъ, но, съ увеличешемъ числа сторонъ много-
41
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угольников^ ихъ площади стремятся къ площадямъ круговъ, которыя суть 
ихъ пределы, следовательно мы будемъ иметь (пред. 20):
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Я  г 2
2Я  г
т. е- площади двухъ круговь относятся между собою, какъ 'квадраты ихъ 
радгусовъ.
Слпдствге. Если предъидущую пропорщю напипгемъ въ форме:
г 2 г] ’ •
то видимъ, что отногиете площади круга къ площади 'квадрата, построен- 
наю на радгусчь,t есть число постоянное.
Легко показать, что отношеше —л есть ничто иное какъ %. Бъ са­г
момъ деле, мы видели, что площадь круга (прибав. VI, пред. 1) равна пло­
щади прямоугольнаго треугольника коего одинъ катетъ равенъ окружности, 
а другой радгусу круга, но окружность круга равна 2тиг, следовательно пло­
щадь круга будетъ равна тсг \  Откуда Щ =  тс,
Предложеше 23, Площадь сектора равна дуге сектора, умноженной 
на половину рад1уса (фиг. 296).
Фиг. 296.
Доказат. Мы видели (кн. 6 , пр'ед. 33), что площади двухъ секто-
ровъ относятся между собою какъ соответствующая дуги, следовательно:
• *  •
Площ. круг.: Площ. сен .=О к.: дуг. А В
или
тсг2 : Площ. сек. = 2тсг : дуг. А В, 
откуда: г




Остается теперь показать какими способами новые геометры вычис­
лили приближенное отношеше окружности къ д1аметру. Такихъ спосо- 
бовъ есть нисколько, изъ коихъ главные суть следующее: способъ перимет- 
■ровъ, способъ. изопергьметровъ и способъ площадей.
1. Способъ периметровъ. Этотъ способъ употребилъ, какъ мы видели,
Архимедъ, ояъ самый простой и самый естественный, хотя ведетъ къ до­
*  »
вольно сложнымъ ариеметическимъ вычислешямъ. Новые геометры, не
ч
прибавили къ нему ничего особенпаго, приложили только свои более со­
вершенные ариеметичесйе и алгебраичесоде npieMbi.
Мы выше видели, что окружность есть пределъ, къ которому стре-
•  •
мятся, съ увеличешемъ числа сторонъ, правильные вписанные и описан­
ные многоугольники, одинъ увеличиваясь, а другой уменьшаясь. Следова­
тельно,. вычисляя периметры такихъ многоугольниковъ все съ болынимъ и 
болыппмъ числомъ сторонъ мы получимъ рядъ чиселъ попарно, между 
каждою парою которыхъ будетъ заключаться' числовая величина окруж­
ности.
Если г  есть рад!усъ даннаго круга, а а„. есть сторона правильнаго 
виисаннаго многоугольника съ п сторонами, то стороны а2П и А-.п. вписан­
наго и описаннаго правильныхъ многоугольниковъ съ удвоеннымъ числомъ 
сторонъ будутъ:
2 у а» и
(О?!2 П' У '2r‘—г V 4г1-—а‘, , A vl- О
'Ct? п
% •
Ирииимая рад1усъ круга за единицу, предъидупця формулы сделаются:
«
в . ^ 2— ( о’ V 4—chn
Если рад1усъ круга равенъ единице, то окружность будетъ 2т:, сле­
довательно число тс будетъ всегда заключаться между нолуперимеграми 
вписаннаго и описаннаго многоугольниковъ. Такъ какъ сторона виисаннаго 
шестиугольника равна рад1усу круга, то его полу периметръ есть 3, а какъ 
сторона описаннаго квадрата равна д!аметру круга, то его нолуиериметръ
равенъ, 4, следовательно число тс больше 3 и меньше 4, т. е.~ 3<vc<4.
^  *
Полагая для краткости:
и,- ъ ] /  4—‘Un) щ==1 4—а^п, Щ—■ ]/ 4 ащ , »  I
и замечая, что ae=  1, найдемъ:
ап=  j / 2— у/З, . 1̂13= —и1 3
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a.y4= V  2— 2 u\
* *  * ♦  w  l
A.„ a12 4- 2% 24c&24.
< 2 4  A ,t
a 48 V' 2 — 2 щ ,
a 48
U 3
2 *  > 4 8 t t -  
< 4 8 X ,
И Т. Д.
Такимъ образомъ, начиная съ шестиугольника, ыы можемъ вычислить 
последовательно периметры вписанныхъ и описанныхъ многоугольниковъ
съ 12, 24, 48, 96, и т. д. сторонамрг. Между парою такихъ периметровъ 
лежитъ всегда число 2к или окружность круга, коего ' рад1усъ==1. Если 
возьмемъ у/ 3=1,732050807568877 *, то найдемъ последовательно:
®12 '=0,517638090205 12 ai3 ==6,2116571
=0,965925826289 12Af2 —=6,4307806
«2* =0,261052384440 - 24 a2i ==6,2652572
=0,991444861374 24A2i —■=6,3193199
СО 48 —0,130806258460 48 al4 - =6,2787004
=0,997858923234 J| 48^14s ==6,2921724-
9̂6 =0,065438165648 j 96 Ctgg =6,28206391
=0,999464587476 96-г196 ==6,2854292
1̂92 =0,032723463253 192сб,<,2 ==6,2829049
и,•> =0,999866137909 192Л192 ==6,2837461
=0,016362279208 384 #384 =6,2831152
и  6 =0,999966535917 384J.S84 - =6,2833260
6*7 68 =0,008181208052 7 68 a76H ==6,2831678
Щ =0,999991633444/ 768J.768 ==6,2832203
536 =0,004090612582 c 1 036 j536 —=6,2831809
< =0,999997908359 1536.4,»,« ==6,2831941
3072 =0,002045307361> . 3072 «эо„ ==6,2831842
=0,999999477089 30724.307J ==6,2831875
=0,001022653814 6144 ==6,2831850
*,0 =0,999999869272 614446lii -=6,2831858
«„„,=0,000511326924 12288 a,!28S==6,2831852
=0,999999967318 122884,„ g8==6,2831854
 ̂̂ » *
. ‘ "  • * 1
* Memoires de 1’Academic des Sciences, 1747, pag. 443. • ’
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Если разсмотримъ периметры вписаннаго и описаннаго многоуголь- 
никовъ, то увидимъ, что по мере возрасташя числа сторонъ периметры 
имеютъ все более и более общихъ десятичныхъ знаковъ, такъ что пери­
метры— 12288 угольниковъ отличаются только седьмой десятичной цифрой, 
следовательно первыя семь цифръ общгя обоимъ периметрамъ принадле­
жать, очевидно, окружности, т. е. число 6,283185 выражаетъ приближенное 
числовое значеше окружности, когда радаусъ=1, съ погрешностью мень­
шею одной миллионной рад1уса.
Если возьмемъ среднее число межп;у периметрами вписаннаго и опи- 
саннаго 12288-угольниковъ, то получимъ число 6,2831853, которое 





.  * • .  J
съ погрешностью меньшего 0 ,000001.
Если окружность круга нримемъ за единицу, то изъ формулы
О к.=2тсг найдемъ:
2г== — ==0,31803099
-  %  '
число, выражающее д1аметръ круга, коего окружность=1.
Можно уменьшить въ двое число извлечешй корней, вычисляя вместо
сторонъ многоугольниковъ хорды ВС  и Д О  дугъ, дополняющихъ дуги
I
А В , Л Д , до полуокружности (фиг. 297).
Фиг. 297.
Въ самомъ деле, пусть АВ=Оп , А В ^ а т , АД=ад«п , ВС—Ьп 
B tO =bSn, В 9С=ЬШ и А С = 2 , то мы найдемъ:
, , *\
Г ■ .  ' • »  » *
• . ; • * ■ • , • 1 , '  4 ‘ •• ' . « i t  v
■ bn^VА—dtt , • b2ti=-Y4с—~&гп
н кавъ то:
• % — | / 2 , о,2*г—-2'~'&7i
если вместо «г п подсгавимъ его предъидущее выражение въ выражеше для
ч
binj то получимъ:
Ъ$п~— ] /  2ЧгЪп .
Точно также найдемъ:
и т. д.
Полагая а»г= 1  найдемъ Ъ„~\'~з =1,7320508075. Очевидно въ этомъ 
случай аи~ а 6, а Ьп, 62», diH, будутъ хорды соответствующая многоуголь- 
никамъ съ 12, 24, 48 и т. д. сторонами. Если ихъ означимъ чрезъ Ъ6, 
з , Ъи  и т. д., то найдемъ:
6(J = j /  2 -Н , 7320508078=1,9318516525 
6г, = ^ 2 - н 1 ,9318516525=1,9828897227  
=^2-^1,9828897227=1',9957178465
Ъ,е — ] /  2-Ь1,995 7178165=1,9989291749  
6, , , = / 2 - н 1 , 9989291749=1,9997322758  
b3M— V  2-Н1,9997322758=1,9999330678
6 =  l / i ^ l , 9999330678=1/3,9999330678
откуда наконецъ:
%
в7И=  | /  4 —Ъ,в,— V 4—3,999933067»
V 0,0000669822=0,00818121.
Умножая это последнее число на 768, получимъ периметръ 768 
угольника вписаннаго, догЬдо» няй^мъ периметръ 768 угольника описан-
т
наго, откуда, какъ было сделано выше, о предал имъ я съ дзв&стнимъ
ириближен1емъ. . . .
Способъ перим етровъ можетъ быть измененъ сл'Ьдующимъ об̂ шзомъ: * 
Если означимъ чрезъ р { и Р, иериметры двухъ правильныхъ много- 
угольниковъ Pi вписаннаго, a Р, описаннаго, а чрезъ р 2 и Р2 также пе­
риметры вписаннаго и описаннаго многоугольниковъ, но съ двойнымъ чис­
ломъ сторонъ, то какъ мы вид&ли выше, будемъ иметь что: .
Р 1 /  1 1 \ 1
2 \ ? i  p j *  2h V X J>
(О
следовательно, числа:
1 1 1 1 1 1 (2)
начиная съ третьяго, суть попеременно средне-ариеметичешя и средне 
геометричестя между двумя предшествующими каждому изъ нихъ.
Если числа:
1 1 1




а | , СЬ 2 , . й-j у « • , (У-it
1 1
р 1 Р2 Р<
чрезъ:
то рядъ (2) сделается:
• • а
<В)
а формулы (1) вообще будутъ:
ап- Cln %n—1
Числа , «2, ot3, ." . , возрастая неопределенно, остаются всегда<C^ 
а числа , Щ, . . , уменьшаясь неопределенно, оста ю тся > ^ , т. е.
число будетъ всегда заключаться между двумя последовательны ми чис­
лами ряда (3)« .
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Но мы видели, что каждая изъ разностей щ—а% из а.
■ меньше одной четверти непосредственно своей предъидущей (приб. 
следовательно:





откуда видимъ, что разность ип—ап съ возрасташемъ числа п убываетъ 
неопределенно.
Если возьмемъ кругъ, коего рад1усъ- 
1 1 2 '
то мы будемъ иметь
1Z 0  ̂ , т. е. — будетъ пределъ ряда, составленная изъ чиселъ обрат-
ныхъ периметрамъ правильныхъ вписанныхъ и описанныхъ многоугольни­
ковъ, коихъ число сторонъ возрастаетъ все удваиваясь. Если теперь возь­






и если еще заметимъ, что — есть средне-ариометическое между 0 и — ,
у/2
а —  есть средне-геометрическое между теми же числами, то будемъ 
иметь следующее предложете: .
Предложете 24. Число —  есть пределъ къ которому стремятся члены
%  1  
ряда построеннаго следующимъ образомъ: начиная съ 0 и —  состав-
ляютъ попеременно то средне-ариеметическое, то средне-геометрическое
изъ двухъ непосредственно предшествующихъ членовъ.












а 3= 0 ,8142087
а4= 0,3162867
а5= 0 , 3180541









% заключается между числами ав и и какъ эти два числа имеютъ по
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три общихъ десятичныхъ знаковъ, то вычислено верно до 0 ,001, т-. е. 




Откуда гс= =3 ,142  верно до ол;ной сотой, т. е. тс=3,14 съUjolo
погрешностью меньшею 0 ,01.
•  я  ш *  I  ^
Легко видеть, что погрешность, сделанная въ вычислены — , будетъ. тс
въ десять разъ меньше погрешности тс. Въ самомъ д'Ьле, положимъ, что
.  1 1 а у
приближенная величина тс есть тс—а, т о  = ----- 1---- г -ь  . . . , следо-
1  ̂ ^ ^ ос
вательно погрешность при вычислены — будетъ меньше — , если ее на-• • тс тс
зовемъ чрезъ' р, то: . '
8<  или а<тс28 '• . ' тс
>  •  . 
но тс>3 и < 4 , следовательно темъ более а < 10р. Откуда видимъ, что.
1 -
вычисливъ — до тЧг 1—ой десятичной цифры, мы въ тс можемъ толькотс -
разсчитывать на т десятичныхъ знаковъ.
2. Способь гьзопергтетровъ. Положимъ, что окружность круга Ок.—2,
>
то изъ формулы О к.=2кг, мы будемъ иметь:
1 1ТС= — или г—  — , •. . Г 7С
1 ут. е. число — есть рад1усъ круга, коего окружность равна- 2. Слъдоватедь-тс .
но апоеема а и радоусъ г/, всякаго правильнаго многоугольника, коего ие-
.  1 риметръ равенъ 2 , суть приближенныя величины —-, изъ коихъ первая
меньше, а вторая больше, такъ какъ окружность, вписанная въ такой 
многоугольникъ меньше 2, а описанная больше 2,. следовательно ихъ ра- 
д1усы а и и должны заключать между собою раддусъ г , окруяшости равной
о 12, т. е. число — . .тс
1
Возьмемъ квадратъ, коего сторопа=-— его периметръ будетъ=2,
1 . 2 . / 2а апооема ах— — , а его рад1усъ, т. е. половина Д1агонали w4=  — .
4: 4:
Въ пред. 13 мы видели, что если cin-i и un- i  суть апоеема и рад1усъ,
• 42
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какого нибудь правильнаго многоугольника, а ан и и,, суть апоеема и ра- 
д!усъ правильнаго многоугольника съ двойиымъ числомъ сторонъ, но коего 
периметръ равенъ периметру предъидущаго многоугольника, то:
Un—  ~  (Cht—l - h U n —l) U n ~ V  CluUn—1 .
Съ помощью этихъ формулъ мы построимъ рядъ:
СЬ1 у М |  ̂ ft2  ̂  ̂ 5 W'a j 4 • }  ̂  ̂ *
   t . 1    _  _     /  / 4  \  Л  .  J -  2тождественный съ рлдомъ (3) пред. 23, если иачиемъ съ я ,=  — , м .=  — , но
. 4 4
только въ этомъ посл'Ьднемъ ряде (а) а {, а.г , а.л, . . . суть апоеемы, а 
щ , «а, м3, . . суть рад1усы правильныхъ изопериметрическихъ многоуголь­
никовъ, между т'Ьмъ, какъ въ ряде (3) а 1, а2, . . суть числа обратныя пе- 
риметрамъ описанныхъ правильныхъ многоугольниковъ, а ui , щ , . . числа 
обратныя периметрамъ вписанныхъ.
3. Способъ площадей. Въ пред. 12 мы видели, что если рп и Р* суть 
площади правильныхъ вписаннаго и описаннаго многоугольниковъ съ п сто-
роиами, a ргп и Р2П площади правильныхъ вписаннаго и описаннаго мно-
*
гоугольниковъ, но съ двоичннмъ числомъ сторонъ, ТО МЫ ш
p,„=VrnR  и +  ' ( !)
или
р>п- Vp„ Pn и Pw=  р ^ _ Р>‘ . (2)
Такъ какъ площадь круга, коего рад1усъ есть г  есть тт:г\ то иоло- 
живъ r = 1 мы найдемъ что пл. кр.=тс. Но площадь правильнаго,. вписан- 
наго въ кругъ, многоугольника меньше площади круга, а площадь описан­
наго больше, следовательно число тс лежитъ между площадями вписаннаго 
и описаннаго многоугольниковъ около круга, коего рад1усъ=1. Следова­
тельно, если съ помощью формулъ (1) и (2) будемъ вычислять площади 
многоугольниковъ, вписаннаго и описаннаго, коихъ число сторонъ возра­
стаете удваиваясь, то будемъ иметь два приближешя числа тс одно боль­
ше а другое меньше, обнця цыфры этихъ приближешй- будутъ принадле­
жать числу тс. -
Если формулы (1) напишемъ въ форме:
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Pin Pn Pn 1
JL_
Pill




и построимъ вписанный и описанный квадраты въ круге, то найдемъ, что 
площадь вписаннаго будетъ=2, а описаннаго будетъ=4. Означимъ пло­
щадь вписаннаго квадрата чрезъ р { , а описаннаго чрезъ Р , , то:









следовательно, если чрезъ р й означимъ площадь вписаннаго восьмиуголь­










, то получимъ изъ фор-
* 9 (4)
найденныхъ выше, между каждою парою которыхъ лежитъ число
I
тс
Мы видимъ также, что разъ числа ряда (4) представляютъ обратныя 
числа периметрамъ вписанныхъ и описанныхъ правильныхъ многоугольни­
ковъ, другой разъ, эти числа суть апоеемы и радiусы изопериметрическихъ 
многоугольниковъ, и третай разъ оне суть числа, обратныя площадямъ ира- 
вильныхъ вписанныхъ и описанныхъ многоугольниковъ, следовательно раз­
личные ио мысли щнемы въ сущности нич'&мъ не отличаются между собою.
Лежандръ для вычислешя тс употребилъ формулы (2):
р->п- Vрп Рп Р :-** *2 'И
Ярд Рп
PiCj-p-2 и
Полагая, радгусъ круга—1, площади квадратовъ вписаннаго и опи­
саннаго, какъ мы видели, будутъ 2 и 4 , следовательно, площади р % и Р  
вписаннаго и описаннаго восьмиугольниковъ будутъ:
Ps=V  8 =  2,828427, Р 16
V  8
=- =  3,3187085,
9
изъ этихъ последнихъ значешй найдемъ площади вписаннаго и описан­
наго шестьнадцатиугольниковъ и т. д.
Вотъ таблица до- 32768-угольниковъ вписанныхъ и описанныхъ: 






16 3,0614674 ■ 3,1825979
32 3,1214451 3,1517249









8192 . 3,1415923 3,1415928
16384 3,1415925' 3,1415927
32768 3,1415926 3,1415926
изъ этихъ таблицъ видимъ, что площадь круга или к будетъ=ЗД415926 
съ погрешностью меньше 0,0000001.
Изъ этого видимъ, что вычислеше тс, кроме аривметическихъ труд­
ностей, другихъ не представляете. Геометры старались по возможности со­
кратить ариеметичесшя вычислешя и въ этомъ отношенш достигли слй- 
дующихъ результатовъ, которые пренадлежатъ Снелл i у су и Гюгенсу:
Изъ последней таблицы видимъ, что для верныхъ семи десятич- 
ныхъ знаковъ тс надобно вычислить площади многоугольниковъ вписанныхъ 
и описанныхъ отъ 4- до 32768 сторонъ, Снелл1усъ и Гюгенсъ дали фор­
мулы, по которымъ для получешя верныхъ семи десятичнихъ знаковъ на­
добно вычислять площади или периметры съ гораздо меиьшимъ числомъ 
сторонъ. .
Предложете 25. Если p t ,-р :л, рн, . . . суть площади вписанныхъ 
правильныхъ многоугольиихсовъ, коихъ. число сторонъ возрастаете удваи­
ваясь, а Р , . Рг , . , площади такихъ же многоугольниковъ описан­
ныхъ, то:
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где Кр. есть площадь круга (фиг. 298).
Доказат. Пусть секторъ В А С  будетъ ‘2%-ая часть круга, углы 
СВ А, АСЕ , .FZM пусть будутъ прямые и точка G пусть будетъ средина 
дуги jDC, то мы, очевидно, имеемъ:
ВВС— P rzP i2п вас.
Ps~P,
2п
, JDEF. Р —Р2 п Ш  f
Фиг. 298.
Л  ТУ
Проведемъ HG  [| B F , то A H B G  равенъ и подобенъ половине 
A B G C . Кроме этого мы имеемъ:
A HDG Н В  E G




B G 2 ±  
В С 3 >  4 ’
B G  1такъ какъ -̂ 777 >  ~В С  2
следовательно:
х H G ^ 1
,  далее ^  2
или
HG
потому ЧТО - jT q




A  B G C  1 
А  В ВС  4-
I
2




V ,     1 Л  P‘Jl PiР 3 Р 3 >  —7—
Замечая, что C F = F D < F E ,  мы им'Ьемъ:
A B E F  F E \  1
А  В Е С  С Е 2 ^  4- ’
Д  В Е С  ___ B E  _  СЕ  ^  л 
А  В В С  В В  CF
откуда, перемножая, получимъ:
A B E F  ^  1 
А В В С  ^  2
т. с.:
Р ,— Р 2 >
Такъ какъ по мере возрасташя числа сторенъ многоугольниковъ пло­
щади ихъ Приближаются неопределенно къ площади круга, то р  ОО И Poo  
не будутъ отличатся отъ круга и мы получимъ:
Р г —Р  I = '  P i— Pi
Рз Р2  ̂ (Р'2 Pi)
J 1
Р * ~ Р з  > 7 “ О з — V » )>  1§ Р*~ ~ ^ ’)
1 1p.s— > у  (р 4— >̂3) > .
»  •  *  •  >  *  •  •  •  •  *  *
, • • - i
Складывая эти неравенства и замечая что Ер., а I Ах
1 1 ,  4 „ - ь- —  . . . =  — , найдемъ:16 64 3 ’
4




Р —Р2>  (р,—2\)
Р  — Р*> \  (ih—p J
t- 1
P3—Pt >  -J  (Р —Рг) '
Р ,-К р . >  ~  (Кр.—р,)
прибавляя къ обйимъ частямъ по Кр.-*-р { , получимъ:
р —р , >  у  (Кр —р , \  Кр,—р ,<  ~  ( Р —Р,)
Следовательно:
w- (р —р,) < К р —р, <  V  (Р,—рд
ИЛИ
Кр. > р  2-Ь Pt—PiЯ
К р .< Р  — Pi—p
(а')
Если означимъ чрезъ р.2\  . • , Р /, Р>\
• •
угольниковъ коихъ площади мы означили чре^ъ p i , 
то будемъ имгЬть:
. . , периметры много- 
р , , . . , Р , , Рг , . . ,
1?. П Р, f P / n  Кр; 2 Ок. г
Вторая и третья изъ этихъ формулъ очевидны, а первая получится
замечая, что:
■ ADGG— A G A D -h A A G C ^ j-A G .D C .
Если формулы (а') изм'Ьнимъ въ
Кр. > р. Ра—Р'1
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а  Р з > Pi  > -Р2 » Кр. зам'Ьнимъ ихъ выражешями р г
Р 2
1 1
— Р 2 г, К р .=  — Ок. г 9 то найдемъ, что:
1 ,
j  А ' , Pi
1
2 Pt г*




Формулы (а1) и (bf) значительно сокращаютъ вычисления, такъ какъ 
оне даютъ бол^е тесные пределы.
Прилтръ 1. Изъ таблицы (стр. 332) мы видимъ, что надобно было
S  ■
вычислить площади многоугольниковъ вписаннаго и описаннаго съ 32768 
сторонами, чтобы получить верныхъ семь десятичныхъ знаковъ, т. е. приб- 





р - р ,
3
где г —  1, следовательно Кр.=тс? достаточно вычислить площади многоуголь-
■ а
нйковъ вписаннаго и описаннаго, только до 512 сторонъ, чтобы получить 
приближеше до 0,000001, между темъ какъ площади вписаннаго и описан­
наго 512-угольниковъ даютъ приближеше только до 0,001.
Въ самомъ деле, если мы вычислили площади вписаннаго и описан­
наго 512-угольниковъ, то имеемъ изъ таблицы (стр. 332):









О З Д 4 1 5 9 2 6
,1415927
верно до 0 ,000001 .
Прилтръ 2. Йзъ таблицы (стр. 332) видимъ, что надобно было вы­
числить периметры вписаннаго и описаннаго 12288-угольниковъ, чтобы 





Достаточно вычислить периметры вписаннаго и описаннаго 384-уголь­
ника. Въ самомъ деле, если мы вычислили периметры вписаннаго и они- 
саннаго 384-угольниковъ, то мы изъ таблицы (стр. 324) имеемъ:
i>2'= 6 ,2831152, 
^'=6,2829049, P;=6,2.83326Q,
откуда:







верно до 0 ,0000001.
По способу изопериметровъ, какъ видно изъ таблицы (стр. 328), вы- 
числивъ числа обратныя периметрамъ многоугольниковъ до 12 8-угол ьниковь 
вписанныхъ и описанныхъ, мы получили для тс приближеше только до 0 ,01. 
СгЬдуюшдй щпемъ, съ помощью той же таблицы, даетъ тс верно до 0 ,00001.
Въ шестой книге въ 12-мъ примечанш въ предложены с), мы пока­
зали, что если даны два числа ап и ип ,* то рядъ чиселъ, ан , и», в»-и, ш+ i , 






Въ томъ же примечаши мы видели, что разность Ь между 
ариеметическимъ и средце-геометрическимъ двухъ чиселъ а и Ъ 




Вспомнивъ это, возьмемъ рядъ (3) стр. 327:
) w.jj, .(®2 , w2 j а*- ? > * * > <*», ,
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•  •  ,
въ этомъ ряду, члены а.л, а3 , а , , . суть средне-ариеметичесшя числа 
непосредственно двухъ предъидущихъ, а члены щ , и3 , щ , . .  суть средне-
геометричесшя числа также двухъ непосредственно предъидущихъ. Между
»
каждою парою членовъ предъидущаго ряда лежитъ, какъ мы видели, число 
— или члены этого ряда неопределенно приближаются къ — изъ коихъТС 7С
а , , а*, . . всегда <  — , а и . . и*, . . всегда> — . Разность ип—ап съ
т с  ■ т с  .
• и
возрастешемъ числа п неопределенно убываетъ, такъ какъ мы видели что:
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^ и \—а4 '
Un~ •
Если желаемъ вычислить тс верно до m-ой десятичной цифры вклю­
чительно, то мы должны вычислять члены ряда а] , и{ , сс2 , «2, . . до 
техъ поръ пока:
с» . (tin a n )  - 10<      <8 ап 10т+1 ’
тогда въ пред&лахъ этого ириближешя мы можемъ средне-геометричесшя
•  .  «
числа Un+i, «*+2 , • • заместить средне-ариометическими * w i , ^п+2 , • • , 
следовательно пределъ, къ которому стремятся члены Clft ) ((fl-1-1 5 Н̂-г-2 ;
«к-ьз, . *. , будетъ:
1 ^  2 /  .
— — aiH— ~  yiin~~~an)- тс 3
^  • 
При.тьч. 1. Мы видели, что таблица (стр. 328) дала п тольео до 0,01 върио, между
т£мь какъ съ помощью предъидущаго свойства таже таблица дауть тг до 0,00001.
Въ самомъ дйлй, изъ таблицы мы имйемъ: ,
' : « 5== 0,3184377 •
а6 —  0,3180541 •
    • t , . *
1 >  •
щ —as =  0,0003836 .
следовательно:
(иь- а гу  <  (0,0004) ̂  16 1
8 «5 8.0,318 25 107>
Следовательно будемъ имЗ>ть семь вЬрныхъ десятичныхъ знаковъ:
~  — ab~h % (и -~ а ь) =  0,3180541-1-0,0002557 =  0,3183098,
откуда: .
п — 3,141593 
до 0,000001, . . ,
t/ f
Это и все что можно сказать о способахъ, предложенгшхъ- геометрами - для кычяс- 
лешя приближеннаго отношешя окружности къ Д1аметру. Мнй кажется, что преподаватель 
элементарной геометр1и въ нашихъ пгмназ]‘яхъ долженъ обратить особенное вннмаше вос- 
яитанниЕовъ на эти способы и вычислешя, такъ какъ это единственный приы'Ьръ въ эле­
ментарной геометр!и, гд$ онъ можетъ развить способъ вычислешя величинъ по приближе- 
шю. Замечу при этомъ, что именно эта часть у насъ проходится весьма необстоятельно 
и какъ бы мимоходомъ, поэтому воспитанники не им'Ьютъ ни малййшаго понятая о прибли- 
жешяхъ.
Предложеше 20. Дв'Ь дуги, соответствующая равнымъ центральнымъ
угламъ въ различныхъ кругахъ, пропорщональны рад1усамъ круговъ
(фиг. 299). ‘
Доказсст. Въ самомъ д&л'Ь, означимъ чрезъ s и s, длины • дугъ, а
чрезъ г  и г х рад1усы соответствующихъ круговъ. Такъ какъ углы въ од­
"  *  •  •
номъ и томъ же круге пропорциональны дугамъ (кн. 6 , пред. 33), то мы
•  i  «
будемъ иметь: .
' 5 А Л О В  s, А АО В '
2 кг и 2 ш х 4:d
Фиг. 299.
О
где О А —г, О А' 
следовательно:
г , ,  дуг. А В — s, jiyT.A'B’= s i , но Z  АОВ— Z А' ОВ1,
s






Возьмемъ уголъ АОВ> и означимъ чрезъ о число или меру угла, 
когда уголъ А  ОС примемъ за единицу (фиг. 300).
То мы.будемъ иметь (кн. 6, пред. 33): .
А А О В
LAOC s.
где дуга A lters ,  дуга следовательно:
Фиг. 300.
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Если за единицу угловъ возьмемъ уголъ, который соответствуете дуге
• л
равной рад!усу круга, то $,=*■, следовательно:
s=r.u> . (2)
где о есть число выражающее меру угла соответствующая дуге s, когда
-  t
за единицу угловъ принимается уголъ соответствующей дуге равной, по длине, 
рад1усу круга. .
Если въ формуле (1) примемъ за единицу дугу si , соответствующую 
углу равному единице, то будемъ иметь:
$ =  (о. (3)
Если рад!усъ круга примемъ за единицу, то формула (2) обращается
въ (3). .
Въ этомъ случае мы будемъ иметь:
4с2=2тс=6,283184, 2(2=ти=3,141592, d— -£=1,5707.96, =  и т. д.. dt 4:
Такова мера угловъ въ теорш, въ практике же всякую окружность 
делятъ на 360 равныхъ частей, которыя называютъ градусами, следова­
тельно градусъ есть величина неопределенная и зависите отъ рад1уса 
круга. Прямой уголъ заключаетъ 90 градусовъ, два прямыхъ 180, три пря­
мыхъ 270 и четыре прямыхъ 360. Градусы означаютъ символомъ 25° или 
25 градусовъ. Каждый градусъ делятъ на 60 равныхъ частей, кото­
рыя называются минутами и изображаются такъ 31', т. е. 31 минута; на- 
Ёонецъ каждая минута делится на 60 равныхъ частей, которыя на­
зываются секундами и означаются такъ 2 Г', т. е. 21 секунда. Следова­




О п р е д е л е н !  я.
л
1. Соизмеримыми величинами называются ташя, которыя имеютъ 
одну общую мёру.
2. А песо измеримыми называются ташя, которыя общей . меры не
имеютъ.
3. Прямыя лиши называются соизмеримыми въ степени, если по­
строенные на нихъ квадраты измеряются одною и той же площадью, т. е. 
имеютъ общую меру.
•  »  »  *
у
Примт. 1. Подъ степенью (Svvauis) Евклидъ рааум-Ьетъ только вторую стеиень.
4 . А несоизмеримыми въ степени называются татя прямыя, построен­
ные на которыхъ квадраты не имеютъ общей меры.
5. Съ произвольно взятою прямою существуетъ безчисленное множе­
ство другихъ прямыхъ соизмеримыхъ или несоизмеримыхъ съ нею и при- 
томъ одне изъ нихъ соизмеримы или несоизмеримы какъ по длине такъ 
и въ степени, а друия соизмеримы только въ степени. Взятая прямая на­
зывается ращональною лишею (pujrov, aXo-yov). .
6. Рацгональнъгми лишями называются также и те, которыя соизме­
римы съ взятою прямою по длине и въ степени, или только въ степени.
7. Ирращоналъными прямыми называются ташя, которыя несоизме­
римы съ взятою прямою.
8. Квадратъ построенный на взятой прямой называется рацюналънымъ.
9. Площади соизмеримыя съ этимъ квадратомъ называются также
I
ращопалъными.
10. Площади несоизмеримыя съ этимъ квадратомъ называются up- 
ращопалъными.
8 4 2
Примт. 2. Мы будемъ говорить, что прямая квадратитъ данную площадь, если 
построенный на ней квадратъ равенъ этой площади. Евклидъ уаотребляетъ для этого вы- 
зеешя глаголъ 8vva&ai (степенить). Мы будемъ еще говорить, что прямая квадратитъ 
надъ другою прямою, если Евадратъ построенный на первой превосходить квадратъ, по­
строенный на второй на известную площадь. Эта последняя площадь есть всегда квадратъ.
11. Если прямая квадратитъ ирращональную площадь, то она называется 
щрацгоналъною. Если ирращональная площадь есть квадратъ, то ирращо­
нальная прямая есть его сторона, а если ирращональная площадь есть 
какая нибудь фигура, то ирращональная прямая есть сторона квадрата, 
площадь котораго равна площади ирращональной фигуры.
П р е д л о ж е н !  я.
*  «
Предложете 1. Если отъ данной величины А В  отымемъ часть боль­
шую ея половины, а отъ остатка отымемъ его часть большую его поло­
вины и будемъ продолжать такое дМств1е неопределенно, то наконецъ
•  •
получимъ такой остатокъ, который будетъ менее, какой угодно малой, дан­
ной величины С (фиг. 801).
Доказат. Возьмемъ величину D E > A B  и кратную величины С. Пусть 
части кратности будутъ D F = F G = G E — C.
Такъ какъ D E > A B ,  то, отымая отъ D E  его часть E G <  1 DE, а
отъ А В , В Н >  {- АВ, очевидно получимъ остатки Н А  и GD  изъ коихъ
*  »
G D > H A .  Съ этими остатками поступимъ также какъ и съ величинами 
D E  и А 7?, т. е. отъ GD  отымемъ G F < I  GD, и отъ ПА  отымемъ 
Н 1 > ъ Н А ,  то опять получимъ остатки IA  и F D  изъ коихъ IA<FD>
но F D = C ,  следовательно 1 А < С .
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Предложете 2. Две неравныя величины А В  и CD будутъ несоизме­
римы, если отымая отъ большей меньшую, отъ меньшей первый остатокъ,
отъ перваго остатка второй и т. д., никогда не получимъ такого остатка,
.  *  *
который бы содержался безъ остатка въ непосредственно предъидущемъ 
остатке (фиг. 302).
Доказат» Положимъ, что величины А В  и CD соизмеримы и пусть
, 1 
Е  будетъ ихъ общая мера. Наложимъ меньшую изъ величинъ А В  на CD 
столько разъ, чтобы остатокъ GF былъ меньше AJB. Этотъ остатокъ GF 
наложимъ на А В , столько разъ, чтобы получить остатокъ AG<CFC и т. д. 
пока не получимъ остатокъ AG<iE.
. Фиг. 302. '
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Такъ какъ Е  измеряетъ А В , а А В  измеряетъ DF, то Е  измеряетъ 
D F , но Е  измеряетъ и DO, следовательно оно измеряетъ и FG. Е  из­
меряетъ FC, a FG  измеряетъ BG, следовательно Е  измеряетъ и AG. Но 
A G  по условно меньше Д  следовательно невозможно, чтобы Е  измеряло 
AG. Если это невозможно, то невозможно, чтобы величины А В  и СВ 
имели общую меру.
Предложенье 3. Найти общую наибольшую меру двухъ данныхъ со- 
йзмеримыхъ величинъ А В  и СВ (фиг. 303)?
Вгъшете. Случай 1. Если меньшая величина А В  измеряетъ большую 
CD, то она, какъ измеряющая и сала себя, и есть общая мера; но она и
найболыпая, такъ какъ величина большая отъ А В  измерять ее не можетъ.
Л
Случай 2. Если величина А В  не измеряетъ величины CD, то, такъ какъ 
оне соизмеримы, отнимая отъ большей меньшую, отъ меньшей первый оста­
токъ и т. д. мы получимъ такой остатокъ, который измеряетъ непосред­
ственно предъидупцй.
Пусть А В  измеряетъ D E  н остатокъ С Е < А В ,  а остатокъ СЕ
.  г    •
пусть измеряетъ B F  и остатокъ AF<CCE, наконедъ пусть A F  содержится 
безъ остатка въ СЕ. Я говорю, что A F  и будетъ общая найболыпая мера 
данныхъ величинъ А В  и CD.
Фиг. 303.
В  :       А
F
. D —  ̂ L ! С
'  • Е
• а   . •
*  ■ • •  а
■ -  •  •  .
Въ самомъ деле, A F  измеряетъ EG, а ЕС измеряетъ BF, следо­
вательно A F  шигёраетъ BF, но A F  измерлстъ саму себя, следовательно 
A F  измеряетъ и всю величину АВ. Ио А В  измеряетъ DE> следо ва-
•  * .
тельно AF, измеряя АВ, измеряетъ и BE. Но AF измеряетъ и СЕ, сле­
довательно AF измеряетъ и всю величину СВ. Если AF измеряете АВ  
и СВ, то она есть ихъ общая uftpa; я говорю, что она и найболыиая.
Для этого положимъ, что есть большая отъ AF общая мера G. Такъ 
какъ G измеряете АВ, а А В  измеряетъ B E , то и G измеряетъ BE. Но 
G также измеряетъ и СВ, следовательно оно измеряетъ и СЕ. G изме- 
ряетъ СЕ, а СЕ  измеряетъ BF, следовательно G измеряетъ BF, но G 
измеряетъ АВ, следовательно оно измеряетъ и остатокъ AF, т. е. большая 
величина G измеряетъ меньшую AF, что невозможно. Следовательно наи­
большая общая мера величинъ А В  и СВ есть AF и другой большей 
быть не можетъ. .
. Слтдствге. Изъ сказаннаго следуетъ, что величина, измеряющая две 
величины, измеряетъ и ихъ наибольшую общую меру.
Предложете 4. Найзп общую ;найболыпую меру трехъ данныхъ ве­
личинъ А , В , С (фиг. 304)? . .
Ргьшете. Найдемъ общую наибольшую меру величинъ А  и В  (кн. Ю, 
пред. 3) и пусть она будетъ В- , -
Случай 1. Если В  измеряетъ и величину С, то о ч е в и д н о ,  что В  
есть общая мера трехъ величинъ А , В, С; я говорю, что она и найболь- 
шая. Въ самомъ деле, пусть, если возможно, Е  будетъ еще большая об­
щая мера. Такъ какъ Е  измеряетъ величины А, В  и С, то она изме­
ряетъ 1  и Д  а следовательно и величину В  (кн. 10, пред. 3, след.), 






См/чай 2. Если В  не измеряетъ величины С, то общая найболыиая 
мера 'Е, величинъ С и В, будетъ общая найболыпая мера всехъ трехъ
величинъ А, В, С. -
Въ самомъ деле, общая найболыиая мера величинъ А , Б, С изме­
ряетъ величины :А и В, следовательно измеряетъ и ихъ общую найболь- 
шужэ м&ру В, но оаа измеряетъ и С, следовательно измеряетъ С и By 
которьш поэтому суть мел и чины соизмеримыя.
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Такъ какъ Е  есть общая найбольшая мера величинъ С и то
Е  измеряетъ Д  a D  измеряетъ А  и Ji, следовательно Е  измеряетъ А,
%








Если возможно,, то пусть F  будетъ еще большая общая мера. Такъ
какъ величина Е  измеряетъ А  и В, то она измеряетъ и D  (кн. 10,
«
пред. 3, след.), а также и С, следовательно С и D, а если F  измеряетъ 
С и D, то измеряетъ и Е , т. е. большая величина измеряетъ меньшую, 
что невозможно. Следовательно величины А, В , С другой общей найболь-
шей меры, исключая Д  иметь не могутъ.
*  в  .
C.mdcmeie. Изъ сказаннаго следуетъ, что . общая, измеряющая три 
величины, мера измеряетъ и найболыпую общую ихъ меру.
Точно также молшо найти общую найболыпую меру болынаго числа 
величинъ и приложить къ ней предъидущее следств1е.
Предложеше 5. Соизмеримыя величины А  и В  относятся между со­
бою какъ некоторый числа (фиг. 306).
Доказат. Такъ какъ величины А  и В  соизмеримы, то оне имеютъ 
общую найболыпую меру, которая пусть будетъ С. Пусть С содержится въ 
4  ш разъ, в, въ В  71 разъ, напримеръ 4 раза въ А  и 3 раза въ В , то 
мы будемъ иметь:
А : С = т : 1, С: j5=1 : п,
откуда:









4=т.С  . В=п.С,
откуда, разделяя, получимъ:
А  : В—т : п.
Предлооюете 6. Если величины А  и В  относятся между собою какъ 
числа т къ п, т. е. если А : В = т : п, то А  и В  соизмеримы (фиг. 307).
Доказат. Разд-Ьлимъ величину А  на столько равныхъ частей сколько 
единицъ въ числе т и назовемъ п-тую часть А  чрезъ С. Составимъ изъ 
С такое кратное F , сколько единицъ въ числе п. то будемъ иметь:
А : С = т : 1, С: F =  1 : п
откуда:
А : F = m : п
но по положенно:
А : В ^ т : п
следовательно:
А  : F = A  : В
откуда B = F  (кн. 5, пред. 9).
Но С измеряетъ F, т. е. В, а также имеряетъ и А, следовательно






Омъдспте. Изъ этого предложешя следуетъ, что если даны два 
числа т и п и прямая лишя А, то всегда можно найти другую прямую 
линш F  такую, что (фиг. 308):
Фиг. 308.
1 I . I • ! . I I ! •
В I I
F-
т : п = А : F .
Если теперь построимъ прямую В  средне-пронорщональную между 
А  и Д  т. е., если:
A :B = = B :F ,
•  •  
то фигура построенная на А  относится къ подобной фигуре, построенной
на Д  какъ квадраты, построенные на А  и Д  т. е. (кн. 6, пред. 20):
Фиг. А : Фиг. В —П \А : □  В,
•  и ш
но {2В=^А. F, следовательно:
Фиг. А  : Фиг. В = А  ’• F,
или
Фиг. А : Фиг. В —т : п.
■ Предложеше 7. Несоизмеримыя величины А  и В  не могутъ отно­
ситься между собою какъ числа (фиг. 309).
Фиг. 309.
«•




Доказат. Если-бы величины А и В  относились какъ числа, то 
(кн. Ю? пред. G) оне бы были соизмеримы.
Предлооюете 8 . Если величины А  и В  ие относятся между собою 




# •  «  '  •  .
£
•  '
Доказат. Если бы А  и В  были величины соизмеримыя, то оне отно­
сились бы между собою какъ числа (кн. 30, пред. 5). .
j \  •
Предложеше 9. Квадраты, построенные на соизмеримыхъ ио длине 
лишяхъ А  и Д  относятся между собою, какъ квадраты чиселъ, а квад­
раты, относяпцеся между собою какъ квадратныя числа, имеютъ стороны 
по длине соизмеримыя. Напротивъ, квадраты, построенные пи несоизмери­
мых!. по длине лишяхъ А  и Д  не могутъ относится между собою, какъ 
квадратныя числа, а квадраты, не относяпцеся между собою какъ квад-
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Доказат. 1. Такъ ка$ь по условно линш А  к В  соизмеримы, то
I
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(кн. 10, пред. 6) он* относятся между собою какъ нЬкоторыя





---- 1--- -{-г---j---- — 1— i—
А : В —ш : п.
и
Но мы имеемъ (кн. 6 , пред. 20):
П А : П В = 2  (А : В)
следовательно:
□ w : O w = 2  (т : п) 
П А : П В = т *: п2.
2 . Ноложнмъ теперь, что мы имеемъ:
П А  : П В = т 2 : п2
Я говорю, что мы будемъ иметь:
А : В —т : п.
Въ самомъ деле:
2 ( м : п)П А : П В = 2  (А: В) и т 2: 
следовательно:
А : В —т : м, .
т. е. А  и В  соизмеримы.
3. Если прямыя А  и В  по длине несоизмеримы, то квадраты, по­
строенные на нихъ, не могутъ относиться между собою какъ квадратныя 
числа, въ противномъ случае прямыя А  и В  были бы по д а н е  соизме­
римы (кн. 10, пред. 9, случ. 1). '
*  .
4. Если квадраты, построенные на прямыхъ А  и В, не могутъ отно­
ситься между собою какъ квадратныя числа, то А  и В  будутъ несоизме­
римы, въ противномъ случае оне бы относились между собою какъ квад­
ратныя числа (кн. 10, пред. 9, случ. 2).
С.шдствге. Изъ доказаннаго следуетъ, что все соизмеримыя по длине 
прямыя линш соизмеримы и въ степени; но не все соизмеримыя линш въ 
степени соизмеримы и по длине. Далее также видно, что не все несоиз- 
меримыя по длине лиши несоизмеримы и въ степени; но все несоизмери­
мый въ степени линш несоизмеримы и по длине. ■ ■
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1. Квадраты соизмеримыхъ по длине лишй относятся между собою 
какъ квадратныя числа, т. е. какъ числа, следовательно они соизмеримы 
(кн. 10, пред- 5).
2. Если прямыя линш соизмеримы въ степени, то ихъ квадраты от­
носятся между собою какъ числа (кн. 10, пред. 5), но эти числа могутъ 
быть или полные квадраты или просто каюя нибудь числа- Въ первомъ 
случае, прямыя какъ стороны квадратовъ будутъ по длине соизмеримы, а 
во второмъ случае оне будутъ по длине несоизмеримы. Следовательно со­
измеримыя въ степени прямыя линш, тогда только соизмеримы и по длине, 
когда ихъ квадраты относятся между собою какъ квадратныя числа.
3. Не все несоизмеримыя линш по длине несоизмеримы и въ сте­
пени, такъ какъ прямыя лиши соизмеримыя въ степени могутъ быть по 
длине несоизмеримы.
4 . Все несоизмеримыя въ степени прямыя линш несоизмеримы и но 
длине. Въ самомъ деле, если бы оне были соизмеримы по длине, то оне 
были бы соизмеримы и въ степени, что противуречитъ положенно.
Предлооюете 10. Если изъ четырехъ пропорщональныхъ величинъ 
А, В, О, В  первыя две соизмеримы, то и последшя будутъ соизмеримы, 




Л  ! i —L: !____
С— ± 1_I !______ ■
D  I 1  .
Доказат. Если А  и В  соизмеримы, то оне относятся между собою 
какъ числа (кн. 10, пред. 5), но мы имеемъ:
А : В ~ С : В
следовательно и С и В  относятся между собою, какъ теже числа (кн. 10,
4
пред. 6), а следовательно и оне соизмеримы.
Но если А  и В  несоизмеримы, то оне не могутъ относится между
собою какъ числа (кн. 10, пред. 7), следовательно не могутъ относиться
. ^ . в ____
между собою какъ числа и величины С и D, следовательно оне несоиз­
меримы (кн. 10, пред. 8).
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. Предложете 11. По данной прямой лиши А  найти две друпя, изъ





Рщтте 1. Возьмемъ два числа т и щ которыя не относятся между 
собсцо какъ квадратныя числа, следовательно не суть числа подобныя; 
построимъ пропорцио: ,
w : b= D J . : D D
%
я говорю, чт,о А  и D  будутъ прямыя несоизмеримая только по длине.
Въ самомъ деле, такъ какъ;
то D i 'H  ЁШ относятся между собою не какъ квадратныя числа, а про­
сто какъ числа, следовательно (кн. 10, пред. 9) А  и I) несоизмеримы.
2. Возьмемъ прямую Е  средне-нропорцюнальную между А  и D,
»  •
т. е., что:
А : Е —Е : D
я говорю, что прямая Е  будетъ несоизмерима съ А  не только по длине, 
но и въ степени.
Въ самомъ деле, такъ какъ:
✓
А : Е = Е : D
то (кй. 6 , пред. 20):
А  : В = = П А : Q E  '
следовательно □  А  и П\Е относятся между собою, какъ несоизмеримыя 
числа i n  Д  а поэтому А  и Е  несоизмеримы и въ степени.
Лримпч. 4. Составная числа, т. е. едсла разлагающееся .на. множителя-Евклидъ на­
зываетъ площадными потому, что, будучи разлажены ва два ыноаш-
теля, могутъ выражать площадь фигуры. Подобными числами онъ называетъ таия, въ ко- 
торыхъ множители пронорцюнальны. Напримеръ, если число А —т . п ; а В —р  . q и при 
этомъ мы имеемъ; '
т : п—р  : q
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тб числа А  и В  подобны. Я говорю, что ташя числа относятся ме&ду собою йанъ ввад 
ратння числа. Въ самомъ дйлй: ■ .

















и А  . В ~ т 2. г 2 — п 2р 2
Предложеше 12. Если величины А  а В  порознь соизмеримы съ ве­
личиною О, то оне соизмеримы и между собою (фиг. 314).
Доказат. Такъ какъ А  и С, В  и С соизмеримы, то оне относятся 
между собою какъ числа, поэтому пусть:
А : G=sm: п и С : В ~ р : q (О
Возьмемъ три числа у, s, t въ следующей зависимости:
т : n = r  :s и р :  $ = $ : t
Такъ какъ:
А : 0 = т  :п и т : n—r : s
то:
А : 0 = r : s
точно также мы найдемъ. что:
С : В = 8 : t
откуда:
А  : B ~ r : t






(#&=6 , м =4, £Э=2, 2 = 5 , г=±3, 5 = 2 , £=5).
352
Предложете IS. Если изъ двухъ величинъ А  и В  одна, напримеръ 
А , соизмерима съ третьею (7, а другая несоизмерима съ (7, то А  и В  не­
соизмеримы между собою (фиг. 815).
Доказат. Положимъ, что величины А  и В  будутъ соизмеримы. По 
условно А  соизмерима съ (7, и величина В  будетъ соизмерима съ С
(кн. 10 , пред. 12), что противуречитъ положешю, следовательно величины 
Л  ж В  несоизмеримы.
Фиг. 315.
А— .— -— -___________________________
•  . *
С—*-------------------- :-------
в    :-----------------------------
»
Предложете 14. Если изъ двухъ соизмеримыхъ между собою вели­
чинъ А  и В  одна, напримеръ А, несоизмерима съ третьею (7, то и другая 
В  будетъ также ^несоизмерима съ С (фиг. 316).
Доказат. Положимъ, что величина В  соизмерима съ С, то какъ по 
условш А  несоизмерима съ О, а В  соизмерима, то (кн. 10, пред. 12) и 
величины А  к В  будутъ несоизмеримы между собою, что противуречитъ 
положешю, следовательно величина В  будетъ несоизмерима съ <7.
Фиг. 316.
•  I  ,
л  :  — --------------------------------------
'  с -------------------  .
• "ч ‘ *
в --------------- —<-----------------
« о
Слгьдетте. По двумъ даннымъ не равнымъ прямымъ А В  и С найти 
на сколько квадратъ построенный на большей А В  превосходятъ квадратъ,
построенный на меньшей С (фиг. 317)?
Ргьшете. На прямой А В  опишемъ полуокружность А В В  и впишемъ 
въ нее хорду А В = С  (кн. 4, пред. 1); соединимъ В  съ В , я говорю, 
что квадратъ построенный на В В  и будетъ искомая величина.
Въ самомъ деле, въ треугольнике А В В  уголъ А В В  есть прямой 
(кн. 3, пред. 31), следовательно (кн. 1, пред. 47):
D A B — n A D = n \ B D  
но A D = C ,  следовательно:
. * П А В — П С = Ш В В
А
Г  ;  f ;
•• • - • - * T9 ш' 9
Найти прямую, квадратъ которой былъ бы равенъ сумме квадратовъ 
построенныхъ на двухъ данныхъ прямыхъ А В  и В В  (фиг. 317)?
Фиг. 317.
Ртисте. На сторонахъ прямого угла надобно взять отрезки А В  н 
В В  и соединить прямою АВ\ квадратъ, построенный на А В , и будетъ
искомый. ^
«
  .  % \  *  •
Въ самомъ дЬл'Ь, мы им’Ьемъ (кн. 1, пред. 47): . - .
■ . П А В -Ь П В В = П А В .
Предлооюете 15. Если изъ четырехъ пропорцюнальныхъ прямыхъ 
А, В , (7, В , первая А  квадратитъ надъ второю В  па квадратъ, коего
сторона Е  соизмерима или несоизмерима съ А; то и третья прямая С
* . ■ *
квадратитъ надъ четвертою В  па квадратъ, коего сторона F  будетъ со­
измерима въ первомъ случай и несоизмерима во второмъ съ третьего пря­




V  :  F-
Доказат. Такъ какъ по уело Biro мы имеемъ:
А : В = С : В
то (кн. 6, пред. 22):
: ' П А  : П В = П С :  □  »
.  .  ?
Но кроме того мы еще имеемъ по услов1ю:
. . . ; □ 4 = П 5 + П Д  □СЬСИМ-П*1
следовательно: . .




□JF: : П Д
а изъ &той пропорщй следуетъ (кн. 6, пред. 22):
Е : B=zF: D или В : E = D : F
но
А :В~С : Д
следовательно:
А :  . © = £ :  F ,
откуда видимъ, что если Л? есть прямая соизмеримая или несоизмеримая
съ А , то и прямая 2? будетъ соизмерима или несоизмерима съ прямою С 
(кн. 10, пред. 10).
Предложете 16. Если сложимъ две соизмеримыя величины А В  и 
ВС,  то целая А С  будетъ величина соизмеримая съ каждою изъ частей 
А В  и ВС; или, если целая АС  будетъ соизмерима съ одною изъ частей 
А В  или ВС , то и эти части будутъ соизмеримы между собою (фиг. 319).
Доказат. 1. Если А В  и ВС  соизмеримы, то оне имеютъ общую 
найболыпую меру D,  которая, измеряя величины А В  и ВС, очевидно из­
меряетъ и целую величину АС. Следовательно все три величины А В , 
ВС, АС  будутъ соизмеримы.
Фиг. 319.
В
А—    * О
П ---------------------------------------------
I
2. Если целая АС  соизмерима съ ея частью А В ,  то эти величины 
имеютъ общую найболыпую меру Д  которою, очевидно будетъ измерять­
ся и остатокъ ВС, но она измеряетъ А В ,  следовательно А В  и ВС  со­
измеримы.
Предложете 17. Если сложимъ две несоизмеримыя величины А В  и 
ВС, то целая величина АС  будетъ несоизмерима съ каждой А В  и ВС; 
или, если целая АС  будетъ несоизмерима съ одной изъ частей А В  или 
ВС , то и эти части будутъ несоизмеримы между собою (фиг. 320).
г
Доказат. 1. Пусть величины А В  и ВС  будутъ несоизмеримы между 
собою. Если бы целая АС  была соизмерима, напримеръ съ А В ,  то оне 
имели бц общую найболыпую меру D.  Очевидно мера Д  измеряя АС  и
откуда (кн. -5, пред. 17):
АВ,  будетъ измерять и остатокъ ВС\ следовательно величины А В  и ВС  






2. Пусть теперь целая АС будетъ величина несоизмеримая съ АВ. 
Если бы части АВ  и ВС были соизмеримы между собою, то и целая АС 
была бы величина соизмеримая съ каждою АВ  и ВС, что противоречить 
положетю.
ъе. Если на прямой АВ  построимъ прямоугольникъ АВ, 
коего дополнеше ВВ  есть квадратъ, то стороны прямоугольника будутъ 
АС и СВ (фиг. 321).
Въ самомъ деле, АВ —А С . СВ, но ВВ  есть по условш квадратъ, 
следовательно СВ=^СВ, откуда: 4
А В ^ А С . СВ.
Фиг. 321.
Предложеше 18. Если на большей ВС изъ двухъ данныхъ прямыхъ 
ВС и А  построимъ прямоугольникъ, равный четвертой части квадрата, 
Построеннаго на меныпей прямой А, при томъ такъ, чтобы его дополне­
ше было квадратъ и кроме того стороны ио длине соизмеримы;, то боль­
шая прямая ВС квадратитъ надъ меньшею А на квадратъ, коего сторона 
есть величина соизмеримая по длине съ ВС. Обратно, если на прямой 
ВС построимъ прямоугольникъ, равный четвертой части квадрата, построен* 
наго на А, при томъ такъ, чтобы его дополнеше было квадратъ и кроме 
того если ВС  квадратитъ йадъ А на квадратъ, коего сторона соизмерима 
съ ВС; то стороны, построеннаго прямоугольника будутъ соизмеримы меж­
ду собою (фиг. 322).
Доказат. 1. Разделимъ прямую ВС въ точке Е  пополамъ и сделаемъ
BE&aEF, то будемъ иметь BC—BF. Такъ какъ (кн. 2, пред. 5):
1 В В . ВСч-ПЕВ—ПЕС '
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4 (D B  +DC )-Ь4 □  E D = 4 CD EC.
Ho ito условш:
^ B D . D C ^ n A  .
а но построению:
то:| . . .
4 U E D ^ U D F  и 4 0 Е О = П В С ,
потому что:
? н 2 Е С = В С
следовательно:
I [ \Dj==( 1JBG
откуда:
U B C — B A ^ n D F
т. e. прямая ВС  квадратитъ надъ А  на &DF. Остается показать, что 
ВС  и D F  соизмеримы. .
По условно прямыя B D  и D C  соизмеримы, следовательно соизме­
римы и прямыя ВС  и DC. Но D C = B F ,  следовательно: '
\  .  '
В С : B C - i-B F = l  : 2
«
е
откуда видимъ (кн. 10, пред. 6), что D C  и D C -h B F  соизмеримы, но DC  
соизмерима съ ВС , следовательно ВС  и DC4 -B F  также соизмеримы
(кн. 10 , пред. 6). Если наконецъ В С  и DC-V-BF соизмеримы, то (кн. 10,
ж %
пред. 16) соизмеримы и прямыя В С  и DF.
Фиг. 322.
.  F Е I)
В  - — j  --------  т ---------С
А  .
2 . Если въ предъидущемъ построении
в  »  •
. . - • U B C — U A = U E D
прямыя ВС  и D F  соизмеримы, то соизмеримы (кн. 10, пред. 16) и пря­
мыя ВС  и D C 4-B F . Но B F —-DO. следовательно прямыя B F  \-DC и DC
*  ч  t  '  I
соизмеримы, а также соизмеримы и прямыя ВС  и DC, откуда наконецъ 
соизмеримы й прямыя B D  и DO.
Предложете' 19. Если на большей ВС  изъ двухъ прямыхъ ВС  и А
построимъ прямоугольникъ, равный четвертой части квадрата, построеннаго
•  •  ,
на меньшей прямой А , и нритомъ такъ, чтобы его, дополнеше было квад- 
ратъ, и кроме того стороны BI) и DC  по длине; несоизмеримы, то большая
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прямая ВС  квадратитъ надъ А  на квадратъ, коего сторона несоизмерима 
по длине съ ВС. Обратно, если на прямой ВС построимъ прямоугольникъ, 
равный четвертой части квадрата, построеннаго на А  и при томъ такъ, 
чтобы его дополнеше былъ квадратъ, и кроме того, если прямая ВС
квадратитъ надъ А  на квадратъ, коего сторона несоизмерима съ ВС, то
*
стороны ВЪ  и DC, построеннаго прямоугольника, будутъ по длине несо­
измеримы между собою (фиг. 323).
. Фиг. 323. ‘
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Доказат. 1. Построена, подобное иредъидущему даетъ:
ПВС— U A ^ U D F .
По условно прямыя BD  и D C  несоизмеримы, следовательно (кн. 10, 
пред. 17) несоизмеримы и прямыя ВС  и DC. Такъ какъ D C = B F ,  то:
~ • N
D C \D C -b -B F = l\2 ,
следовательно (кн. 10, иред. 6) DC  и D C -hB F  соизмеримы, откуда (кн. 10, 
пред. 14) прямая ВС  несоизмерима съ DC-b-BF, и наконецъ (кн. 10, 
пред. 17) несоизмеримы и прямыя D F  и ВС. .
Следовательно прямая ВС  квадратитъ надъ А  на квадратъ, коего
сторона D F  несоизмерима но длине съ ВС.
2. Если въ предъидущемъ иостроеши:
•  ., •
ПЯО— П А = П 1 )Ж  .
прямыя ВС  и D F по длине несоизмеримы, то несоизмеримы, и ВС  и DC-bFB  
(кн. 10, иред. 17). Но прямыя DC  и DC-+-BF соизмеримы (кн. 10, пред. 0), 
следовательно (кн. 10, пред. 14) ВС  и DC  несоизмеримы, въ следств1е 
чего стороны BD  и DC  по длине несоизмеримы (ки. 10, пред. 17).
Залтчате. Выло показано (кн. 10, пред. 9, след.), что прямыя, со-
0
измерилыя по длине, всегда соизмеримы и въ степени, но прямыя, соизме­
римыя въ степени, не всегда соизмеримы по длине, о не по длине могутъ 
быть соизмеримыми и несоизмеримыми. Изъ этого явствуетъ, (кн. 10,
опред. 6), что: . .
1. Прямая лишя, по длине соизмеримая съ известною ращональною
лишею, ращональна и называется соизмеримою но длине и въ степени 
съ взятою прямою.
2 . Прямая лишя, въ степени соизмеримая съ известною ращональ­
ною лишею, если въ тоже время и по длине съ нею соизмерима, то 
также называется ращональною; но если она по длин'Ь несоизмерима, то 
будетъ называться ращональною, но только въ степени соизмеримою.
Предложете 20. Прямоугольникъ, имеющШ ращональныя по длине 
соизмеримыя стороны, будетъ ращональный (фиг. 324).
Доказат. Пусть А Ъ  и В С  будутъ ращональныя, по длине соизмери­





Построимъ на прямой А В  квадратъ А В ,  такъ какъ прямая А В  
ращональна. то ращоналенъ и квадратъ AJD (кн. 10, пред. 8). Но по 
условш прямыя А В  и ВС  соизмеримы, a АВ-—В В , следовательно соизме­
римы и пр ямыя BJD и ВС. Но мы имеемъ (кн. 6, пред. 1):
B D : B C = A D  : АС
следовательно (кн. 10, пред. 10) площади А В  и АС  соизмеримы. Но такъ 
какъ А В  есть ращональная площадь, то (кн. 10, пред. 9) и площадь 
А С  ращональна.
Предложете 21. Ращональный прямоугольникъ АС, построенный на 
ращональной прямой АВ, будетъ иметь ращональную, но длинЬ соизме­
римую съ ней, высоту В С  (фиг. 325).
Доказат. Построимъ на прямой А В  квадратъ АВ, этотъ квадратъ бу­
детъ ращональный. Такъ какъ по условш прямоугольникъ АС  ращональный, 
то онъ соизмеримъ (кн. 10, пред. 19, вамЬч.) съ квадратомъ АВ. Но 
ът имеемъ (ке. Б, пред. 1):
Л
А В : A C = B D : ВС
Г . -
следовательно (кн. 10, пред. 15) прямыя В В  и ВС  соизмеримы. Но 
З В ~ А В ,  следовательно А В  и ВС  соизмеримы! Но условно А В  есть
ращональная прямая, следовательно и ВС будетъ ращональная, по длине 
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Стдстш. Прямая А , квадратящая ирращональную площадь фигуры, 
сама ирращональна (фиг. 326).
Фиг, 326.
Л   -----------------------------------------------------------------
Въ самомъ деле, если бы прямая А  была ращональна, то (кн. 10, 
пред. 8) □  А  былъ бы ращоналенъ, следовательно и площадь фигуры, рав­
ной ему, была бы ращональною, что противоречить положенш.
Предложенье 22- Прямоугольникъ АС, коего стороны А В  и ВС 
суть ращональныя прямыя, соизмеримыя только въ степени, будетъ ирра- 
щональнымъ и прямая, квадратящая его площадь будетъ также ирращо- 
нальною и называется среднею прямою (фиг. 327).
Доказат. Построимъ на А В  квадратъ АВ, этотъ квадратъ будетъ ра­
щональный. Такъ какъ по условш А В  и ВС  соизмеримы только въ степени, 
и А В = В В ,  то В  В  и ВС  несоизмеримы по длине. Ио мы имеемъ 
(кн. 6, пред. 1):
В В : ВС—А В : АС
откуда видимъ (кн. 10, пред. 15), что А В  и АС  несоизмеримы и какъ А В  
есть ращональный квадратъ, то АС  будетъ ирращональный прямоуголь­
никъ. Следовательно прямая, квадратящая его площадь, будетъ также 
ирращональная (кн. 10, пред. 21, след.)-
Фиг. 327.
А  -
Залтчате. Среднею эта прямая называется потому, что квадратъ, 
построенный на ней, равенъ прямоугольнику А В  .ВС,  т. е. она есть 
средне-пропорщопальная лишя между ращональными по длине только не-
соизмеримими лишями А В  я ВС.
Стдствге. ДвЪ прямыя А В  я  ВС относятся между собою такъ, какъ
I
квадратъ. построенный на одной шъ нпхъ, напримеръ на АВ, относится 
къ прямоугольнику, коего стороны суть эти прямыя (фиг. 827).
Доказат. Построимъ на прямой А В  квадратъ и дополнимъ его 
прямоугольникомъ такъ, чтобы А С =  А В .В С .  Мы имеемъ (кн. б, пред. 1):
В В : В С = П А В : А С  
но B D —AB, следовательно:
А В : В С = = П А В : А В . ВС.
• •
Предложете 23. Прямоугольникъ 25D, построенный на ращональной 
прямой ВС, равный квадрату, построенному на средней прямой А , будетъ 
иметь высоту DC> ращональную по длине несоизмеримую съ Б (7(фиг. 828).
Доказат. Пусть Q A==-G F=G E .E F .  Такъ какъ А  есть средняя 









По услов1ю □  A = B D ,  следовательно прямоугольникъ B D ^ G F  а 
такъ какъ они и равноугольны, то (кн. 6 , пред. 14):
В С : E G = E F : CD
откуда (кн. 6 , пред. 22):
ПВО: Q E G ^ U E F :  □  CD,
Но прямыя ВС  и E G  ращональны, а потому квадраты О ВС  и 
O E G  соизмеримы, следовательно соизмеримы и ква драты □ E F  к О CD 
(кн. 10, пред. 10). Но квадратъ □  E F  ращональный, следовательно и □ CD 
также ращональный. Откуда и сторона его CD есть ращональная прямая.
Такъ какъ стороны E F  и E G  соизмеримы только въ степепи, а мы
• *  ф * .  # • • • “ ,
им’Ьемъ (кн. 10, пред. 22, слЬд.):




то Q E F  несоизмгЬримъ съ прямоугольникомъ E F .E G  (кн. 10, пред. 10). 
Но мы имеемъ: .
E F . E G = \ J A = D C . СВ
и какъ по нредъидущему П Е Е  и ПСВ  соизмеримы, то (кн. 10, 
пред. 13) □  CD несоизм'Ьримъ съ прямоугольникомъ DC. СВ. Но (кн. 10, 
иред. 22, след.): .
U C D : D C . CB—D C : СВ
м
следовательно, CD и СВ по длине несоизмеримы. А потому прямая DC  
ращональна и съ прямою СВ по длине несоизмерима. '
Предложеше 24. Каждая прямая В  соизмеримая съ среднею прямою 
А  есть сама средняя (фиг. 329).
Доказат. Построимъ на ращональной прямой- CD прямоугольникъ 
ОД равный квадрату, построенному на А. Стороны CD и D E , построен­
наго прямоугольника, будутъ по длине несоизмеримы (кн. 10, пред. 23).
Фиг. 329.




Построимъ на CD прямоугольникъ CF, равный квадрату, построен­
ному на В  и пусть его другая сторона будетъ DF.
По услов1ю А  и В  соизмеримы, следовательно (кн. 10, пред. 9, след.) 
и квадраты О A, О таюке соизмеримы. Но ПА—СЕ, OB~CF> следова­
тельно и прямоугольники СЕ и CF также соизмеримы. Но (кн. 6 , пред. 1):
C E :C F ~ E D :D F
следовательно и прямыя ED  и D F  соизмеримы (кн. 10, пред. 10). Но E D  есть 
ращональная ирямая, по длине несоизмеримая съ CD, следовательно (кн. 10, 
пред. 13) прямая D F  ращональна и по длине несоизмерима съ прямою CD. 
Откуда видимъ, что прямыя CD и D F  ращональны соизмеримы только въ сте­
пени. Но CF есть ращональный прямоугольникъ (кн. 10, пред. 22), а мы 
имеемъ O B—C D . DF, следовательно* прямая В  ирращональна (кн. 10,
пред. 22) и есть средняя.
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Смьдс-meie. Изъ этого предложешя следуетъ, что фигура, т. е. ея 
площадь, соизмеримая съ площадью средней фигуры, сама есть средняя. 
Въ самомъ дел^ прямыя,. квадратяшдя обе площади, соизмеримы только 
въ степени, и какъ одна изъ нихъ есть средняя, то и другая будетъ так­
же средняя. Что было сказано относительно ращональныхъ линш, то мож­
но сказать и о среднихъ, именно: каждая прямая лишя, соизмеримая съ 
среднею, есть сама средняя и съ ней и по длине и въ степени вместе, 
или только въ степени соизмерима.
. Предложете 25. Прямоугольникъ АС , имеющш стороны средтя, по 
длине соизмеримыя прямыя А В  и ВС, есть самъ среднш (фиг. 330).
Доказат. Пусть А В  и ВС  будутъ стороны прямоугольника средшя 
и по длине соизмеримыя прямыя; я говорю, что прямоугольникъ АС  есть 
среднш. .
Въ самомъ деле, построимъ на прямой А В  квадратъ А В ,  который бу­
детъ средшй. Такъ какъ А В  и ВС  соизмеримы, a А В = В В ,  то ВС  и 
В В  также соизмеримы. Но мы имеемъ (кн. 6, пред. 1):
. В В : В С = А В : АС
следовательно А В  и АС  соизмеримы. Но А В  есть средшй квадратъ, 
следовательно и прямоугольникъ АС  есть средшй (кн. 10, пред. 24).
Фиг. 330.
J> J 5  С
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Предложете 26. Прямоугольникъ Ж?,-‘коего стороны суть средтя, 
только въ степени соизмеримыя лиши А В  и ВС , будетъ или ращо­
нальный или среднш (фиг. 331).
Доказат. Пусть А В  и ВС  будутъ стороны прямоугольника АС. Если 
оне средшя, только въ степени соизмеримыя, то прямоугольникъ АС  бу­
дет ъ или рацьональный или среднш. .
'  . * • 1 ’> ■
Построимъ на А В  и ВС  квадраты А В  и B E , эти квадраты будутъ 
. средте. Возьмемъ ращональную прямую F G  и построимъ на ней прямо­
угольникъ GH, равный квадрату АВ) пусть его другая сторона будетъ FH.
На стороне HL  построимъ прямоугольникъ Травный прямоугольнику 
АС  и пусть другая его сторона будетъ HI. Наконецъ построимъ на M I  
прямоугольникъ MJT, равный квадрату B E  а. пусть другая его сторона будетъ
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IK. Стороны FH, H I , IK , построенныхъ прямоугольниковъ OH, LI, M K S 





Ж  1 Ж
л  ж
Такъ какъ квадраты A D  и B E  суть средни, то и равные имъ" пря­
моугольники GH  и М К  суть также среднье, но сторона FG  по условно 
ращональна, следовательно F H  и IK  также ращональны по длине несо­
измеримыя прямыя съ FG. Но площадь А В  соизмерима съ площадью BE, 
следовательно и площадь GH  соизмерима съ площадью МК. Такъ какъ 
мы имеемъ (кн. 6, пред. 1):
GH : M K—F H  : I K
то (кн. 10, пред. 10) F H  и I K  соизмеримы. Следовательно прямыя F H  
и I K  ращональны и по длине соизмеримы, откуда и прямоугольникъ 
F H .I K  ращональный.
Такъ какъ B D = A B  и BC—BN, то мы имеемъ:
j  ,
во (кн. 6, пред. 1):
В В : В С = А В : B N
B D : В С = А В : АО и A B : B N = A C : B E
следовательно:
А В : А С '=А С : BE.
Но А В — в Л ,  A C = L I , В Е = М К ,  следовательно:
G H : L 1 = L I : M K  и F H : H l = H I : l K
откуда (кн. 6, пред. 17):
П Н Ъ =ЕН .1К.
Мы выше показали, что прямоугольникъ F H . I K  ращональный, сле­
довательно и □ H I  ращональный, а следовательно его сторона H I  ращо­
нальна.
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Если И1  соизмерима съ HL, т. е. если H I  соизмерима съ FG, то 
прямоугольникъ L I  будетъ ращональный; если же H I  и F G = H L  несо­
измеримы, то прямыя H I  и H L  суть ращональныя, только въ степени со­
измеримыя линш, следовательно прямоугольникъ L I  (кн. 10, пред. 22) бу­
детъ среднш. Откуда видимъ, что прямоугольникъ A C = L I  есть или ращо­
нальный или среднш.
Предложете 27. Избытокъ средняго прямоугольника А В  надъ сред- 
нимъ прямоугольникомъ АС  не можетъ быть ращональною площадью 
(фиг. 332). .
Доказат. Положимъ, что это возможно и пусть избытокъ В В  будетъ 
ращональная площадь. Возьмемъ ращональную прямую E F  и построимъ на
ней прямоугольникъ F H  равный прямоугольнику АВ, пусть его . другая ♦ ___
сторона будетъ ЕН. Отъ F H  отымемъ прямоугольникъ F G = A C ,  то 
В В = 1 Н .  Но мы допустили, что В В  есть ращональный прямоугольникъ, 
следовательно и прямоугольникъ IH  будетъ также ращональный.
Фиг. 332.
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Такъ какъ, по условно, прямоугольники А В  и АС  суть средше, то 
и равные имъ прямоугольники F H  и F G  суть также средше. Но сторона 
E F  есть ращональная прямая, следовательно и стороны Е Н  и E G  суть 
ращональныя прямыя (кн. 10, пред. 23), по длине несоизмеримыя съ EF. 
Но Ш = В В  и одна изъ сторонъ I G = E F  ращональна, следовательно и 
другая сторона GH  ращональна (кн. 10, пред. 21) по длине несоизмеримая 
съ EF. Откуда видимъ, что стороны E G  и GH  несоизмеримы, потому 
что несоизмеримы прямыя E G  и E F  (кн. 10, пред. 13). Но мы имеемъ
> s
(кн. 6, пред. 1):
E G  : GH— U E G : E G . G H
• 1 N
откуда видимъ (кн. 10, пред. 10), что DEG  и прямоугольникъ E G . GH  не­
соизмеримы. Такъ какъ OEG  и О GH ращональны, то OEG  соизмеримъ 
съ OEG-hHGH  и прямоугольникъ E G .G H  соизмеримъ съ 2 (E G . GH),
следовательно (кн. 10, пред. 17):
*  .  ■ •  •
*  »
. □ Е Gr-нП GH  несоизмер. съ 2(E G .G H )
а следовательно .DEG-hПСгЯнесоизмеримъ съ OEG-hQGH~\-2(EG,GH) =  
z=sOEH(кн. 2, пред. 4). Итакъ площадь OEG-^-UGRнесоизмерима съ пло­
щадью ОЕН. Но площадь C\EG-\-& GH  ращональна, следовательно квадратъ 
ПЕН  и его сторона Е Н  ирращональны; мы выше показали, что Е Н  рацю- 
нальна, а теперь, что она ирращональна, следовательно наше положевйе, 
что избытокъ В В  есть ращональная площадь, невозможно.
Предлооюете 28 . Найти две средшя прямыя, соизмеримыя только въ 
степени, которыя бы были сторонами ращональнаго прямоугольника 
(фиг. 333)?
Ртиете. Пусть А  и В  будутъ две ращональныя только въ степени 
соизмеримыя лиши. Построимъ прямую С средне-иропорщональную между 
А  и В  -(кн. 6 , пред. 13) и прямую В  четвертую пропорщональную къ тремъ 
прямымъ 1̂, В, С (кн. б, пред. 12). Такъ какъ прямыя С и В  суть средшя,
только въ степени соизмеримыя, то С. В  будетъ ращональный прямоугольникъ.
%
' Фиг. 333.
•  А  —    г
В ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Такъ какъ прямыя А я В  суть ращональныя соизмеримыя только въ 
степени, то прямоугольникъ А .В = П С  будетъ среднШ, а также и прямая 
С. По построешю мы имеемъ:
А : В— О : В
/  ■
следовательно (кн. 10, пред. 10) прямыя С и В  соизмеримы только въ степени, 
но прямая С есть средняя, следовательно (кн. 10, пред. 24) и В  есть сред­
няя. Итакъ прямыя С и В  суть средшя только въ степени соизмеримыя.
Изъ пропорцш А : В =  С : В  мы имеемъ А : С—В : D, но А : Ch=C: Б,
следовательно: .
С : В = В : В ,
*
откуда (кв. 6, пред. 17):
L .B = C .D . '
•  * •
• I  .  .  '  *
Но □  В  есть ращональный квадратъ, следовательно и прямоуголь* 
никъ С . В  есть также ращональный* .
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Предложете 29. Найти две средтя прямыя, соизмеримыя только въ 
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Ргьшете. Возьмемъ три прямыя, только въ степени соизмеримыя ли­
нш, А , В, С. Цостроимъ средне-пропорцшнальную прямую В  между А  и В  
(кн. 6, пред. 13) и четвертую пропорцшнальную Е  къ тремъ прямымъ В, 
О н !) (кн. 6, пред. 12). Такъ какъ D  и Е  суть средтя, только въ степени 
соизмеримыя, прямыя (кн. 10, пред. 25), то прямоугольникъ В. Еесть средшй.
Такъ какъ А  и В  суть прямыя ращональныя, только въ степени 
соизмеримыя, то (кн. 10, пред. 22) А . В = О В  есть средшй квадратъ. 
Такъ какъ прямыя В  и С соизмеримы только въ степени и мы имеемъ:
В : С = В : Е  (а)
то В  и Е  соизмеримы только въ степени (кн. 10, пред. 10). Но В  есть средняя 
прямая, следовательно (кн. 10, пред. 24) и прямая Е  есть также средняя. 
Изъ пропорщй (а) мы имеемъ:
В : В = С : Е
но мы еще имеемъ: 1
В : В = В : А  <
следовательно:
В : А = С : Е
откуда (кн. 6, пред. 16) А . С—В  .Е. Но А .  С есть средшй ирямоуголь- 
никъ, следовательно и В . Е  есть также средшй (кн. 10, пред. 22).
Слгьдсшге 1. Найти два квадратныхъ числа, которыхъ бы сумма 
была число квадратное (фиг. 335)?
Ргьшете. Возьмемъ два подобныя площадныя числа А В  и ВС  (кн. 10, 
примеч. 4) или два квадратныя. Мы видели, что произведете А В . ВС  та­
кихъ чиселъ есть число квадратное (кн. 10, примеч. 4):
Пусть два взятыя числа- А В  и ВС  будутъ оба четпыя или оба не-
Фиг. 335.
5 D 5 С 8
А ----------------- ,----------------- j------------------в
60 60 15
четиыя. Ихъ разность АС  въ обоихъ случаяхъ будетъ четная. Разделимъ 
эту разность въ точке D  пополамъ, то мы будемъ иметь (кн. 2, пред. 6):.
А В . BC4~nCD=^DBD
следовательно квадраты искомыхъ чиселъ суть А В  .ВС  и □ CD.
Прилыъръ. А В = 1 8 , ВС—Ъ, эти числа подобны, такъ какъ мы.имеемъ:
Х В = 1 8 = 3 .6  5 0 = 8 = 2 .4
и
.  3 : 6 = 2 : 4
следовательно:
А В .В С —144, 0 0 = 5
и
.  > ъ *
1444-25=169, 12!+ 5 ’= 1 3 ’.
-  . .  <
*
Изъ этого видно, что можно найти два числа ВТ?  и С В \  коихъ раз­
ность А В . ВС  есть число квадратное.
Слуьдстте 2. Найти два квадратныя числа коихъ сумма не есть число 
квадратное (фиг. 336)?
Ръьшете. Возьмемъ все данныя предъидущаго следс-шя, то мы бу­
Ч ,  ’  t
демъ им$ть, какъ выше:
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•  I
Если отъ СВ отьшемъ единицу BE, то получимъ:
/  А В . B (J-h '-(JE <-B D
•  •
я говорю, что A B.B O -hD C E  не есть число квадратное.
Въ самомъ деле, если бы A B .B C -hO C E  было число квадратное, то 
сторона квадрата, выражаемаго этимъ числомъ, была бы или больше, или
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равна, или меньше числа BE, непосредственно меныпаго числа BD. Я го 
ворю, что не одно изъ этихъ ноложенШ не можетъ иметь места.
1. Не можетъ иметь места положеше:
А В . В С ч -П С Е > О В Е
такъ какъ ближайшее большее отъ О B E  число QBD  больше предъиду- 
щей суммы.
2. Невозможно также и положеше:
1
А В . ВС-+-□ С Е = О В Е .
. Въ самомъ д&гЬ, G A = W E ,  A C = W C „  QO=2CE, т. е. GG въ
*  >
точке Е  делится пополамъ, следовательно (кн. 2 , пред- 6):
•  *
G B . ВС-+- □ С В =  □  B E
но по положенш мы имеемъ:
А В . В С + П С Е = .Я В Е
следовательно GB—AB, что невозможно. .
3. Наконецъ невозможно и положеше:
А В . BC-hOGE<OBE.
Въ самомъ деле, мы имеемъ AH —2DF, CH=2CF, следовательно 
НС въ точке F  делится пополамъ, откуда (кн. 2 , пред. 6):
Ъ Н . B C + O C F = O B F .
Но какъ D B F  есть ближайшее меньшее отъ О B E  квадратное 
число, то:
.  А В . BC-hOCE—O B F  *
откуда:
Н В . ВС-+-□ CF—A B . BC-+-UGE 
а это невозможно. ,
Нтакъ А В . ВС-\~□ СЕ квадратнымъ числомъ быть не можетъ; следо­
вательно всегда возможно найти два квадратныхъ числа, коихъ сумма не 
есть число квадратное.
Пред.южете 30. Найти две ращональныя, соизмеримыя только въ
степени, прймыя линш, изъ коихъ большая квадратитъ надъ меньшею на
. •
квадратъ, коего сторона По длине соизмерима съ большей (фиг. 337)?
ч
. Ргьшете. Пусть A B  будетъ, какая нибудь ращональная лишя, а 
СВ и B E  два квадратныя числа (кн. 10, пред. 29, след.), коихъ разность 
СЕ не есть число квадратное. На А В  какъ на д1аметре опишемъ полу­
кругъ A F B  и сделаемъ (кн. 1О, пред. 6):
B C :C E = O A B :O A F
виишемъ въ полукругъ хорду A F  и соединимъ точку F  съ В. Я говорю, 
что-искомыя ращональныя прямыя суть А В  и AF, a FB  есть прямая по 
длингЬ соизмеримая съ А В  и коей квадратъ есть разность квадратовъ по- 
строенйыхъ на А В  и AF, т. е. А В  квадратитъ надъ AF:
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П А В : H A F = B C :  СЕ
а СВ и СЕ пе суть оба квадратныя числа/ то (кн. 10, пред. 6) ПАВ  и 
UAF  соизмеримы, а такъ какъ ПАВ  ращональный, то DBF, а следова­
тельно и лишя A F  также ращональна; следовательно АВ  и A F  несо­
измеримы по длине (кн. 10, пред. 9). Следовательно прямыя АВ  и A F  
суть ращональныя соизмеримыя только въ степени.
. .' Изъ. проиорщи: .
’ ' . • ВС: C E =r-U A B :H A F  . -
следуетъ (кн. 5, пред. .19, и кн. 1, пред. 47):
С В : В Е = П А В : H B F
но СВ и B E  суть числа квадратныя, следовательно (кн. 10, пред. 9), 
прямыя А В  и B F  соизмеримы по длине. Но мы имеемъ (кн. 1, пред. 47):
□  А В =  □  AF4r- □  B F
откуда:
□  А В ~  □  AF— □  B F
что и требовалось доказать.
47
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Предложете 31. Найти две ращональныя прямыя соизмеримый только 
въ степени, изъ коихъ большая квадратитъ надъ меньшею на квадратъ, 
коего сторона по длине несоизмерима съ большей (фиг. 338)?
Ткьштгг. Пусть А В  будетъ, какая нибудь ращональная лишя, а 
СЕ и Е В  два квадратныя числа (кн. 10, пред. 29, след. 2), коихъ сумма 
не есть число квадратное. На А В  какъ на д1аметре опишемъ полукругъ
A F B  (кн. 10, пред. 6, след.) и сделаемъ:
•
BC:G E— U A B : U A F .
Впишемъ въ полукругъ хорду A F  и точку F  соединимъ съ точкою
#
В, Я говорю, что искомыя ращональныя прямыя суть А В  и AF, и Е В  
по длине несоизмерима съ АВ. :
Фиг. 338.
С 1   +;— шж
■ Легко видеть, какъ выше, что А В  и A F  суть ращональныя только
\
въ степени соизмеримыя линш. Но мы имеемъ:
В С : С Е = П А В :  П А Е




такъ какъ СВ и B E  не суть оба числа квадратныя, то А В  и B F  несо­
измеримы (кн. 10, пред. 9). Но мы имеемъ:
П А В — □  A F =  □  B F  .
следовательно А В  и A F  суть искомыя прямыя.
Слиьдсшге. Большая изъ двухъ прямыхъ лишй А В  и ВС  относится 
къ меньшей, какъ прямоугольникъ содержащейся между обеими къ квад­
рату построенному на меныпей (фиг. 339).
Доказат. На прямой ВС  построимъ квадратъ B E  и дополнимъ его. 1 '* 1
до прямоугольника АВ, то (кн. 6, пред. 1):
А В : ВО—А В : B E
«
Ho А В = А В . B B = A B . ВС, такъ какъ B D = B C \  следователь но:
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Предложение 32. Найти две средшя прямыя соизмеримыя только пъ 
степени, которыя были-бы сторонами рацюнальнаго прямоугольника и при 
томъ такъ, чтобы большая изъ искомыхъ прямыхъ квадратила надъ мень­
шею на квадратъ, коего сторона соизмерима но длине съ большею 
(фиг. 340)?
Фиг. 340.
. . А --------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
. с ---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
В -  -------
D — ,--------------------------------------------
  .  I '
Pmueuie. Пусть А  и В  будутъ две ращональныя прямыя соизмеримыя 
только въ степени (кн. 10, пред. 30), изъ коихъ большая А  квадратитъ 
надъ меньшею В  на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима съ А.
Построимъ прямыя С и D  по следующимъ услошямъ (кн. 6, пред. 12, 13):
^  •
А:С=С:В,  С :В = В :В
откуда: :
" о с = а . в , а в —с . в
*
я говорю, что С и Т) суть искомыя прямыя.
Въ самомъ деле, такъ какъ А . В  есть средтй прямоугольникъ (кн. 10, 
пред. 22), то и ПО есть также среднгй, а следоватально и прямая С есть
средняя. , ,
Такъ какъ □ В = С . В  и ОВ  есть ращональный, следовательно и
прямоугольникъ С . D  есть также ращональный.
Но мы имеемъ (кн. 10, пред. 31, след.).
А : В —А . В : О В
А .В = О С ,  C .D — OB
то:
A : B = O C : C \ D
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но кроме этого мы еще имеемъ (кн. 10, пред. 31, след.)
С : В = В С : С . В
откуда:
А : .В = С :  В.
Изъ этой пропорцш (кн. 10, пред. 10) видимъ, что 
мыя соизмеримыя только въ степени. Но С есть средняя,
л
В  есть также средняя (кн. 10, пред. 24).
Изъ пропорщй:
А : В = С : В
С и I) суть пря- 
следовательно и
•. Ь’
следуетъ также (кн. 10, пред. 15), что С квадратитъ падъ В  на квад-
•  •  l •  ■ .  ; ,  ■
ратъ, коего сторона соизмерима по длине съ (7, ибо тоже имеетъ место 
для прямыхъ А  и В. '
Зситъчате. Точно также мы найдемъ эти лиши, если большая должна 
квадратить надъ меньшею на квадратъ, коего сторона по длине несоизме­
рима съ большею, если прямыя А  и В  будутъ такъ взяты, что А  квадра­
титъ надъ В  на квадратъ, коего сторона по длине несоизмерима съ А.
Жъмма. Изъ трехъ прямыхъ АВ, ВС, СВ всегда первая такъ относится 
къ третьей, какъ прямоугольникъ, содержащейся между первою . и второю,
t  .  * . ■ .  •
къ прямоугольнику, содержащемуся между второю и третьего (фиг. 341).- . • . 4 '* *
Доказат. Изъ точки А  къ прямой А В  возставимъ перпендикуляръ
. < ■ ’ > •, ’
АЕ, сделаемъ А Е —ВС  и чрезъ точку Е  проведемъ параллельную E G
Ч I
къ' прямой А В ; чрезъ точки В, С и В  проведемъ лиши BF, СН и B G





Такъ какъ (кн. 6 , пред. 1):
Ъ С JD
А В : B C = A F : В Н  и ВС: С В ^ В Н : CG
то:
А В : CD—A F : CG.
Но A F = zA B . ВС  и C G = C B . ВС, потому что:
I  . . .  * * *
4 ■ -  •  *  •
\  _ *  ** I




' А В : C D = A B . В С : ВС. CD
Г
Предлооюете ЯЗ. Найти две средшя только въ степени соизмеримая 
прямыя, которыя были бы сторонами средняго прямоугольника и изъ коихъ 
большая квадратила бы надъ меньшею на квадратъ, коего сторона по длине 
соизмерима съ большею (фиг. 342)?, v ч.
Pmimrie. Пусть А, Д  С будутъ три ращональныя только въ степени 
соизмеримыя прямыя (кн. 10, пред. 30), изъ коихъ А  квадратитъ надъ С 







Построимъ D  и Е  такъ (кн. 6, пред. 13 и 12), чтобы:
/ •
A : D = D : B ,  D : B = C : E
следовательно:
О В = А . Д  В. С = В . Е.
Я говорю, что В  и Е  суть искомыя прямыя.
Въ самомъ деле, (кн. 10, пред. 22), такъ какъ А . В  есть средняя 
площадь, то и UВ  есть также средшй, следовательно и прямая В  есть
средняя. Но мы имеемъ: ’
А . В : В . 0 =а=А : С
и
следовательно:
А . i? = D D , . В . С==В. Е
А : С ^ = Ш : В .Е
но (кн. 10, нред. 31):
t \ B : B . E = B i E
следовательно:
,Л : С = В : Е .\ \ • v • - • * v ' • *
, Такъ какъ, по условно, прямыя А  и С соизмеримы только въ сте-
v j j V ' V  •  * .  • v  •  •  ,  г  ‘ ,  .
пени, то (кн. 10, пред. 10) и прямыя В  и Е  соизмеримы только въ сте­
пени. Но В  есть средняя прямая,, следовательно и Е  есть также средняя
(кн. 10, пред. 24). Итакъ прямыя В  и Е  суть средтя только въ степени 
соизмеримы я. Дал^е, такъ какъ:
В . С—В . Е
а В . С есть среднШ прямоугольникъ, то (кн. 10, пред. 22) и В . Е  есть 
также среднш.
Изъ пропорщй:
А : < 7= #: Е
также следуетъ (кн. 10, пред. 15), что В  квадратитъ надъ Е  на квад­
ратъ, коего сторона по длине соизмерима съ Z), ибо это же имеетъ место 
по услов1ю для А  и С.
Замтште. Также точно найдемъ прямыя лиши, если большая 
должна квадратить надъ меньшею на квадратъ, коего сторона по длине 
несоизмерима съ большею, взявъ А  к В  такъ, чтобы А  квадратила надъ 
В  на квадратъ, коего сторона по длине несоизмерима съ А.
Жемма 1. Если въ прямоугольномъ треугольнике ВАС  (фиг. 343) опу­







СВ. в в = п л в
такъ какъ (кн. 6, пред. 8, след.) мы имеемъ:
V . * i
ВС: ВА=>ВА: ВВ.
2. Мы имеемъ еще:
BC.CIh=QAC
ВС: СА^СА: СВ.
такъ какъ (кн. 6, пред. 8):
3. Мы имеемъ:
ВВ BC=QAB
такъ какъ (кн. 6, пред. 8):
ВВ: АВ=АВ : ВС.
4. И наконецъ мы имеемъ:
ВС.АВ^ВА.АС
такъ какъ (кн. 6, иред. 8):
ВС: АС=АВ: АВ.
Или, если построимъ прямоугольники СЕ и AF, то каждый изъ
иихъ=2А  ВАС, следовательно CE=>AF, т. е.:
•  •
В С . Л П = А В . АС
ч  (
Лемма 2. Если прямую линно АВ, въ точке Е разделимъ на двЬ 
неравныя части АЕ и ЕВ, то большая АЕ такъ относится къ меньшей 
ЕВ, какъ прямоугольники, содержащееся между целою АВ и меныпимъ 
отрезкомъ ЕВ (фиг. 344).
Доказат. На данной прямой АВ построимъ квадратъ А В и чрезъ 
точку Е проведемъ EF || АС, то (кн. 6, пред. 1):
375
А Е : E B = A F : FB  
Фиг. 344.





С  Ж  J}
} Но A F —A B .A E ,  F B *= A B . BE, такъ какъ А В —АС—ВВ. Следо­
вательно:
А Е : Е В = А В . А Е : А В . B E  
Лемма 3. Если изъ двухъ неравныхъ прямыхъ А В  и ВС, меньшую
I -
ВС, въ точке В, разделимъ поиоламъ, то прямоугольникъ, содержапцйся
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между А В  и ВС равенъ двойному прямоугольнику,. содержащемуся между 
большею А В  и половиною меньшей ВС (фиг. 345).
Доказат. Изъ точки В  возставимъ перпендикуляръ ВЕ==АВ  къ 
прямой АС и построимъ прямоугольникъ BG.
Такъ какъ (кн. 6, пред. 1):
то:
В  В : B C = B F : B G
ВС :B C = B G : BG
Фиг. 345.
А. D  С
откуда, замечая, что В О =2В С  имеемъ, BG^=2BG.
Но В G = A B . ВС, B G = A B . В В , потому что АВ-
следовательно:
А В . В С = 2 (А В . ВВ).
B E  и В В —ВС,
, Ilped.tooieeuie 34-.. Найти две ‘прямыя соизмеримыя только въ степени, 
которыя бы были сторонами средня го прямоугольника и коихъ вместе взятые 
квадраты составляли бы ращональную площадь (фиг. 340)?
Вишстс. Пусть А В  и ВС будутъ ращональныя прямыя только въ 
степени соизмеримыя (кн. 10 , пред. 31), изъ копхъ А В  квадратитъ надъ 
ВС на квадратъ, коего сторона по длине несоизмерима съ АВ. РаздДшшъ 
прямую ВС въ точке В  пополамъ и на А В  (кн. 6, пред. 28) построимъ 
прямоугольникъ А Е .Е В  равный четвертой части □  ВС, т. е. □  В В  и 
коего дополнеше есть квадратъ. На АВ, какъ на ддачетрЬ опишемъ по­
лукругъ ЛЕВ. Изъ точки Е  возставимъ перпендикуляръ ЕЕ1 и проведемъ 
прямыя А Е  и ЕВ. Л говорю, что А Е  и Е В  будутъ искомыя прямыя.
Фиг. 346.
Въ самомъ деле, по построенш (кн. 10, пред. 19) А Е  несоизмерима •• 
съ ЕВ. Но мы им^емь (кн. 6, пред. 1): •
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А Е : ЕВ—В А  .А Е : Б  A .  B E  
ио (кн. 10, иред. '6о) А В . А Е =  [^}AF и B A . Е В ^ \ \FB. следовательно:
. А Е : E B = U A F : П Е В
следовательно (кн. 10, пред. 10) П А Е  и □  FB, а также A F  и F B  въ
степени несоизмеримы.
Такъ какъ А В  есть ращональная прямая, то [ЗАВ  есть ращональ­
ная площадь, но (кн. 1, пред. 47):
ж I
U A B ^ U A F ^ U F B  .
следовательно и \Z\AF-hQFB  есть рацюнальная площадь.
Далее, (кн. 10, пред. 33, лемма 1) А Е  . E B = H E F ,  а по построение 
А Е .Е В ^ П В В ,  следовательно E F = B D  и BC—2EF, откуда (кн. 6 , 
пред. 1) А В . BC~'2{AJB. Е Е ), но (кн. 10, пред. 22) А В . ВС есть сред­
тй прямоугольникъ, следовательно - и А В . Е Е  есть также средтй; но мы 
имеемъ (кн. 10, пред. 33):
А В . E F —A F . F B
следовательно и прямоугольникъ A F  .F B  есть средтй,
Предлооюете 35. Найти две прямыя лиши, несоизмеримыя въ степени, 
которыя были бы сторонами ращональнаго прямоугольника и коихъ сумма 
квадратовъ была-бы средняя площадь (фиг. 347)?
Вынете. Пусть А В  и ВС  будутъ две. средшя прямыя (кн. 10, 
иред. 32) соизмеримыя только въ степени, содержащая ращональный прямо­
угольникъ и изъ коихъ А В  квадратитъ надъ ВС на квадратъ, коего сторона 
по длине несоизмерима съ АВ. Разделимъ прямую ВС, въ точке JEJ, по- 
поламъ, и на А В  построимъ (кн. 6, пред. 28) прямоугольникъ A F .F B , 
равный квадрату □  ВС% коего дополнеше есть квадратъ. На АВ, какъ 
на д1аметре, опишемъ полукругъ А В В , изъ точки F  возставимъ перпенди­
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Въ самомъ деле, по иостроешю (кн. 10, пред. 19) прямая A F  не­
соизмерима съ F B , следовательно (кн. 6, пред. 1, и кн. 10, пред. 10):
48
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А  В . A F  несоизм’Ьршъ съ А В . B F  
Но мы шйемъ (кн. 10, пред. 33, лемма 1):
A B .A F — U A D  и А В . B F =  □  BD  
следовательно и; П А В . несоизм’Ьримъ съ □  ВВ, откуда и прямыя А В  и
-  i  j  •
В В  несоизмеримы. .
Такъ какъ □  А В  есть среднш квадратъ, а мы имеемъ (кн. 1,пред. 47):
П А В = П А В ч - П П В
г
поэтому и O A B -b D B B  есть средняя площадь; следовательно, квадраты, по­
строенные на прямыхъ А В  и В В  составляютъ среднюю площадь.
Далее, по построенио, мы имеемъ A F . F B — H B E  и (кн. 10, пред. 33)
A F  . F B = \Z \D F ,  следовательно B E ~ B F , откуда B C ~ 2 B E ~ 2 B F ;  еле­
*
довательно:
А В . BC—U A B . D F )
%
ш
изъ этого видимъ, что прямоугольникъ А В . BG соизмеримъ съ прямоуголь- 
никомъ А В  BF. Но, но построевко А В . ВО есть площадь ращональная, 
следовательно и площадь A B . B F  есть также площадь ращозальная. Но 
мы имеемъ (кн. Ш, пред. 33):
А В . B F = A B . В В
следовательно и А В . В В  есть ращональная площадь.
Предложете 36. Найти две прямыя, несоизмеримый въ степени, на 
которыхъ сумма построенныхъ квадратовъ была бы средняя площадь и ко­
торыя содержали бы среднш прямоугольникъ, несоизмеримый съ среднею 
площадью (фиг. 347)?
Ргьшете. Цусть А В  и ВС  (кн. 10, пред. 33) будутъ дв'Ь средтя прямыя 
только въ степени соизмеримыя, заключающая среднш прямоугольникъ и 
изъ коихъ А В  квадратитъ надъ ВС  на квадратъ, коего сторона несоизме­
рима съ АВ.
Сделавъ тоже построеше какъ йъ предъидущемъ предложешй, най-
I
демъ. что А В  и В В  суть искомыя прямыя.
Въ самомъ деле, A F  несоизмерима съ FB, следовательно А В  и В В
несоизмеримы въ степени; но П А В  есть среднш, следовательно и 
П АВ-Ь-П БВ  есть средняя площадь.
Но мы и здесь имеемъ B C = 2 B F , следовательно А В . BC—2(AB.FB ),
9  *
но такъ какъ А В .В С  есть среднш прямоугольникъ, то и A B .F B  есть
1 ; * * Г ' ■/•* * v ' '< ! * ■также среднш. Но мы имеемъ: •
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А В . F D = A D . D B
следовательно A D .D B  есть средтй прямоугольникъ.
По условш А В  и ВС  несоизмеримы, но ВС  и B E  соизмеримы, сле­
довательно, А В  и B E  несоизмеримы, откуда (кн. 6, пред. 1 и кн. 10, пред. 10) 
П А В  и А В .В Е  несоизмеримы. Но мы имеемъ:
D A B ^ B A D - h B D B
и
А В . В Е = А В . F D —A D . D B  
следовательно, площадь \3AD-h\Z\DB  несоизмерима съ площадью AD. DB.
Шесть отъ сложетя происшедших® иррациональностей.
Предлооюете 37. Если сложимъ две ращональныя, только въ степени
1
соизмеримыя лиши А В  и ВС, то целая лишя АС  будетъ ирращональная 
и называется бгтомгальною (фиг. 348).
Фиг. 348.
В
. А     ----------------- с  .
Доказат. Такъ какъ прямыя А В  и ВС  соизмеримы только въ сте­
пени, то сами онЬ несоизмеримы. Но мы имеемъ (кн. 6, пред. 1):
А В : В С = А В . В С : П ВС
следовательно (кн. 10, пред. 10) прямоугольникъ А В .В С  несоизмеримъ
съ квадратомъ ПВС.
Кроме этого (кн. 10, пред. 6), прямоугольникъ А В . ВС  соизмеримъ съ 
2 (А В . ВС)  и (кн. 10, пред. 16) квадратъ П В С  соизмеримъ съ OAB-hOBC, 
следовательно площадь 2(АВ.ВС) несоизмерима съ площадью □АЕН-ЦЦВО, 
а следовательно (кн. 10, пред. 17) и площадь П А В -h2 (А В . ВС)Чг-ПВС=  
= П А С  (кн. 2, пред. 4) несоизмерима съ ПАВ-ьПВС. Но ПАВ-+-ПВС  есть 
ращональная площадь, следовательно площадь П А С  есть ирращональная, 
откуда и прямая АС  есть также ирращональная.
Предлооюете 38. Если сложимъ две ередтя, только въ степени соиз­
меримыя, прямыя А В  и ВС , которыя содержать ращональную площадь, 
то целая прямая АС  будетъ ирращональная и называется первою биме- 
diaAbuow {среднею) (фиг. 349). ' .
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Доказат. По услов1Ю прямая А В  несоизмерима съ прямого ВС и 
площадь \Z\AB-h\3BC несоизмерима съ 2(А В .В С )  (ки. 10, пред. 13), 
следовательно (кн. 2, пред. 4) и площадь:
□ АВ-+-2(АВ. B C )-h O B C = B A C
несоизмерима съ площадью А В . ВС, но А В . ВС  есть ращональная пло­
щадь, следовательно □  АС  есть ирращональная площадь, а следовательно 




Предложете 39. Если сложимъ две средтя, только въ степени со­
измеримыя прямыя А В  и ВС, которыя содержать средшй прямоугольникъ, 
то целая прямая АС  будетъ ирращональная и называется второю бгте- 
diaAbHOK) {среднею) (фиг. 350).
Доказат. Пусть B E  будетъ, какая нибудь, ращональная лишя на 
которой построимъ прямоугольникъ: .
B F —EJD. B G
равный квадрату, построенному на АС  и прямоугольникъ Е П = Е В . DH, 
равный сумме квадратовъ, построенныхъ на А В  и ВС, т. е. ЕН =П АВ-\~  
ч~СШС • - . . .
Такъ какъ (кн. 2, пред. 4): .
. O A C = U A B -h G B C -h 2 (A B .B C )
*  •
то H F ~ 2 ( А В .В С ) .  Но, А В  и ВС, а также и □ АВ, DjВС к 
2( А В . ВС  ) суть средтя, следовательно, Е Н  и H F  суть также средтя. 
По условш B E  есть ращональная прямая, следовательно (кн. 10, пред. 23) 
В П  и HG  суть также ращональныя по длине несоизмеримыя прямыя съ 
BE. Такъ какъ А В  и ВС  соизмеримы только въ степени, а мы имъемъ 
(кн. б, пред. 1):
А В : В С = П А В :  А В . ВС
следовательно (кн. 10, пред. 10) □ А В  и А В .В С  несоизмеримы. По ус- 
лов1ю DAJS соизмеримъ съ ОАВ-+-ОВС и А В .В С  есть илощадь соизме­
римая съ 2(АВ . В С ), следовательно и DAB-\-DJBC есть площадь несо­
измеримая съ 2(А В . ВС), т. е. Е П  несоизмерима съ JSF, а также и ВВ. 
несоизмерима съ MG.
Откуда видимъ, что B G  и E G  сутг, ращоиальпыя прямыя только 
въ степени соизмеримым. Следовательно (кн. 10, пред. 37) B G  есть ир-
Фиг. 350.
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ращональная прямая, откуда, такъ какъ B E  есть ращональная прямая, 
то E B .B G  (кн. 10, пред. 21), т. е. B F  или \Z\AC есть площадь ирра­
щональная, а следовательно и прямая АС  есть ирращональная.
.  •  ,  .
Прилиъч. 5. Евклидъ потому прямую АС  называетъ второю меЫальною, что въ
этомъ случай прямоуголышкъ А В . ВС  есть средтй, а пе рацгопальпий, какъ въ предъ- 
идущемъ предложен! и. .
Предлооюете 40. Если сложимъ две въ степени несоизмеримым пря­
мым А В  и ВС, которыя заклгочатотъ средшй прямоугольникъ и построен­
ные на которыхъ квадраты составляютъ ращональную площадь, . то целая 
прямая АС  будетъ иррациональная и называется наибольшею иррациональ­
ною (фиг. 351). .
• Доказат. Такъ какъ А В . ВС  есть средшй прямоугольникъ, а также 
(кн. 10, пред. 24) и 2(А В .В С ),  a D A B -hO B C . по услоглю есть ращо­
нальная площадь, то 2(А В .В С )  несоизмерима съ площадью OAB-hOBC, 
следовательно (кн. 10, пред. 17) ОАВ-\-ОВС-\-2(АВ. В С )—О А С (ш . 2 , 
пред. 4) несоизмерима съ □ АВ-+-ПВС, откуда, такъ какъ OAB-h-OBC есть 
ращональная площадь, то О АС  и прямая А С суть величины ирращональныя.
Фиг. 351.
В
Пргшгьч. 6. Наибольшею ттррацюнальною прямую АС Евклидъ называетъ потому,
'что [2АВ-ь С\ВС>2(АВ . ВС). . '
Въ самомъ д'Ьлй, А В  не можетъ быть равна ВС, ибо мы бы им&га:
□  АВч-□ # (? = % А В . В С )
382
следовательно площадь А В . ВС  была бы ращональная, что противоречить положенш. 
Поэтому роложиыъ А В > В С  н отлозкимъ B D = B C  (фиг. 352).
Фиг. 352.
А    ь—- —   ------ ■— J . J— .----------- С
В  В
Мы имеемъ (кн. 2, пред. 7):
О А В + П В В = 2 ( А В . В В )-\-П А В  
но В В = В С , следовательно:
С \Л В -+ -О В С = 2 (А В В С )+ С \А В
откуда:
. О А В + П В С > 2 ( А В .В С ) .
Предложете 41. Если сложимъ две несоизмеримый въ степени пря­
мыя А В  и ВС, заключавшая ращональный прямоугольникъ и коихъ сумма 
квадратовъ даетъ среднею площадь, то ц'Ьлая прямая АС  будетъ ирращо- 
нальная и называется ращональною и среднею степенящею (фиг. 353).
9 •
Фиг. 353.
а  : !__________с
- v
В
Доказат. Такъ какъ по услов1ю □  А В л -□  ВС  есть средняя площадь, 
и !2 (А В .В С ) есть площадь ращональная; то \Z\AB-h\3BC  несоизмерима 
съ 2(А В .В С ) ,  следовательно и (кн. 2 , пред. 4 и кн. 10, пред. 17) [2 АС  
несоизмеримъ съ 2(А В .В С ).  Но 2(А В .В С )  есть ращональный прямо­
угольникъ, следовательно П]АС есть ирращональный квадратъ, а следова­
тельно и прямая АС  есть ирращональная.
Примпч. 7. Прямую АС  Евклидъ называетъ ращональною и среднею степенящею 
потому, что построенный на ней квадратъ равенъ двумъ фигурамъ изъ коихъ одна ращо­
нальная, а другая средняя. ,
Предложенье 42. Если сложимъ дв4 несоизгЪрииыя въ степени пря- 
мыя А В  и ВС, коихъ сумма квадратовъ есть средняя илощадь и которыя 
заключаютъ среднюю площадь несоизмеримою съ предъидущей, то целая пря­
мая АС ирращоналъна и называется второю среднею степенящею (фиг. 354).
Доказали. Пусть B E  есть, какая нибудь, ращональная прямая, на 
которой построимъ (кн. 1, пред. 45) прямоугольникъ BF=aEB . B G  равный
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cymrii квадратовъ OAB-t-OBC, а также построимъ прямоугольникъ 
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' . 1  в с-
Такъ какъ по условно О АВч-ОВС  есть средняя площадь и равна 
площади BF, то B F = E B . B G  есть также средняя площадь; но B E  
есть ращональная прямая (кн. 10, пред. 23), следовательно JDG ращо­
нальна по длине несоизмерима съ BE. По той же причине G I  ращо­
нальна по длине несоизмерима съ B E . Теперь, такъ какъ ОАВЧгПВС 
несоизмеримъ съ 2 (А В . ВС), т. е. B F  несоизмерима съ GH, следовательно 
(кн. 6, пред. 1 и кн. 10, пред. 10) прямая D G  несоизмерима съ G1. От­
куда видимъ что D G  и G I  суть ращональныя прямыя только въ степени 
соизмеримыя, следовательно (кн. 10, иред. 37) двучленъ B I  есть ирра­
щональная прямая, откуда, такъ какъ B E  есть ращональная прямая, то 
прямоугольникъ (кн. 10, пред. 39) ВН, т. е. □  АС  будетъ ирращональный,
а следовательно и его сторона АС  также ирращональна.
•  •
*
Щшмт. 8. Происхождеше назван1я такое же какъ и, выше. Мы ниже покажемъ,
i
что всЬ шесть выше ноказанныхъ иррацюнальностей могутъ быть разложены на т4 члены 
изъ коихъ оне сложены. Но прежде мы предложимъ следующую теорему.
Теорема. Если прямую А В  разделимъ (фиг. 355) въ двухъ точкахъ С и В  такъ, что
А С > В В , то мы им&емъ:
. П А С + а С В > П А В + [ З В В .
Доказат. Разделимъ прямую А В  въ точк’Ь Е  пополамъ. Такъ какъ А С > В В ,  то, 
отнимая по ВС, найдемъ А В >  СВ; но А Е = Е В ,  то, если отъ А Е  отнимемъ А В ,  и отъ 
Е В  отнимемъ СВ, получимъ ВЕ<.ЕС. Следовательно точки С и В  лежатъ не въ рав­
номъ разстояшп отъ точки Е.
Такъ какъ мы имеемъ (ки. 2, пред. 5):
•  . •
А С . С В □  С Е =  □  Е В —А В  . Ш + П В Е
' & В Е < П С Е
и
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Но мы имеемъ (кн. 2, пред. 4):
Г \А С + й В С + 2 (А С . C B )= n A B = U ^ D -h Q D B - i -2 (A D  . В В )
откуда:
U A C -h B C B > U A B -h \3 D B .
Ф
Предлооюете 43. Бином1альная А В  разлагается только въ одной
точке С на свои составныя части или члены АС  и СВ (фиг. 356).
•  •
. • Фиг*. 356.'
А ____________!_____ J__________ В
. В  G
- Доказат. Пусть D  будетъ другая точка того же свойства, т. е., что 
А В  и В В  суть ращональныя прямыя, соизмеримыя только въ степени; 
очевидно невозможно иметь AC—JDB, такъ какъ мы бы имели и А В = В С , 
следовательно А С : C B = B D : D A  и прямая А В  была бы одинаково раз­
делена въ точкахъ С и D j  что мы устраняемъ. Следовательно точки С и 
D  лежатъ не въ равныхъ разстояшяхъ отъ средины прямой АВ. Следо­
вательно мы имеемъ (кн. 10, пред. 42):
. ' O A C - h D C B > u A D - h £ J l ) B .
и  " 9
Л
Но мы имеемъ (кн. 2 , пред. .4):
UAG+-PGJB+2UC. C B )= n A B = n A D -\-Q D B -h 2 (A D . DB).
откуда:
'OAC-hnCB—(uA D -+-O l)B )=2(A D  . DB)—2(AC. СВ1
' Но квадраты ращональны, следовательно и ихъ разность, т. е. ра- 
щональна и разность прямоугольниковъ, что (кн. 10, пред. 27) невоз­
можно, Следовательно биношальная А В  ни въ какой другой точке, исключая 
С> на свои члены разложится ие можетъ.
Предложете 44. Первая бимед1альная А В  можетъ разделится на 
свои члены АС и СВ только въ одной точке С (фиг. 357).
Доказат. Пусть первая биношальная А В  разделяется, если возможно, 
еще въ другой точке I) на свои члены AD  н ВВ. Если A D  и В В  иу-
дуть члены биномиальной АВ, то они будутъ соизмеримы только въ сте­
пени и будутъ заключать ращональный прямоугольникъ. Поэтому мы будемъ 
опять иметь:
2(A D . D B )—%AG. CB)=r\AC-hOCB—(tU D -h O D B )
38
изъ чего видимъ. что такъ какъ прямоугольники ращональны, то и раз­
ность квадратовъ будетъ ращональна, что невозможно (кн. 10, иред. 27). 
Следовательно первая бимед1альпая можетъ разделится иа свои члены 
только въ одной точке.
Фиг. 357.
JD С
А. : ;------- -- i Б
Предлооюете 45. Вторую бимед1альную АВ  можно разделить на 
ея члены AG и СВ только въ одной товке С (фиг. 358).
Доксиат. Положимъ что есть другая точка D, въ которой прямая 
такъ делится па части AD  и DB, что оне суть средшя только въ сте­
пени соизмеримый прямыя и заключаются средшй прямоугольникъ; но въ 
тоже время АС не равно В В , a A C > D B , поэтому мы будемъ иметь 
(кн. 10, пред. 42, след.):
. DAO -hO G B>nAD4-Q DB.
‘  >
Возьмемъ ращональную линш E F  и построимъ на ней (кн. 1, 
пред. 45) прямоугольники: ’
Е 1 = 0  АВ, EG=UAC-hOCB, E K = D A D -h B D B
| » *
•  . 1  *
то если отъ E I  отымемъ EG, и отъ E I  отымемъ F K , то получимъ:
Ш = 2 (А С .С В ), L I= 2 (A D  . В  В).
ТакЪ какъ (кн. 10, пред. 38) UAG-+-OCB—E G —Е Е . Е Н  есть
•  .  •  N
средняя площадь, а Е Е  лишя ращональная. то (кн. 10, пред. 23) Е Н  
также есть лишя ращональная по длине несоизмеримая съ Е Е . По той 
лее причине НШ есть ращональная прямая по длине несоизмеримая съ EF.
Далее, такъ какъ (ки. 10, пред. 38) АС  и СВ суть средшя прямыя 
только въ степени соизмеримыя, то АС  и СВ несоизмеримы, но мы имеемъ 
(кн. 6, пред. 1):
A G : С В =  О А С : А С . СВ
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следовательно площади (кн. 10, пред. 10) ОАО и АО. СВ несоизмеримы. 
Но [2АС  соизмерима съ O AC-\-[JBC  (кн. 10, пред. 16), потому что АС  
и СВ соизмеримы только въ степени, а также А С . СВ соизмерима съ 
2(АС. СВ). Следовательно ОАСч-ПСВ  несоизмерима съ 2(АС. СВ), т. е.
т
Фиг. 358.
F Ж &  • .1
А D  С В
площадь E G  несоизмерима съ площадью HI, следовательно (кн. 10, пред. 23) 
несоизмеримы и прямыя Е Н  и НМ. Откуда видимъ, что прямыя Е Н  и 
НМ  ращональны только въ степени соизмерима. Изъ этого заключаемъ 
(ки. 10, пред. 37), что прямая Е М  есть бином1альная разделенная въ 
точке Н  на свои члены.-
Точно также можно доказать, что E L  и LM  суть ращональныя прямыя 
только въ степени соизмеримыя, а следовательно Е М  есть бином1альная 
разделенная на свои члены въ точке X, и притомъ Е Н  не равна L M :; въ 
самомъ деле (кн. 10 , пред. 43, след.) OAC-+-BCB’>O A B '+-O D B , но 
O A B -h O B B > 2 (A B . DB), а темъ более В А С -\-П С В > 2 (А В . ВВ), т. е. 
E G > L I , а потому и E H > L M .  . ’
Изъ этого видимъ, что если бы вторая биждгальисся А В  была 
разделена не только въ точке С, но- еще и въ другой точке В  на свои 
члены, то бишшальная Е М  была бы разделена въ двухъ точкахъ Н  и L  
на свои члены, что невозможно (кн. 10, иред. 43). Следовательно вторая 
бгьмедгальная можетъ быть разделена на свои члены только въ одной точке.
Предложете 40. Наибольшая иррацгонстмая А В  можетъ быть раз­
делена на свои члены АС  и СВ только въ одной точрге С (фиг. 359).
Доказат. Положимъ, что А В  можетъ быть также разделена и въ 
другой точке Т> на свои члены А В  и ВВ, которые, въ такомъ случае, бу­
дутъ несоизмеримы только въ степени, будутъ заключать среднюю пло­
щадь и сумма ихъ квадратовъ будетъ ращональная площадь. • .
Такъ какъ (кн. 2, пред. 4): •
D A C + -^ C B -Z (A B -h O D B )= :2 (A D . В В )—2(АС. СВ)
и первая часть ращональна, следовательно ращональна и вторая часть, 
т. е. разность средиихъ прямоугольниковъ, что невозможно (кн. 10, пред. 27). 
Следовательно наибольшая иррациональная на свои члены можетъ быть 
разделена только въ одной точке.
Фиг. 359.
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Предлооюете 47. Рацюнальная средняя степенягцая прямая А В  можетъ 
быть разделена на свои члены АС  и СВ только въ одной точке С (фиг. 360).
Доказат. Допустимъ, что есть и другая такого же свойства точка D, 
то А В  и D B  будутъ прямыя несоизмеримыя въ степени, заключаются 
ращональную площадь и сумма ихъ квадратовъ будетъ средняя площадь.
Такъ какъ (кн. 2, пред. 4):
. 2{ А В . В В)— 2{АС . CB)={OAC-hO С В )-{П А В -\-П В В }
Фиг. 360.
В с .
А  : i i В
и первая часть есть ращональная площадь, то и вторая будетъ также ра­
щональная площадь, что невозможно, потому что сумма квадратовъ есть 
площадь средняя (кн. 10, пред. 27). Следовательно, рацюнальная средняя 
етепенящая, можетъ быть разделена на свои члены только въ одной точке.
Предлооюете 48. Вторая средняя етепенящая А В  можетъ быть раз­
делена на свои члены АС и СВ только въ одной точке С (фиг. 361).
Доказат. Допустимъ что есть еще другая точка В, для которой А В  
и В В  заклгочаютъ средшй прямоугольникъ и коихъ сумма квадратовъ есть 
средняя площадь, но при этомъ АС  не равно ВВ, а АС^>ВВ.
Пусть Е Е  есть, какая нибудь ращональная лишя, построимъ па ней 
прямоугольники:
E G = D A (H -a G B , Ш =2(А С .С В ), E L = \J A D -h [J B B
то мы будемъ иметь: ,
Е 1 = О А В ,- L I^=2(A B .D B ).
Такъ какъ по уело Biro СЫСЧ-П CB—E G —F E . Е Н  есть средняя 
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также ращональная прямая, по длине несоизмеримая съ EF. По той же 
причине Н М  есть ращональная прямая, по длине несоизмеримая съ EF.
Далее, такъ какъ площадь {ЗАС~\~П\СВ несоизмерима съ 2(АС, СВ), 
т. е. E G  несоизмерима съ HI, то (кн. 10, пред. 10) и Е Н  несоизмерима 
НМ. Следовательно прямыя Е Н  и Н М  ращональны только въ степени 
соизмеримы, поэтому прямая Е М  есть бином1альиая, разделенная въ точке 
Н  на свои члены. Точно также можно показать, что таже прямая и въ 
точке L  разделена на свои члены, что быть не можетъ, такъ какъ Е Н  не 
равно LM. Следовательно, если вторая средняя- степей яги/ся прямая А В , 
кроме точки С еще въ другой точке В  разделена на свои члены, то бином1альная 
ЕМ  будетъ разделена, въ двухъ точкахъ Н  и L  на свои члены, что (кн. 10, 
пред. 43) невозможно. Следовательно и то невозможно чтобы А В  была 
разделена въ двухъ точкахъ на свои члены.
Жесть порядковъ биновпальныхъ отр^зковъ прямой.
1. Бишшальяый отрезокъ, коего болышй членъ квадратитъ надъ 
меныпимъ на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима съ болыпимъ 
членомъ называется первыми биномш-льнымъ отръзкомъ, если болышй членъ 
соизмеримъ съ.данною ращональною лишею. .
% Онъ называется вторымъ бгшомшльпшмъ отрткомг, если мень- 
иий членъ по длине соизмеримъ съ данною соизмеримою лишею.
3. Онъ называется третьимъ бгмоммльнымъ ощтзкомъ, если ни 
одинъ изъ членовъ не соизмеримъ по длине съ дапною ращональною 
лишею.
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4. Биномиальный отрезокъ, коего больпий членъ квадратитъ надъ 
меныпимъ на кнадратъ, коего сторона по дли id; несоизмерима съ боль- 
шимъ членомъ, называется чствертъгмъ огшомгальчымъ отрткомь, если 
болышй членъ согзчеримъ съ данною ращональною лишею. .
5. Онъ называется питымъ бпномшльнымь отрткомь. если мепышй 
членъ соизмеримъ съ данною ращональною лишею.
6. Онъ называется шеетьгмъ биноталънымъ отртзпот, если ни 
одинъ изъ членовъ не соизмеримъ по длине съ данною ращональною 
лишею.
Предлооюете 4!J. Найти первый биномиальный отрезокъ (фиг. 362)?
Pmueuie. Возьмемъ два числа АС  и СВ, коихъ сумма А В  относится 
къ ВС, а не къ АС, какъ квадратныя числа (кн. 10, пред. 29, след.). 
Пусть D  будетъ данная ращональная лишя, и Е Е  прямая по длине со­
измеримая съ В  и пусть (кн. 10, пред. 6):
А В : A C ^ U E F  \ UF.G 
я говорю, что прямая E G , составленная изъ отрезковъ Е Е  и E G  и бу­
детъ искомым первый огьномшльныи опгрчъзокъ.
Фиг. 362. .
• \  *
12 С 4 '
А  т В
В
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Въ самомъ деле, такъ какъ:
.  А В : A C ^ D E F : U F G  (1)
то (ки. 10, пред. 6) I 1E F  соизмеримъ съ I \FG, но прямая E F  соиз­
мерима съ Z), следовательно ращональна, а потому ращональна и 
прямая FG, ио (кн. 10, пред. 9) Е Е  несоизмерима съ FG. Откуда ви­
димъ, что црямыя Е Е  и FG  ращональны и соизмеримы только въ сте­
пени. Следовательно (кн. 10, пред. 37) прямая EG  есть биношальный от­
резокъ, коего члены суть Е Е  и FG. .
Изъ пропорцш (1), где А В > А О ,  следуетъ также, что O E F > C \F G ,  
положимъ, что \Z\EF— [~]FG—\Z\H, то найдемъ (кн. 5, пред. 19):
AB-.CB— U E F : ПН.
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Но А В  и СВ относятся какъ квадратныя числа, следовательно 
[JE F  и [Ц2Г также относятся какъ квадратпьтя числа, откуда (кн. 10, 
пред. 9) прямая E F  соизмерима съ II. Изъ ото го видимъ, что E F  квад- 
ратитъ надъ FG  па квадратъ, коего сторона но длине соизмерима съ Н, 
но E F  соизмерима съ D, следовательно E G  есть первый бшолиаштй
отртокъ.
Предложете 50. Найти второй бишшальный отрезокъ (фиг. 363)?
Fmaeuie. Возьмемъ два числа АС  и СВ, коихъ сумма А В  относится 
къ СВ, но не къ АС, какъ квадратныя числа. Пусть D  будетъ данная 
ращональная лишя и F G  прямая но длине соизмеримая съ D, сделаемъ 
(кн. 10, пред. 6):
. . А С : A B = \ J G F : U F E . (1)
Я говорю, что прямая E G , составленная изъ отрезковъ E F  и F G  
и есть вторая биномгалъная.
Фиг. 363.
12 С 4
А -------------------------------- j----------------В '




Изъ пропорщй (1) мы видимъ (кн. 10, пред. 6), что \Z\EF соизме­
римъ съ [3FG; но прямая G F  соизмерима съ D, следовательно ращональна, 
а потому ращональна также и прямая EF\ но (кн. 10, пред. 9) пря­
мыя E F  и F G  несоизмеримы. Откуда видимъ, что E F  и F G  суть пря­
мыя, ращональныя только въ степени соизмеримыя. Следовательно 
(кн. 10, пред. 37) прямая E G , составленная изъ отрезковъ Е Е  и FG  
есть бином1альная, коей члены суть E F  и FG.
Изъ пропорщй (1), где АС<САВ, следуетъ также, что {3 G F < [J E F .  
Положимъ теперь □  E F — \Z]FG=[Z\H,, то найдемте (кн. 5, иред. 19), что:
A B : B C = D E F : D H \
Но А В  и ВС относятся между собою какъ квадратныя числа, сле­
довательно O EF  и ОН  относятся также между собою какъ квадратныя
л ‘, . f
числа. Следовательно (кн. 10, пред. 9) прямыя E F  и Н  соизмеримы. От­
куда видимъ, 4 t# S jP  квадратитъ надъ FG  на квадратъ, коего сторона И
по длине соизмерима съ FG, но FG  и D соизмеримы, следовательно 
EG  есть вторая бином1альная.
Предложеше 51. Найти треть'ю биномиальную (фиг. 364)?
Ршшете. Возьмемъ два числа АС  и СВ, коихъ сумма относится къ 
СВ, но не АС, какъ квадратныя числа, возьмемъ третье число D, кото­
рое не есть квадратное и ни къ одному изъ чиселъ АС и СВ не отно­
сится какъ квадратное число. Пусть еще будетъ Е  ращональная прямая 
и кроме этого пусть будетъ (кн. 10, пред. 6):
D : A B = O E : O F G  (.1)
и
. А В : AC—O F G : □ GH. (2)
Я говорю, что. прямая FH, составленная изъ отрезковъ FG  и GH  
и есть искомая третяя биномиальная.
Въ самомъ деле, изъ пропорцш (1) видимъ, что OF ж О FG  со­
измеримы, и какъ прямая Е  ращональна, то и F G  также ращональна, 
но (кн. 10, пред. 9) Е  я F G  по длине несоизмеримы,
Изъ пропорцш (2) еще видимъ, что \Z\FG и \Z\GH соизмеримы, 
следовательно, какъ FG  есть рацюнальная прямая, то и GH  есть также 
ращональная, но (кн. 10, пред. 9) Е Н  и GH  по длине несоизмеримы. Изъ 
этого видимъ, что прямыя FG  и GH  ращональны и соизмеримы только 
въ степени, а следовательно (кн. 10, пред. 37) ЕН  есть бишшальная 
прямая, коей члены суть FG  и GH.
1 Фиг. 364.








Въ силу обеихъ предъидущихъ пропорцш (I) и (2) (кн. 5, пред. 22) 
мы имеемъ:
JD :A C = O E :O G H
следовательно (кн. 10, пред. 9) прямыя Е  и GП  несоизмеримы, далее, такъ 
какъ А В > А С ,  то и □ FG  >  □ G H  И о ложи м ъ теперь □  F G —n G H = C \I ,  
то (кн. 5, пред. 19): '
A B : G B = n F G :  □ /
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следовательно (кн. 10, пред. 9) прямыя F G  и I  соизмеримы. Откуда на­
конецъ видимъ, что F G  квадратитъ надъ G1I на квадратъ, коего сторона 
I  но длине соизмерима съ F G , a F G  и GH  съ прямою Е  несоизмеримы, 
следовательно F H  есть третяя бгьнолпальяая прямая.
Предложете 52. Найти четвертую бнном!альную (фиг. 305)?
Ргьшете. Возьмемъ два числа АО и ОВ, коихъ сумма А В  ни къ одному 
изъ чиселъ АО  и СВ не относится какъ квадратное число. Пусть еще 
D  будетъ ращональная лишя, a E F  прямая по длине соизмеримая съ В, 
далее пусть будетъ (кн. 10, пред. 6): . -
А В : А С = П Е Е : O F G  (1)
я говорю, что прямая EG, составленная изъ E F  и FG  есть четвертая 
биномиальная.
Въ самомъ деле, изъ пропорщй (1) следуетъ что [3 E F  и С]FG  со­
измеримы, следовательно, такъ какъ E F  соизмерима съ D, a D  есть ра- 
щональная прямая, то EF, а также и F G  суть ращональныя прямыя, 
ио (кн. 10. пред. 9) прямыя E F  и FG  несоизмеримы. Изъ этого сле­
дуетъ, что E F  к FG  суть ращональныя прямыя, только въ степени соиз­
меримыя, откуда видимъ, что (кн. 10, пред. 37) E G  есть биномгальная 
прямая, коей члены суть E F  и FG. . ■
Фиг. 365.
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Изъ пропорщй (1), где А В > А С ,  следуетъ что и C \E F > Q F G .  
Пусть будетъ:
; . . O E F - U F G = n H ,
то мы будемъ иметь:
A B : B C = D E F :  П И
следовательно > |р . 10. пред. 9) прямыя F F  и П  несоизмеримы. Изъ 
этого видимъ, что прямая E F  квадратитъ падъ F G  на квадратъ, коего
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сторона Ш несоизмерима съ FG, но по условш E F  и I)  соизмеримы, 
следовательно E G  есть четвертая бит мыльная.
Предлооюете 53. Найти пятую бищшальную (фиг. 366)?
Ртиете. Возьмемъ два числа АС  и СВ, коихъ сумма ни къ одному 
изъ чиселъ АС  и СВ  не относится какъ квадратныя числа. Пусть D  будетъ 
данная рацюнальная прямая и G F  прямая по длине соизмеримая съ 2), 
пусть далее будетъ (кн. 10, пред. 6):
A C :A B = U G F :U E F  (1)
•  v  .
я говорю, что прямая E G , составленная изъ отрезковъ E F  и GF  g бу­
реть искомая пятая бином1альная.
Фиг. 366.
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Изъ пропорцш (1) следуетъ/ какъ выше было показано, что прямыя
• у  *
GF  и E F  ращональны, соизмеримы только въ степени, следовательно 
(кн. 10, пред. 37) прямая E G  есть бишшальная, коей члены суть E F  и 
GF. Далее изъ той же пропорцш следуетъ, что □  G F <  IOFF. Если те­
перь положимъ: .
U E F —
то будемъ иметь:
A B : B C = D F F : D H
следовательно прямыя Е Е  и Н  несоизмеримы (кн. 10, пред. 9). Изъ этого 
следуетъ, что прямая E F  квадратитъ надъ G F  на квадратъ, коего сто­
рона Н  ио длине несоизмерима съ EF, и какъ прямыя GF  и D  соизме-
I
римы, то EG  есть искомая пятая биномиальная.
Предлооюете 54. Найти шестую бишшальиую (фиг. 367)?
Рчьшете. Возьмемъ два числа АС  и СВ  коихъ сумма ни къ одному 
изъ нихъ не относится какъ квадратныя числа. Возьмемъ третье число Д  
которое не есть квадратное и не относится ни къ одному изъ взятыхъ 
чиселъ какъ квадратныя числа. Пусть еще С будетъ ращональная прямая и
(кн. 10, пред. 6 , след.): •
D : A B = n E : D F G  (1)
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а также:
A B : A C = U F G : U G - H (2)
я говорю, чтр прямая FJS’, составленная изъ отрезковъ F G  и GН  и cc'i'b












Изъ пропорщй (1) следуетъ, что прямая F G  ращональна. но несо­
измерима съ Д  а изъ пропорщй (2) следуетъ, что G H  ращональна, но 
несоизмерима съ FG] следовательно (кн. 10, пред. .37) прямая FG  есть 
бишшальная, коей члены суть FG  и GH. .
Изъ пропорщй (1) и (2) следуетъ:
B : A C = \ J E : \ J G H
t  •
следовательно (кн. 10, пред. 9) прямыя Е  и GI1 несоизмеримы.
Такъ какъ А В ^ А С ,  то и {J F G ^ Q G H .  Пусть U\FG—\Z}GR— C]I, то:
•  *  1
А В : В С ~  □ F G : ПI
следовательно (кн; 10, пред. 9),-FG  и I  несоизмеримы. А потому 
квадратитъ надъ GH  на квадратъ, коего сторона I  несоизмерима съ 





Лемма. Совместимъ два квадрата А В  и ВС  такъ, чтобы ихъ сто­
роны D B  и B E  составляли одну прямую В Е У то и стороны F B  и B G  
соетавятъ также одну прямую F G  (кн. 1, пред. 14). Построимъ параллело­
грамъ АС. Я говорю, что площадь параллелограма B G  будетъ средне­* • * * • *  ̂ * • #
пропорщональная между площадями квадратовъ А В  и ВС , а площадь на- 
раллелограма ВС  будетъ средне-пропорщональная между площадями АС  и 
ВС  (фиг. 368).
1. ’рамъ АС  есть квадратъ. Въ самомъ д-Ьй, D B = F B  
и. B F = B G ,  следовательно и JJli—FG, Но мы имЬемъ D Е —А Н = 1 С  и
I ■
F G ~ A l~ H C .  Следовательно AC  есть равностороншй четыреугольникъ, 
но онъ прямоугольный, следовательно онъ есть квадратъ. .
' Фиг. 368.





A B : D G = D G : B C
по
F B  : B G —D B  : B E
•  . *  
но мы также имеемъ (кн. . 6, пред. 1):
FB:B'€h=zABiD G
и
D B : B E = D G : ВС
следовательно (кн. 5, пред. 11):
А В : D G —D G : ВС
3. Мы им'Ьемъ:
А В : D G = D G : B C
Такъ какъ A D ~ D B = I G  и D I=^B G =G C , то:
А В : D I = I G : GC
откуда:
A I .D I ^ I C .G C .
Но мы имеемъ:
A I : D1—A C  • DC  и I C : G C -  D C : ВС
следовательно:
AC: D C = D C : ВС.
Предложена 55. Площадь прямоугольника ABCD, заключенная 
между ращовальною лишею А В  и первою бгшомгальною AD, квадратитъ 
бишшальная прямая (фиг. 369)?
Доказат. Пусть первая биномгальная A D  въ точке Е  будетъ разде­
лена на свои члены А Е  и ED, изъ коихъ А Е  больпцй: то (кнЛО^пред. 37)
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отрезка АЕ  а ЕВ будутъ только въ степени соизмеримы, а также боль- 
шШ членъ АЕ  по длине соизмеримъ съ ращональною прямою АВ  и АЕ- 








Разделимъ прямую ЕВ  въ точке F  пополамъ, и (кн. 6, пред. 28) 
построимъ прямоугольникъ=з j\3EB=[~}EF, коего дополнеше есть квад­
р а т , построенный на АЕ, поэтому, если A G . GE есть такой прямоуголь­
никъ, то AG  и GE по длине соизмеримы (кн. 10, пред. 18). Чрезъ точки 
G< Е, F  проведемъ параллельныя GH, E I ., F K  прямой АВ  или СВ.
Построимъ (кн. 2, пред. 14) квадраты В М =А Н  и MP—GI и по- 
местимъ ихъ такъ, чтобы прямыя LM  и MN, а следовательно и QM и 
МО составляли прямыя лиши и дополнимъ параллелограмъ ВР, то этотъ 
параллелограмъ будетъ (кн. 10, пред. 54, след.) квадратъ.
Теперь надобно показать, что прямая LN  квадратитъ площадь АС 
и составлена изъ прямыхъ LM  и LN  только въ степени соизмеримыхъ, 
следовательно LN  есть бишшальная.
1. Такъ какъ A G . GE=Z]EF, то (кн. 6, пред. 17):
A G : E F = E F : GE
следовательно (кн. 6, пред. 1):
АН : Е К = Е К : GI
*  *  *  •
откуда видимъ, что Е К  есть величина средне-пропорцюнальная между 
АН  и GI, но AH=zBM и G I=M P , следовательно Е К  есть средне-про- 
норщональная между ВМ  и МР. Но LQ (кн. 10, пред. 54, след.) есть средне- 
пропорщональная также между ВМ  и ЖР, следовательно EK=^LQ. Такъ 
какъ (кн. 1, пред. 36) E K =F C  и (кн. 1, пред. 43) LQ—ON, то 
FC=ON . Следовательно E K-hFC -E C —LQ-h ON. Но по условно мы 
имеемъ АН=ВМ  и GI=M P. Следовательно:
A C = B P = U L N  
i\ е. LN  квадратитъ нлощадь АС.
*
2. Такъ какъ прямыя A G  и G E  соизмеримы, (кн. 10, пред. 16) то 
прямая А Е  соизмерима съ обеими, а по условию А Е  соизмерима съ А В , 
следовательно A G  и G E  соизмеримы съ А В , а также ращональны, следова­
тельно (кн. 10, пред. 20) А Н  и G I  ращональны и (кн. 10, пред. 10) 
соизмеримы. Но A H — R M  и G I— M P , следовательно ММ и ЖР, т. е. 
П Ш  и □  M N  рсщюнальньг и соизмеримы.
Такъ какъ (кн. 10, пред. 37) прямыя А Е  и ED  несоизмеримы, а 
А Е  и A G  соизмеримы, а также соизмеримы и Е В  и EF, то A G  и Е Е  
несоизмеримы, следовательно несоизмеримы А Н  и Е К , т. е. В М  и LQ. 
Но мы нмеемъ:
R M :L Q = O M :M Q
откуда видимъ, что ОМ  и MQ, т. е. L M  и M N  несоизмеримы, следова­
тельно L M  и M N  только въ степени соизмеримы, а изъ этого следуетъ, 
что прямая LN , квадратящая площадь АО,- составлена изъ двухъ ра- 
щональныхъ прямыхъ, соизмеримыхъ только въ степени, следовательно она 
есть бшомгальщя (кн. 10, пред. 37).
. Предлооюете 56'. Площадь прямоугольника ABCD, заключенная между 
ращональною прямою А В  и второю бино.талъною A D , киадратихъ первая 
биномгальная (фиг. 370).








в Ж I  К С л о
Доказат. Сделаемъ тоже построете какъ и въ предъидущемъ пред­
ложены, то разница будетъ только въ томъ, что здесь меньиьт членъ EJD 
будетъ соизмеримъ по длине съ взятою ращональною прямою А В . Точно 
также будетъ доказано, что прямая LN  квадратитъ площадь АС. Следо* 
вательно остается показать, что прямая LN  составлена изъ среднихъ пря­
мыхъ LM  и MN, соизмеримыхъ только въ степени и что L M .M N  есть 
ращональная площадь, а следовательно LN  есть первая огшедгалъная.
1. Такъ какъ (кн. 10, пред. 37) прямыя А Е  и Е В  несоизме­
римы, а прямыя Е В  и А В  соизмеримы, то (кн. 10, пред. 14) прямыя
А Е  и А В  несоизмеримы.
Но, AG  и GE  соизмеримы, следовательно (кн. 10, пред. 16)
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A G  и G E  соизмеримы съ А Е  и ращональны какъ и сама прямая АЕ. 
Откуда следуетъ, что AG  и GE  съ А В  по длине несоизмеримы. Следо­
вательно АВ, AG, GE  суть ращональныя, только въ степени соизмери­
мыя лиши, а следовательно (кн. 10, пред. 22) А Н  и G1, т. е. В М  и МР, 
а также L M  и MN  суть средтя. ■
Такъ какъ AG  соизмерима съ GE, то А Н  соизмерима съ GI, т. е. ВМ  
соизмерима съ МР, т. е. [2L M  соизмеримъ съ [JMN. Следовательно пря­
мыя L M  и M N  соизмеримы въ степени. Такъ какъ А Е  несоизмерима съ 
ЕВ, а А Е  соизмерима съ AG , и Е В  соизмерима съ ЕЕ, то A G несо­
измерима съ Е Е, следовательно А Л  и Е К  несоизмеримы, т. е. В М  и LQ 
или ОМ  и MQ, или L M  и M N  также несоизмеримы. Следовательно пря­
мыя L M  и M N  только въ степени соизмеримы.
2. Такъ какъ прямая B E  соизмерима съ А В  и ЕЕ, то Е Е  и 
J5Tсоизмеримы и ращональны. Следовательно Е К  (кн. 10, пред. 20), т. е. L Q =  
z=:LM, M N  есть ращональная площадь.
Изъ этого видимъ, что прямая LN, квадратящая площадь АС  сос­
тавленная изъ двухъ среднихъ, только въ степени соизмеримыхъ линШ, 
содержащихъ ращональный прямоугольникъ, (кн. 10, пред. 38) есть первая
биношальная. .
Предложете 57. Площадь прямоугольника А В С В , заключеннаго между 
ращональною прямою А В  и третьею бинолпальною А В , квадратитъ вто­
рая бимед1альиая (фиг. 371).
. Доказат. Сделаемъ тоже построеше, какъ и въ предъидущей тео­
реме, то все останется какъ и тамъ, съ тою только разницею, что здесь 
члены А Е  и Е В  не будутъ соизмеримы по длине съ ращональною ли­
шею АВ. Также точно какъ и: тамъ можно доказать, что прямая L N  
квадратитъ площадь АС  и что L N  составлена изъ среднихъ L M  и M N  
соизмеримыхъ только въ степени. Остается только показать, что L M . M N  











Такъ какъ .прямая B E  несоизмерима съ А В  и Е1} но соизмерима
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съ EF, то прямыя EI  и EF  несоизмеримы. Прямыя E I  и BF  ращо- 
нальны, следовательно оне соизмеримы только въ степени. Откуда ви­
димъ, что ЕК, т. е. L Q = L M . M N  есть средняя площадь.
Итакъ видимъ, что прямая LN, квадратящая площадь АС, состав­
лена изъ двухъ среднихъ прямыхъ, соизмеримыхъ только въ степени и 
заключающихъ среднюю площадь, следовательно она есть вторая биме- 
дшльная. • .
Предложете 58. Площадь прямоугольника АВСВ, заключеннаго между 
ращональною прямою АВ  и четвертою бинолпальною АВ, квадратитъ 
наибольшая ирргщгональиая (фиг. 372). *
Доказат. Сделаемъ построен1е такое, какое сделано въ 55-мъ пред- 
ложенш, то все останется какъ тамъ, только съ того разницею, что большт 
членъ АЕ, который здесь по длине соизмеримъ съ ращональною прямою 
АВ, квадратитъ надъ меныпимъ членомъ ЕВ  на квадратъ, коего сторона 
по длине соизмерима съ АЕ , следовательно (кн. 10, пред. 19) прямыя 
AG и GE несоизмеримы.
Точно также какъ и тамъ можно доказать, что LN  квадратитъ пло­
щадь АС. Остается только показать, что прямыя LM  и MN, составляю­
щая прямую LN  несоизмеримы въ степени и содержать среднюю площадь, 
но сумма ихъ квадратовъ есть ращональная площадь, следовательно LN  
есть наибольшая иррациональная.
Фиг. 372.
s  а -р
А' Q





в к х  к  с ж о
Такъ какъ AG  и GE несоизмеримы, то (кн. 1, пред. 6 и кн. 10,
• * .  'j  •
пред. 10) АН  и GI, т. е. ВМ  и МР, т. е. ПВМ  и \Z\MN несоизмеримы.
Такъ какъ АЕ  и АВ  несоизмеримы, то AI, т. е. [jLM -i-\3M N  
есть ращональная площадь.
Такъ какъ BE  несоизмерима съ АВ, т. е. съ EI, а соизмерима съ 
EF, то EF  и E I  несоизмеримы. Следовательно EF  и E I  суть ращональ­
ныя прямыя, только въ степени соизмеримыя. Откуда видимъ (кн. 10, 
пред. 22), что K E =LQ —L M . MN  есть средняя площадь.
Изъ показаннаго следуетъ, что прямая LN, квадратящая площадь 
АС, составлена изъ двухъ прямыхъ несоизмеримыхъ въ степени, сод ер-
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жащихъ среднюю площадь и коихъ сумма квадратовъ есть ращональная 
площадь, есть наибольшая иррациональная (кн. 10, пред. 40).
Предложенье 59. Площадь прямоугольника ABGD, заключенная между 
ращональною прямою АВ  и пятою биномгальною А В , квадратитъ прямая 
етепенящая рацгональную и среднюю площадь (фиг. 373).
Доказат. Сделаемъ тоже построете, что и въ 58 предложены, то 
все будетъ какъ и тамъ, но только здесь меньшт членъ ED соизмеримъ 
съ прямою АВ. Точно также можно доказать, какъ и выше, что LN  
квадратитъ площадь АС.' Остается только показать, что LM  и MN  несо­
измеримы въ степени, содержать ращональную площадь и еумма ихъ квад­
ратовъ есть средняя площадь, следовательно LN  будетъ етепенящая ра- 







Ж I  Ж € Л о
■ Такъ какъ AG и ОЕ несоизмеримы, то АН  и НЕ, т. е. □  LM  и 
□JO T также несоизмеримы. Следовательно прямыя LM  и MN  несоизме­
римы въ степени. *
Такъ какъ ЕВ н АВ  соизмеримы, а АЕ  и ED несоизмеримы, то 
АВ  и АЕ  несоизмеримы. Следовательно АВ  и АЕ  суть ращональныя 
прямыя только въ степени соизмеримыя. Откуда А1 =  □  LM-h □  MN есть 
средняя площадь.
Но такъ какъ DE  и АВ  соизмеримы, т. е. BE  и E I  соизмеримы 
и BE  и EF  также соизмеримы, то EI и EF  соизмеримы; но EI  есть ращо­
нальная прямая, следовательно (кн. 10, пред. 20) E K ~L Q —LM.M1$ 
есть ращональная площадь. "
йзъ этого видимъ, что прямая НЕ, квадратящая площадь АС, сос-
г
тавлена изъ двухъ прямыхъ LM  и МП несоизмеримыхъ въ степени, со- 
держащихъ ращональную площадь и коихъ сумма квадратовъ есть средняя 
площадь, следовательно (кн. 10, пред. 41) она есть етепенящая ращо­
нальную и среднюю площадь. *
Предложенье 60. Площадь прямоугольника ABCD, заключенная между 
ращональною прямою АВ  и шестою биномгальною А В , квадратитъ сте- 
пепящая две средшя (фиг. $74). '
Доказат. Сделаемъ тоже построете что и въ 58-мъ предложении, 
только здесь оба члена по длине несоизмеримы съ АВ. Точно также, 
какъ и выше, можно доказать, что LN  квадратитъ площадь АС. Остается 
только показать, что LM  и M.N несоизмеримы въ степени и что сумма 
ихъ квадратовъ составляетъ среднюю площадь, но LM  и MN  содержать 
среднюю площадь несоизмеримую съ суммою квадратовъ, следовательно 
прямая LN  будетъ степенящая двгь средтя площади.
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Фиг. 374. "
s  а  р









В  Ж  X  к  с  к  о
Такъ какъ GA и GE несоизмеримы только въ степени, то LM  и 
M N  соизмеримы въ степени.
Такъ какъ АЕ  й АВ несоизмеримы только въ степени, то оне ращо­
нальны, откуда (кн. 10, пред. 22) AI=\3LM-+-[JMN  есть средтя пло­
щадь. 4
Такъ какъ ED и АВ  по длине несоизмеримы, т. е. несоизмеримы ЕВ 
и EI, a ED и ЕЕ  соизмеримы по длине, то E I  и ЕЕ  несоизмеримы только 
въ степени. Следовательно E I  и ЕЕ  суть ращональныя прямыя соизмеримыя 
только въ степени. Откуда видимъ (кн. 10, пред. 20), что E K = L Q =  
с= L M .M N  есть средняя площадь. '
Но, такъ какъ ЕА по длине несоизмерима съ ЕЕ  и A I  по длине 
несоизмерима съ ЕК, то LM. MN есть площадь несоизмеримая съ пло­
щадью ■ ‘
Изъ этого видимъ, что прямая LN, квадратящая площадь АС, сос­
тавлена изъ двухъ прямыхъ LM  и MN несоизмеримыхъ въ степени, ко- 
торыхъ сумма квадратовъ составляетъ среднюю площадь и которыя сами 
содержать среднюю площадь несоизмеримую съ предъидущей, а потому 
(кн. 10, пред. 42) LN  есть степепящая дьчъ средтя.
Лемма. Если прямую АВ  раздблимъ въ точке С на два неравные 
отрезка АС и СВ, то сумма квадратовъ, построенныхъ на этихъ отреа- 
кахъ, больше удвоенпаго прямоугольника, котораго оне суть стороны 
(фиг. 375).
Доказат. РаздЬлимь прямую АВ  въ точке D  пополамъ, то будемъ 











Но мы имеемъ (кн. 2, пред. 9):




■ Предлооюете 61. Прямоугольникъ DEFG , построенный на ращональ­
ной прямой ЕВ, равный квадрату построенному на биномиальной прямой 
АВ, будетъ иметь высоту D& первую биномиальную (фиг. 376).
Доказат. Пусть биномиальная А В  въ точке С разделена на свои 
члены АС и СВ такъ, что АС есть больпий членъ. На B E  построимъ
• " ч
прямоугольники:
□  АС  И :  IK = U C B
* •  •
то, потому что 2(AC.CBfy—LF  (кн. 2, пред. 4), О  AB—DEFG.
Разделимъ LG въ точке М пополамъ и проведемъ MN  параллельно 
L K  или GF, то будемъ иметь AC .C B =L N =M F . Теперь надобно до­
казать:
. Фиг. 376. .
9  .




■Ж Ж К. Ж Т
• • А  ' С В
• #
1. Что DG есть биномгальная. Такъ какъ А В  есть бишшальная 
прямая, то (кн. 10, пред. 37j АС  и СВ суть ращональныя, только въ 
степени соизмеримыя прямыя, следовательно □  АС и \ЗСВ  ращональны и
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соизмеримы. Откуда видимъ (кн. 10, пред. 16), что □  AC-hQGB есть 
площадь соизмеримая какъ съ □  AG, такъ и съ □  СВ; следовательно 
□  АСч~ □  GB -  В К = Е В . BL  есть ращональная площадь, но ЕВ ращо­
нальная прямая, следовательно (кн. 10, пред. 21) BL  есть ращональная 
прямая соизмеримая съ BE.
Такъ какъ АС и СВ ращональны и только въ степени соизмеримы, 
то 2(АС. CB)—LF—L K . L G = F B . LG есть средняя площадь, следова­
тельно (кн. 10, пред. 23) LG  есть ращональная прямая несоизмеримая 
съ ЕВ» Но ращональныя прямыя BL  и ЕВ соизмеримы, следовательно 
(кн. 10, пред. 13) BL  и LG  несоизмеримы. Изъ этого видимъ, что BL  и 
LG суть прямыя ращональныя и соизмеримыя только въ степени, а сле­
довательно (кн. 10, пред. 37) BG  есть биномгальная.
2. Что BG  есть первая биношальная.
Такъ какъ, □  АС: АС. СВ=АС . СВ: ПСВ (кн. 10, пред. 54, след. 2), 
т. е.: ... •
ВП: LN =LN : 1К
то (кн. 6, пред. 1):
BI:LM *=LM :IL
•  •  -  ч  * 1 ' "следовательно (кн, 6, пред. 17) B I . LI—[JLM =^QLG.•'*' , t
    ч  .
Далее, такъ какъ С\АС соизмеримъ съ \Z\GB, т. е. DH соизмеримы 
съ 1ЙГ, то (кн. 10, пред. 10) B ln  L I  соизмеримы. Но мы имеемъ (кн. 10, пред.
60, след.): .
DAC-i-П  СВ> 2(АС. СВ)
т. е. B K > L F , то B L>LG .
Откуда видимъ (кн. 10, пред. 18), что BL  квадратитъ надъ LG на 
квадратъ, коего сторона по длине соизмерима съ BL. Но BL  и LG ра­
циональны, и BL  соизмерима съ BE, следоиательпо BG  есть первая биио-
мгальная. . . .  • .
Предложенье 62- Прямоугольникъ BEFG , построенный на рациональ­
но й прямой ЕВ , коего площадь равиа .'площади квадрата построеннаго 
на первой бимедгальной АВ, имеетъ высоту BG втдрую биномкшную 
'. 377).
Доказат. Сделавъ тоже иостроеше, что и въ 61 предложешй, сле­
дуетъ доказать: .
' 1. Что прямая BG есть биномгальная.
Такъ какъ АВ  есть первая бимсдгальиая, то (кн. 10, пред. 38) ея 
члены АС и СВ суть средтя, только въ степени соизмеримый лиши, заклю­
чающая ращональный прямоугольникъ. Но:
□  AB-h □  BC—DK—ED .BL
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есть средняя площадь, но, какъ ЕВ  есть ращональная прямая, то DL будетъ 
также ращональная (кв. 10, пред. 23) съЕВ  несоизмеримая прямая. Дал1>е:
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есть рацюнальная площадь, следовательно (кн. 10, пред. 21) и LG  бу­
детъ ращональная прямая съ ЕВ  но длине соизмеримая. Откуда следуетъ 
(кн. 10, пред. 1В), что BL  по длине несоизмерима съ LG, следовательно 
DL и LG  суть ращональныя прямыя, только въ степени соизмеримыя, 
откуда (кн. 10, пред. 37) BG  есть бином1альная.
2. Что DGr есть вторая биномгальная. '
Такъ какъ (кн. 10, пред. 60, след.):
□  АС-+- □  ВС>  2(-4(7. СВ)
т. е. .
B K > L F ,w B L > L G .
Такъ какъ □  Ж7 соизмеримъ съ 12ВС, т. е. В П  соизмерима съ IK  
то и прямая B I  соизмерима съ IL. Наконецъ мы имеемъ еще В1. ЬЬ=-
=DLM ==-^n.L6r. Следовательно (кн. 10, пред. 18) прямая BL  квадратитъ
надъ прямою LG  на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима съ BL. 
Но LG  и ЕВ  соизмеримы, а потому BG  есть вторая биномгальная.
Предложенье 08. Црямоугольникъ BEFG , построенный на ращональ- 
ной прямой ЕВ, равный квадрату построенному на второй бимед1альной 
АВ , имеетъ высотою BG третью биномгальную (фиг. 378).
Доказат, Все какъ въ 61 предлоясенщ, а следуетъ доказать:
1. Что BG  есть биномгальная.
Такъ какъ АВ  есть вторая бимеЖальная, то е.я части АС и СВ 
(кн. 10, пред. 39) суть средшя, только въ степени соизмеримыя прямыя, 
ваключаюпця средтй прямоугольникъ. Но мы имеемъ:
U A (h -n C B ~ B K = E B . BL
•  .  .  .  »
405
есть средняя площадь, следовательно, какъ ЕВ ращональная прямая, то 




Ж N  К  2VT JP
. J___________________!_____________J
А  О В
•  *
По той же причине LG  есть ращональная прямая съ ЕВ несоизмеримая. 
Следовательно прямыя BL  и LG ращональны по длине несоизмеримы съ 
ЕВ. Такъ какъ (кн. 6, пред. 1):
л
АС: СВ—ПАС: АС. СВ
•  4  •
а ЛС и СВ несоизмеримы, то несоизмеримы также и □  ЛС съ AG. СВ и 
\Z\AC~hQCB несоизмеримы съ 2(АС.СВ), т. е. несоизмеримы DJT съ LF, 
а также и BL  съ LG несоизмеримы. Откуда видимъ, что BL  и LG суть 
ращональныя прямыя, только въ степени соизмеримыя,. следовательно 
(кн. 10, пред. 37) BG  есть биномгальная прямая. ,
2. Что BG  есть третяя биномгальная.
. Точно также, какъ и въ 61 предложены можно заключить, что
BL^>LG и что B I  и IL несоизмеримы. Мы имеемъ:
D I. lL = U L M = ~ U L a .
Следовательно (кн. 10, пред. 18) BL  квадратитъ надъ LG на квад­
ратъ, коего сторона по длине соизмерима съ BL. Но мы видели, что BL  
и 1/6г но длине несоизмеримы съ ЕВ, следовательно DG есть третяя 
биномиальная. - .
Предлооюете 64. Прямоугольникъ DJEFG, построенный на ращональ­
ной прямой ЕВ, равный квадрату построенному на большей ирращональ- 
ной АВ , имеетъ высотою BG четвертую бином'шльную (фиг. 379).
Доказат. Тоже построение что и въ 61 нредложенш; а следуетъ 
доказать:
. *1. Что B G  есть биномгальная прямая.
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Такъ какъ АВ есть большая иррациональная, то (кн. 10, пред. 40)
ея ,члены АС и СВ несоизмеримы въ степени, o a i содержать средтй
*  *
прямоугольникъ и сумма ихъ квадратовъ ращональна. Мы имеемъ:







следовательно DK  есть ращональная площадь, откуда (кн. 10, пред.
DL есть ращональная прямая соизмеримая по длине съ ED. Но:
• * •
2(АС. CB)—L F = E D . LG
21)
есть средняя площадь, a ED есть ращональная прямая, следовательно 
(кн. 10, пред. 23) прямая LG  ращональна и съ ED несоизмеримая. Следо­
вательно прямыя BL  и LG  несоизмеримы, а потому DL  и LG  ращо­
нальны и только въ степени соизмеримы, следовательно (кн. 10, пред. 37) 
DG  есть бинолпалъная прямая. • .
2. Что DG  есть четвертая биномгальная. ■ • • • • .
• Точно также какъ и въ предъидущемъ предложешй можно заклю­
чить, что D L>LG  и D I . IL—\Z\LM=^{Z\LG. Также и здесь ПАС  и
ПСВ несоизмеримы, т. е. DH  и IK  несоизмеримы, а следовательно несо-
• ■. • %
измеримы и прямыя D I  и 1L. Откуда следуетъ (кн. 10, пред. 19), что 
DL  квадратитъ надъ LG- на квадратъ, коего сторона но длине несоиз­
мерима съ DL. Но мы видели, .что DL . и ED соизмеримы по длине,
♦  .
следовательно- DG есть четвертая биношальная. .
Предложете 65. Прямоугольникъ DEFG , построенный- на ращональ- 
ной прямой ED , равный квадрату построенному на рац'юиальной средней
4
степенящей АВ, имеетъ высотою DG патую биномм.ъьиую (фиг. 380).
До казат. Сд4лавъ тоже построеше, • что и въ 61 -предложешя, а 
следуетъ доказать: .
i
1. Что Ш  есть биношальная прямая.
' Такъ какъ АВ  есть ращональная и средняя степснящая, то (кп. 10, 
пред. 41) ея члены АС и СВ въ степени несоизмеримы и заклюЧаютъ
407
ращональный прямоугольникъ, а сумма ихъ квадратовъ есть средняя пло­
щадь. Площадь:
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есть средняя, следовательно (кн. 10, пред. 23) B L  есть ращональная пря­
мая съ ЕВ  несоизмеримая. Но 2(АС. CB)—L F  есть ращональная пло­
щадь, следовательно (кн. 10, пред. 21) L G  есть рацюнальная прямая съ 
ЕВ  соизмеримая.
Откуда прямыя B L  и LG  несоизмеримы. Следовательно B L  и LG  
суть прямыя ращональныя, только въ степени соизмеримыя, а потому 
(кн. 10, пред. 37) прямая B G  есть биномгальная.
2. Что B G  есть пятая биномгальная. -
Можно показать какъ выше, что B I . IL=\Z]LM  и что B I  и IL  не­
соизмеримы, поэтому (кн. 10, пред. 19) B L  квадратитъ надъ LG, на 
квадратъ, коего сторона по длине несоизмерима съ B L  Ио было пока­
зано, что прямыя LG  и ЕВ соизмеримы, следовательно B G  есть пятая 
биномгальная.
Предлооюете 66. Прямоугольникъ B E F G , построенный на ращональ­
ной прямой ЕВ, равный квадрату построенному на прямой АВ второй 
средтй степенящсй, имеетъ высотою B G  шестую биномиальную (фиг. 381).
Доказат. Тоже построете, что и въ 61 предложены, а следуетъ
доказать:
1. Что B G  есть биномгальная.
Такъ какъ АВ  есть вторая средняя степенягцая, то (кн. 10, пред. 42) 
ея члены АС и СВ несоизмеримы въ степени и сумма ихъ квадратовъ 
есть средняя площадь и кроме этого оие содержать прямоугольникъ несо­
измеримый ctj суммою ихъ квадратовъ. Прямыя В К  и L F  суть средшя, 
но ЕВ ращональна, следовательно (ки. 10, пред. 23) B L  и LG  ращо­
нальны и съ ЕВ  по длине несоизмеримы. Но площадь \~\AC-h[JCB не-
соизмерима съ 2(АС. СВ), следовательно ВК и LF несоизмеримы, а сле­
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и LG только въ степени соизмеримы, а поэтому (кн. 10, пред. 37) пря­
мая BG есть биномиальная. ,
2. Что DG есть шестая бинолпалъная.
Можно доказать, какъ выше, что B I . IL—LM  и что B I  и 1L не­
соизмеримы, следовательно прямая BL  квадратитъ (кн. 10, пред. 19) надъ 
LG  на квадратъ, коего сторона по длине несоизмерима съ BL. До какъ BL  
и LG  съ B E  по длине несоизмеримы, то BG  есть шестая биномиальная.
Предлооюете 67. Всякая прямая СВ, по длине соизмеримая съ бино- 
м1альиою А Д  есть бином1альная того же порядка (фиг. 382).
Доказат. 1. Пусть прямая АВ  въ точке Е  разделена па свои члены 
АЕ  и ЕВ и притомъ пусть АЕ  есть болыпШ членъ. Прямыя АЕ  и ЕВ 
будутъ ращональны только  ̂ въ степени соизмеримый (кн. 10, пред. 37).
Сделаемъ (кн. 6, пред. 12): ■ -
•  •
А В : С В =А Е : CF 
то будемъ им’Ьть также (кн. 5, пред. 19):
Е В : F D = A B : СВЛ
замечая, что АВ  и СВ соизмеримы, мы будемъ иметь (кн. 10, пред. 10), 
что АЕ огь СЕ и ЕВ  съ ЕВ  также соизмеримы. Но АЕ  и ЕВ  радшиаль­
ны, следовательно СЕ и ЕВ  также ращопальны. Такъ какъ мы имеемь 
(кн. 6, пред. 11):
АЕ- CF—E B : ЕВ ■
t
А Е ; E B =C F : FB
и откуда (кн. 5, пред. 16): '
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но, какъ АЕ  и ЕВ  только въ степени соизмеримы, то GF и FD будутъ 
также только въ степени соизмеримы. Откуда прямыя GF и FD ращональ­
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2. Прямая АВ  можетъ быть или первою, или второю, или третьего би- 
шшальною, т. е. квадратитъ, въ пропорцш:
А Е : EB=:CF : FB
АЕ  надъ ЕВ, на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима съ АЕ 
или съ ЕВ , или ни одна изъ нихъ по длине не соизмерима съ дан­
ною ращональною прямою, следовательно (кн. 10, пред. 15) GF квадра­
титъ надъ FB  на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима съ CF 
и по той же причине GF или FB, или ни одна изъ нихъ не соизмерима 
съ данною ращональною прямою; следовательно СВ вместе съ АВ  бу­
детъ или первою, или второю, или третьею бишшальною.
Точно также можетъ быть доказано, что СВ вместе съ АВ  будетъ
четвертая, пятая или шестая бишшальная. Следовательно прямыя АВ
. «
и СВ всегда суть бином1альныя одного порядка.
Предложеше 68. Прямая СВ по длине соизмеримая съ бимед1альной 
АВ  будетъ сама бимед1альная того же порядка (фиг. 383).
Доказат. 1. Пусть будетъ бимед1альная АВ въ точке Е  разделена 
на свои составныя части АЕ  и ЕВ и притомъ такъ, что АЕ>ЕВ, то 
(кн. 10, пред. 38 и 39) прямыя АЕ  и ЕВ будутъ средшя только въ сте­
пени соизмеримыя. Построимъ и здесь какъ выше пропорцш:
А В : С В = А Е : CF
«
то (кн. 5, пред. 19):
Е В : F B = A B : СВ
Откуда видимъ, что такъ какъ АВ и СВ соизмеримы, то соизмеримы 
АЕ  и GF, а также ЕВ и FB. Но АЕ  и ЕВ суть средшя, слъ-
/  I
довательно (кн. 10, пред. 24) GF и FB суть также средшя. Такъ какъ 
АЕ  и ЕВ суть прямыя соизмеримыя только въ Степени, а мы имеемъ 
(кн. 5, пред. 11 и 16):
. 52
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А Е : E B = C F : FB
то и прямыя GF и FB  соизмеримы только въ степени. Изъ этого видимъ, 
что прямыя GF и FB  суть средтя, только въ степени соизмеримыя, сле­
довательно (кп, 10, пред. 38 и 39) прямая СВ есть бгтедгалъная.
Фиг. 383.
Е
А    В
F
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2. Изъ пропорцщ:
А Е : E B = C F : FD
следуетъ (ян. 5, пред. 11 и кн. 6, пред. 1):
ПАЕ: A E .E B = U O F : GF. FD
*  * «
откуда (кн. 5, пред. 16):
. - . - ' , * .
. , U A E :n C F = :A E .E B :C F .F B
но □  АЕ  и □  GF соизмеримы, следовательно соизмеримы А Е .Е В  и 
CF.FB , Прямая АВ  можетъ быть первою, или второю бижшальною, 
поэтому (кн. 10, пред. 38 и 39) АЕ. СВ будетъ или ращональная или средняя 
площадь. Откуда площадь CF.FB  будетъ или ращональная или средняя,
следовательно прямая СВ вместе съ АВ  будетъ или первая или вторая
• * * ' •
бимед1алъная. . .
Предложете 69. Прямая СВ по длине соизмеримая съ наибольшею
иррациональною АВ  будетъ сама большею ирращ опально го (фиг. 384).
1 *  .  • ,
Доказат. Пусть прямая АВ  въ точке Е  разделена на свои члены 
АЕ  и ЕВ , то они (кн. 10, пред. 40) несоизмеримы въ степени, содер- 
жатъ среднш прямоугольникъ и сумма ихъ квадратовъ есть ращональная 
площадь. ....
Сделаемъ тоже построеше,. что и въ пред. 68, то:
,  А В : СВ=АЕ: С Е =Е Ъ : ЕВ  (1)
» 1 * . 
но АВ  и СВ соизмеримы, следовательно соизмеримы АЕ  и CF, ЕВ  и
FB  откуда, такъ какъ АЕ  и ЕВ  несоизмеримы въ степени, CF и FB
также несоизмеримы въ степени. .
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Изъ пропорцш (1) мы имеемъ: . .
А Е : EB=GF: FD
откуда (кн. 5, пред. 18):
1
A B :E B = C D :D F
, Фиг. 384.
I  *  •
•  •
• . Я ■ ,
А-   j------ - В
F
с  т в
•  * «
откуда еще (кн. 6, пред. 22):
П А В : O E B = n C D : UDF.
Точно также можно доказать, что:
■ П А В : П А Е =П С 1): Q 0F
следовательно (кн. 5, пред. 24):
«
ПАВ: aAE-hOEB—DCD: □ OF-hOFD
или
■ о  А З : aCD=UAE-hOEB: OGF-+-OFB
но ОАВ и DCD соизмеримы, следовательно соизмеримы площади
( • « * . *  •
QAE-+-QEB. и DGF-+-OFD, но ПАЕч-ОЕВ есть ращональная площадь,
1 1 • _ , .  '   ■ • *  ■ ,  •  •  ■
следовательно и площадь OCF-hOFD также ращональна.
1 !  *  .
* .  I  •  »  •
, Точно также площади 2(АЕ.ЕВ) и 2(GF.FI)) соизмеримы, следо­
вательно,. такъ какъ А Е .Е В  есть средняя площадь, то CF.FD  есть 
также средняя площадь (кн. 10, пред. 24, след.). . . , • ■
Откуда (кн. 10, пред. 40) CD есть наибольшая иррациональная.
■ Предлооюете 70. Прямая CD по длине соизмеримая съ ращональною 
и среднею степенящею АВ , есть сама рацюнальная и средняя етепенящая 
(фиг. 385). ' • ■
. } Доказат. Пусть прямая АВ  въ точке Е  разд'Ьлена. < на, свои члены 
АЕ  и ЕВ} то они несоизмеримы въ степени, содержать ращональный 
прямоугольникъ и сумма ихъ квадратовъ есть средняя площадь.
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СдЪлавъ тоже построеше, что и £ъ предъидущемъ предложены, точно 
также можно доказать, что QF и FD несоизмеримы въ степени, что пло-
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щадь OAE-hOEJt соизмерима съ площадью □ CF-hOFD и что прямо­
угольникъ А Е .Е В  соизмеримъ съ GF.FD , следовательно DCF-hOFD 
есть средняя площадь, a GF.FD  есть площадь ращональная. Откуда ви­
димъ (кн. 10, пред. 41), что прямая GD есть ращональная и средняя сте­
пенящая. .
Предложете 71. Прямая CD по длине соизмеримая съ второю сред­
нею степенящею AJB будетъ сама вторая средняя степенящая (фиг. 386).
.  .  ,  ;  « .
Доказат. Пусть прямая АВ  въ точке Е  разделена на свои состав­
ные члены АЕ  и Е В , то они (кн. 10, пред. 42) несоизмеримы въ сте­
пени и сумма ихъ квадратовъ есть средняя площадь, но они содержать 





С   --------------- D
/
Изъ того же построешя, какъ и выше, мы докажемъ, что CF и FD 
соизмеримы только въ степени, и что площади DAE-hUEB и QGF-+-OFD 
соизмеримы, а также соизмеримы А Е . ЕВ  съ GF. FD, что следовательно 
DGF-+-DFD есть средняя площадь, а также и CF.FD  есть .средняя съ 
DCF-+-DFD несоизмеримая площадь. Откуда видимъ (кн. 10, пред. 42), 
что прямая GD есть вторая средняя степенящая.
Предложете 72. Если сложимъ ращональный прямоугольникъ АВ
  •
съ среднимъ CD, то получимъ одну изъ следующихъ четырехъ ирращо-
нальныхъ лишй: или бшотальную, или первую битдгальную, или наибольшую
иррацгональную, или наконецъ ращональную и среднюю степенящую.
Доказат. Пусть АВ  буДетъ или больше, или меньше CD, следуетъ
#
доказать, что прямая, степенящая площадь AD, будетъ одна изъ четы­
рехъ сказанныхъ ирращональностей.
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Пусть F E  будетъ ращональная прямая, E G = F E .E H = A B  и 
H D = F E . H K = C D . Такъ какъ площадь А В  есть ращональная, то E G  
есть также ращональная, а также (кн. 10, пред. 21) и сторона ЕЖ  ра­
циональна и соизмерима по длине съ F E . Далее, такъ какъ СВ есть 
средняя площадь, то и H I  есть также средняя и (кн. 10, пред. 23) сто­
рона Н К  ращональна и по длине несоизмерима съ F E . Площадь А В  ра­
щональна, и CD средняя, следовательно А В  и CD несоизмеримы, по­
этому и E G  и H I  также несоизмеримы. Но мы имеемъ (кн. 6, пред. 1):
E G : Н 1 = Е Н : Н К
откуда прямыя Е Н  и Н К  по длине несоизмеримы. Следовательно Е Н  и 
Н К  суть ращональныя прямыя, только въ степени соизмеримыя, откуда 
(кн. 10, пред. 33) прямая Е К  есть биномгальная. Но по условно A B > C D , 
т. е. E G > H I,  следовательно и ЕН^>НК. Теперь, прямая Е Н  можетъ 
квадратитъ надъ Н К  на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима или 
несоизмерима съ ЕН .
Пусть будетъ первое: то, такъ какъ большая прямая Е Н  соизмерима 
съ F E , Е К  есть первая биномгальная. Следовательно, какъ F E  есть ра** 
щональная прямая (кн. 10, пред. 55), то прямая, которая квадратитъ пло­
щадь Ж , т. е. A D  есть биномгальная.
Пусть будетъ второе, то, такъ какъ Е Н  и F E  соизмеримы по длине, 
Е К  будетъ чешвершая бином1альная\ следовательно, какъ F E  (кн. 10,
пред. 58) есть ращональная прямая, то прямая, квадратящая площадь E I,
\ , -
т. е. A D  будетъ наибольшая ирращональная.
Случай 2. Пусть AB<CD  (фиг. 388).
'  I    .
Если A B < C D , то въ силу предъидущаго построещя E G < H I  и 
Е Н < Н К . Теперь можетъ случиться, что Н К  квадратитъ надъ Е Н  на 
квадратъ, коего сторона соизмерима или несоизмерима съ Н К .
Пусть будетъ первое: такъ какъ меньшая ЕН  соизмерима съ EF, то 
ЕК  есть вторая бинолпалъная, следовательно, заметивъ, что ЕЕ  есть рацю- 
нальная прямая, (кн. 10, пред. 56) прямая квадратящая площадь Е1, т. е.
■г
АН есть первая бимедгальная.
Фиг. 388.
'  ? ? •
- А С
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Пусть будетъ второе: такъ какъ меньшая ЕН  соизмерима по длине 
съ ЕЕ\ то Е К  будетъ пятая бинолпалъная, следовательно, какъ ЕЕ  
есть ращональная прямая, то (кн. 10, вред. 59) прямая, квадратящая пло­
щадь EI, т. е. АН будетъ ращональная и средняя степенящая.
Предложете 73. Если сложимъ две несоизмеримыя средтя площади 
А В и CD, то получимъ две остальныя иррацюнальныя линш: вторую би- 
мед{алъную или вторую среднюю степенящую.
Доказат. Прямоугольникъ АВ  можетъ быть или больше, или меньше 
прямоугольника CD. Следуетъ доказать, что прямая, квадратящая целую 
площадь J.D, будетъ одна изъ сказанныхъ выше ирращональностей.
Случай 1. Пусть AB>CD  (фиг. 389).
Фиг. 389.
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Изъ предъидущаго построешя видно, замечая что АВ  и CD суть
средтя, что EG п HI суть также средщя площади. Такъ какъ ЕЕ  есть
*  .  * . * * •
ращональная прямая, то (кн. 10, пред. 23) ЕН  и НК  будутъ прямыя 
ращональныя и по длине соизмеримыя съ ЕЕ. Такъ какъ АВ  и CD, т. е. 
EG и HI несоизмеримы, и мы имеемъ:
т 4
E G : Н 1=Е Н : НК
то ЕН  и НК. по длине несоизмеримы. Следовательно ЕН и НК  суть 
ращональныя прямыя, только въ степени соизмеримыя, откуда Е К  есть 
биномгальная. Такъ какъ А В >С В , т. е. EG>HI, то ЕН>НК.
Теперь, ЕН  можетъ квадратить надъ НК  на квадратъ, коего сто­
рона будетъ по длине соизмерима или несоизмерима съ ЕН.
• Пусть будетъ первое: такъ какъ ни ЕН, ни Н К  по длине не
соизмеримы съ EF, то Е К  есть третяя биномгальная, следовательно,
1 _ _
замечая, что EF  есть ращональная прямая, то (кн. 10, пред. 57) прямая 
квадратящая площадь EI, т. е. AD, будетъ вторая средняя етепенящая. 
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Точно также можетъ быть доказано, что прямая, квадратящая пло­
щадь E I , т. е. AD, будетъ или вторая бuмeдiaльнaя, или вторая средняя 
етепенящая.
. Слгьдствге. Бином1альиыя прямыя и следуюпця за ними ирращональ- 
ныя не только отличны отъ среднихъ, но различаются и между собою.
Въ самомъ деле, высота прямоугольника, построеннаго на ращональ­
ной прямой, коего площадь равна квадрату построенному на средней пря­
мой, есть прямая ращональная несоизмеримая съ основашемъ (кн. 10, 
пред. 23). Если сторона квадрата есть биномгальная, то высота прямо­
угольника есть первая биномгальная (кн. 10, пред. 61). Если сторона 
квадрата есть первая бимедгальная, то высота прямоугольника есть вторая 
бгшомгальная (кн. 10, пред. 62). Если сторона квадрата есть вторая би- 
медгальная, то высота прямоугольника есть третяя биномгальная (кн. 10,
пред. 63). Если сторона квадрата бсть наиоольшая иррациональная, то вы-
«
сота прямоугольника есть четвертая биномгальная (кн. 10, пред. 64). Если 
сторона квадрата есть ращональная и средняя етепенящая, <то высота 
прямоугольника есть пятая биномгальная (кн. 10, пред. 65). Если, нако- 
нецъ сторона квадрата есть вторая”средняя етепенящая, то высота пря­
моугольника есть шестая биномгальная (кн. 10, пред. 66).
Изъ этого следуетъ, что все упомянутыя иррацшнальиыя прямыя от­
личаются отъ первой, такъ какъ эта последняя даетъ для высоты прямо-
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угольника рацюналъную прямую. Отличаются эти иослйдшя между собою 
потому, что высоты для прямоугольниковъ суть прямыя бтюмгалъньгл
различныхъ порядковъ.-
Лритьчанге 9. Предъидущее изслйдоваше относительно сложешя шести ирращональ- 
ныхъ лиши ведетъ къ слйдующимъ семи отдйламъ' предложешй: первый. отд'Ьлъ (пред. 37, 
38, 39, 40, 41, 42) показываетъ происхождеше или сложеше этихъ линш; второй отд'Ьлъ 
(пред. 43, 44, 4о, 46, 47, 48) показываетъ ихъ разложеше въ единственной точкй; третш 
отд'Ьлъ (пред. 49, 50, 51, 52, 53, 54) показываетъ какъ шесть бином!альныхъ лиши мо­
гутъ быть найдены; четвертый отд'Ьлъ (пред. 55, 56, 57, 58, 59, 60) показываетъ кашя 
линш квадратятъ прямоугольникъ, содержащейся между ращональною прямою и бинсшаль-
ными различныхъ порядковъ; пятый отдйлъ (пред. 61, 62, 63, 64, 65, 66) показываетъ ка>/ • •  •
кая будетъ высота прямоугольниковъ, построенныхъ на ращональной прямой, коихъ пло­
щадь равна площади квадратовъ, построенныхъ на бином1альныхъ различныхъ порядковъ; 
шестой отд'Ьлъ (пред. 67, 68, 69, 70, 71), показываетъ, что несоизм^римня лиши съ ними 
будутъ того-же рода и порядка; седьмой отд'Ьлъ (пред. 72 и 73) показываетъ, въ двухъ 
предложешяхъ, ихъ происхождеше и различ1е.
Заметимъ еще, что половины каждаго изъ этихъ родовъ ирращональ­
ностей, будучи соизмеримы съ целыми будутъ того же рода и порядка.
Шесть ирращональностей происшедшихь отъ вычитатя. .
Предлооюете 74. Если вычтемъ одну изъ другой две ращональныя, 
только въ степени соизмеримый прямыя АД  и ВС, то остатокъ АС бу­
детъ ирращональная прямая и называется вычетом* (атгото^) (фиг. 391).
- Доказат. Такъ какъ АВ  и ВС соизмеримы только въ степени, и 
мы имеемъ (кн. 6, пред. 1):
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то площади □  АВ  и А В .В С  (кн. 10, пред. 10) будутъ несоизмеримы. 
Но (кн. 10, пред. 16) площади [ЗАВ  и С\АВ-+-\ЗВС соизмеримы, а так­
же соизмеримы А В . ВС и 2(А В . ВС), следовательно площадь □  АВ-\-□  ВС 
несоизмерима съ 2(АВ.ВС). Но мы имеемъ (кн. 2, пред. 7):
" ' ‘ 4 . *
#  .  *  1
. П А В +П В С =2(А В . ВС)н-[ ,АС
следовательно (кн. 10, пред. 17) площади ПАВ-¥-ПВС  и П АС  несоизме­
римы. Замечая теперь, что площадь ПАВ-+-ПВС ращональна, мы видимъ
что ПАС есть площадь ирращональная, а следовательно и АС есть пря­
мая ирращональная.
Предлооюете 75. Если вычтемъ одну изъ другой две средшя прямыя А В  
и АС, только въ степени соизмеримыя, содержатся ращональный прямоуголь­
никъ, то остатокъ А С  будетъ ирращонадьный и называется первымъ сред- 
нимъ вычетомъ (фиг. 392). '
. . Фиг. 392.
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Доказат. Такъ какъ □ АВ-+-ПВС есть площадь средняя, и 2(АВ.ВС) - 
ращональная, то- ПАВ-+-ПВС и 2(АВ.ВС) несоизмеримы. Но мы имеемъ 
(кн. 2, пред. 7):
П А В + П В С = 2(А В .В С )-Ь П А С
•  •  
следовательно (кн. 10, пред. 17) площади 2(А В .В С )  и ПАС  несоизме­
римы, но 2( А В . ВС ) есть рацюнальная площадь, следовательно ПАС  
есть ирращональная площадь, поэтому и прямая А С  есть ирращональная.
Предложеше 76. Если вычтемъ одну изъ другой две средшя прямыя 
А В  и ВС  только въ степени соизмеримыя, содержатся средтй прямоуголь­
никъ, то остатокъ АС  будетъ ирращональный и называется вторымъ сред- 
нимъ вычетомъ (фиг. 393).
Доказат. Пусть B I  будетъ ращональная лишя, на которой по­
строимъ прямоугольникъ В Е — В 1.В С = П А В -\-П В С , и прямоугольникъ
BH=IB.BF=z2(AB.BC). Откуда, замечая, что (кн. 2, пред. 7):
•  •
П А В ч -П В С = 2 (А В .В С )ч -П А С  > ■ • .
найдемъ, что:
: FE=IB.FG=\JAC.
Такъ какъ ПАВ-+-ПВС, т. е. BE  есть средняя площадь, то (кн. 10, 
пред. 23) прямая BG  ращональна и несоизмерима съ BL Такъ какъ 
А В .В С  есть средняя площадь, то 2(АВ.ВС) будетъ также средняя пло­
щадь, следовательно В  И  есть средняя, а потому (кн. 10, пред. 23) пря­
мая B F  ращональна и несоизмерима съ IB.
Такъ какъ прямыя А В  и ВС  только въ степени соизмеримы, сле­




площади \ЗАВ  и АВ.ВС несоизмеримы. Но (кн. 10, пред. 16) площади 
\Z\AB и \JAB-\r\3BC  соизмеримы, а также (кн. 10, пред. 6) соизме­
римы и площади АВ.ВС и 2(АВ. ВС). Следовательно \3AB-hHBC  не­
соизмеримы съ 2(АВ.ВС), т., е. B E  несоизмерима съ DH. Но такъ какъ 
мы имеемъ (кн. 6, пред. 1):
B E : D H =D  G : DF  
Фиг. 393. 
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то и прямыя DG  и DE  также несоизмеримы (кн. 10, пред. 10). Следо­
вательно DG и DE  суть ращональныя прямыя только въ степени соизме­
римыя, а потому (кп. 10, пред. 74) EG  есть вычетъ. Замечая теперь,
л
что прямая ID  ращональна, мы видимъ (кн. 10, пред. 21), что площадь 
ЕЕ7 т. е. О АС ирращональна, а следовательно ирращональна и пря­
мая АС
»  *
Предложете 77. Если две прямыя А В и ВС въ степени несо- 
измеримыя, содержания среднюю площадь и коихъ сумма квадратовъ есть 
ращональная площадь, вычтемъ одну изъ другой, то остатокъ АС будетъ 
ирращональная прямая и называется меньшею иррацюнальною (фиг. 394).
• Фиг. 394.
С
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Доказат. Такъ какъ площадь OAB-i-ПВС ращональна, а А В .В С  
средняя, то площади &АВ-Л-ОВС и АВ.ВС несоизмеримы. Но (кн. 2, 
пред. 7) мы имеемъ:
. П АВ +П В С =2(А В .ВС )+П АС
следовательно (кн. 10, пред. 17) площади \3AB-h\Z\BC и \JAC  несоиз­
меримы. Но такъ какъ ОАВ-^-ОВС есть площадь ращональная, то ОАО 
есть ирращональная площадь, а следовательно и прямая АС есть ирра- 
щональная.
. Предложете 78. Если две прямыя АВ  и ВС, несоизмеримыя въ сте-
г
пени, содержания ращональный прямоугольникъ и коихъ сумма квадратовъ 
есть средняя площадь, вычтемъ одну изъ другой, то остатокъ АС  будетъ 
ирращональная прямая и называется составляющею съ рацгональнимъ 




Доказат. Такъ какъ ПАВ-+-ПВС  есть площадь средняя, и 2(АВ.ВС ) 
есть площадь ращональная, то площади П АВ-\-П ВС  и 2(АиВ.ВС) несо­
измеримы, следовательно (кн. 10, пред. 17) ПАС  и 2(А В .В С ) также 
несоизмеримы; но 2 (А В . В С ) есть площадь ращональная, следовательно 
площадь ПАС  будетъ ирращональная, а поэтому и прямая АС  будетъ 
также ирращональная.
•
Примпчанге 10. Евклидъ остатокъ АО такъ называетъ потому, что прямоугольникъ 
равный ПАС съ ращональнымъ прямоугольникомъ 2(АВ.ВО) составляетъ ц^лую среднею 
площадь ПАВ-ь'ПВС.
Предложеше 79. Если две прямыя А В  и ВС, несоизмеримыя въ 
степени, коихъ сумма квадратовъ есть средняя площадь, содержащая 
средтй прямоугольникъ несоизмеримый съ суммою квадратовъ, вычтемъ 
одну изъ другой, то остатокъ А С  будетъ ирращональная прямая и назы­
вается составляющею съ среднимъ прямоугольникомъ целую среднюю пло­
щадь (фиг. 396).
Доказат. Построимъ на ращональной прямой В 1  прямоугольникъ П Е  
равный B I . ВО=ПАС-+-ПВС. Отнимемъ прямоугольникъ B H =BI.BF— 
—2 (А В .В С ), то (кн. 2, пред. 7) остатокъ FE=BI.FG  будетъ равенъ 
ПАС. Следовательно прямая А С  квадратитъ площадь FE.
Фиг. 396.
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' Такъ какъ площадь ПАВ-+-ПВС, т. е. BE  есть средняя, то прямая 
BG  (кн. 10, пред. 23) ращональна и несоизмерима по длине съ BL
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Точно также, такъ какъ площадь DH средняя, то прямая D F  ращональна 
и по длине несоизмерима съ DI.
Такъ какъ площади П АЗ+О ВС  и 2(АВ.ВС) несоизмеримы, то 
несоизмеримы и площади DE  и DH; но мы имеемъ:
D E :D H = D G :D F
откуда (кн. 10, пред. 10) прямыя DGc и JDF по длине несоизмеримы. 
Следовательно прямыя DQ  и D F  ращональны только въ степени соизме­
римы, откуда видимъ (кн. 10, пред. 74), что прямая FG есть вычетъ. Такъ 
какъ D 1=F H  есть ращональная прямая, то (кн. 10, пред. 21) FE, т. е. 
ПАС есть ирращональная площадь, а потому и прямая АС есть ирра­
щональная.
Иримгъчате 11. Евелидъ потому такъ называетъ прямую АС, что:
ОАО+-2(АВ. ВО)=ОЛВ+ОВС.
I
Предлооюете 80» Къ вычету АВ  можно прибавить одну только ра- 
цюнальнуго прямую ВС} соизмеримую только въ степени съ целою пря­
мою АС (фиг. 397).
Доказат. Положимъ, что къ АВ  прибавлена еще другая прямая ВВ  
и притомъ (кн. 10, пред. 74) такая, что прямыя АВ  и BD ращональны 
только въ степени соизмеримы. Такъ какъ мы имеемъ (кн. 2, пред. 7):
Фиг. 397.
в с .
А  7 — В
П ЛВ-^П ВВ=:2(АВ . BD)-hUAB
а также
П Л С +П С В =2(А С . СВ)ч-ПЛВ
Откуда видимъ, что избытокъ суммы квадратовъ надъ
суммою квадратовъ \3AC-\-\Z\CB, равенъ избытку прямоугольника 2(AD.BD)
9
надъ прямоугольникомъ 2(АС. СВ) и какъ первый избытокъ ращональный, 
то и второй долженъ быть ращональный, что невозможно (кн. 10, пред. 27), 
такъ какъ (кн. 10, пред. 22) оба прямоугольника суть средтя площади- 
Следовательно къ вычету АВ  можно прибавить только одну ращональную 
прямую ВС, которая съ целою АС только въ степени соизмерима.
Предложете 8JL Къ первому среднему вычету АВ  можно прибавить
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только одну среднюю ВС, которая съ цЬлото&АС только въ степени соизме­
рима и содержитъ съ нею ращональный прямоугольникъ (фиг. 398).
Доказат. Положимъ, что . къ вычету АВ  прибавлена еще другая 
прямая ВВ  такая, что АВ  и ВВ  суть средшя (кн. 10, пред. 75), только 





Здесь снова мы будемъ иметь, что избытокъ суммы квадратовъ 
[ЗАВ-\~\ЗВВ надъ' суммою квадратовъ \3AC-h\3CB равенъ избытку 
прямоугольника 2(А В .В В ) надъ 2(АС.СВ), но этотъ избытокъ ращо­
нальный, следовательно и первый долженъ быть ращональный, что не­
возможно, такъ. какъ сумма квадратовъ есть средняя площадь (кн. 10, 
пред. 27). Следовательно къ первому среднему вычету можно прибавить только 
одну среднюю прямую, которая съ целою только въ степени соизмерима 
и содержитъ съ нею ращональный прямоугольникъ.
Предлооюете 82. Ко второму среднему вычету АВ  можно. придать 
только одну среднюю прямую ВС, которая съ целою АС соизмерима 
только въ степени и содержитъ съ нею средтй прямоугольникъ (фиг. 399).
Доказат. Положимъ что къ вычету АВ  прибавлена еще другая пря­
мая ВВ  (кн. 10, пред. 76) соизмеримая съ АВ  только въ степени и зак­
лючающая съ нею средшй прямоугольникъ.
Фиг. 399.
Ж  Ж
. JT ж & ж
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.  А. В С В  ■
На ращональной прямой EF  построимъ прямоугольникъ EG =EF.H L=  
=\I]AC~h\Z\CB. Отнявъ отъ этого прямоугольника прямоугольникъ 
H G = E F . HL—2(AC. СВ), то остатокъ E K = E F . ЕН  будетъ равенъ 
□ Д В , следовательно прямая АВ  квадратитъ площадь ЕК. Построимъ
«
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еще на прямой ЕЕ  прямоугольникъ EI—E F . ЕМ— □  AB-h  □  В В, то, 
такъ какъ ЕК—ПАВ, остатокъ H I будетъ равенъ 2(A D . В  В).
Такъ какъ прямыя АС и СВ суть средшя, то EJAC-hQCB, т. е. 
EG  есть площадь средняя, следовательно (кн. 10, пред. 23) прямая EL 
ращональна и по длине несоизмерима съ EF. Прямоугольникъ 2(АС.СВ), 
т. е. HG есть среднш, следовательно прямая HL ращональна и несоиз­
мерима съ EF,
Такъ какъ АС и СВ, только въ степени соизмеримы, то оне по 
длине несоизмеримы. Но мы имеемъ (кн. 6, пред. 1): .
А С :С В =П А С :А С .С В
•  •
следовательно (кн. 10, пред. 10) площади ПАС  и АС . СВ несоизме­
римы.
Но площади (кн. 10, пред. 16) ПАС съ ПАСа-ПСВ  и  АС.СВ  
съ 2(АС.СВ) соизмеримы, следовательно площадь ПАС-л-ПСВ несоиз­
мерима съ площадью 2(АС.СВ), т. е. EG  и HG несоизмеримы. Но мы 
имеемъ: '
E G : H G = E L : HL
следовательно (кн. 10, пред. 10) прямыя EL  и HL несоизмеримы по 
длине. Изъ этого видимъ, что EL  и HL суть ращопальныя прямыя только 
въ степени соизмеримыя, следовательно (кн. 10, пред. 74) ЕН  есть вы­
четъ прибавленный къ HL. Точно также можетъ быть доказано, что къ 
ней прибавлена прямая НМЛ что невозможно (кн. 10, пред. 80), такъ
какъ HL и НМ съ целою только въ степени соизмеримы. Следовательно 
ко второму среднему вычету можно прибавить только одну среднюю, ко­
торая съ целою только въ степени соизмерима и которая съ нею ‘содер- 
житъ среднш прямоугольникъ.
Предложете 83. Къ меньшей иррацюналъной АВ  можно прибавить
только одну прямую ВС, которая съ целою АС несоизмерима въ степени,
коей квадратъ съ квадратомъ целой составляетъ ращональную площадь
и которая съ целой содержитъ среднш прямоугольникъ (фиг. 400).
. Доказат. Положимъ, что можно прибавить еще одну ВВ  къ АВ,
такую что (кн. 10, пред. 77) АВ  и ВВ  несоизмеримы въ степени, что
□  АВ~\~ПВВ есть ращональная площадь и что наконецъ 2 (А В . В В)
есть площадь средняя. ■
■ Фиг. 400.
В С '
Такъ какъ избытокъ П А В - \ - П В В  надъ П А С -ь П С В  равенъ из-
423
бытку 2(A D . DB) надъ 2(AC . СВ); а избытокъ квадратовъ есть рацю­
нальная площадь, следовательно и избытокъ прямоугольниковъ долженъ 
быть площадь ращональная, что невозможно, потому, что эти прямоугольники 
суть средте (кн. 10, пред. 27). Следовательно къ меньшей гьрращональной 
можно прибавить только одну прямую съ сказанными свойствами.
Предлооюете 84. Къ составляющей съ ращональнымъ прямоугольть- 
комъ цчьлую среднюю площадь АВ  можно прибавить только одну прямую 
ВС, которая съ целою АС въ степени несоизмерима, коей квадратъ съ 
квадратомъ целой составляетъ среднюю площадь и которая съ целою со­
держитъ ращональный прямоугольникъ (фиг. 401).
Доказат. Положимъ, что можно прибавить къ АВ  еще одну DB, 
такую, что (кн. 10, пред. 78) AD и DB въ степени несоизмеримы, что 






Здесь опять избытокъ \Z\AD-h\3DB надъ \3AC-\-\3CB равенъ из­
бытку 2(AD.DB) надъ 2(АС.СВ); и такъ какъ избытокъ прямоугольни­
ковъ есть ращональная площадь, то и избытокъ квадратовъ долженъ 
быть площадь ращональная, что невозможно, потому что квадраты суть 
средше (кн. 10, пред. 27). Следовательно къ АВ  можно прибавить только 
одну ВС, имеющую выше сказанный свойства.
Предлооюете 85. Къ составляющей съ среднгьмъ прямоугольникомъ це­
лую среднюю площадь (кн. 10, пред. 79) АВ  можно прибавить только 
одну прямую ВС, которая съ целою АС въ степени несоизмерима и коей 
квадратъ съ квадратомъ целой составляетъ среднюю площадь и нако­
нецъ которая съ целой содержитъ средтй прямоугольникъ, несоизмеримый 





Доказат. Положимъ, что къ АВ  можетъ быть прибавлена еще дру
гая прямая ВВ , такая (кн. 10, пред. 79), что АВ  и ВЪ  въ степени не­
соизмеримы, что площадь \3AD-+-\3D.B есть средняя и наконецъ что 
2(A B .D B )  есть также средняя площадь и несоизмеримая съ площадью 
UAD+-UDB. .
Построимъ на ращональной прямой Е Е  прямоугольникъ E G =EF.EL—
Отымемъ отъ этого прямоугольника прямоугольникъ 
M G=EF. ML—2(AC. СВ), то остатокъ ЕК— □  АВ, следовательно АВ 
квадратитъ площадь ЕК. Построимъ наконецъ прямоугольникъ EI— 
= Е Е . ЕМ— □  АВ -+-□  DB, то, такъ какъ ЕШ= □  АВ, мы будемъ иметь 
НЕ=2(АВ.ВВ). Такъ какъ □ Ж /'-ьП С Д  т. е. EG есть средняя пло­
щадь, а прямая E F  ращональна, то прямая EL  ращональна и по длине 
несоизмерима съ EF. Такъ какъ 2(AG. GB)=HG  есть площадь средняя, 
то ML ращональна и по длине несоизмерима съ EF. Но площади ПАС~\- 
~+-ПСВ и 2(АС. СВ) несоизмеримы, т. е. несоизмеримы EG съ HG, следова­
тельно несоизмеримы по длине и прямыя EL  и ML, Следовательно прямыя 
EL  и ML ращональны только въ степени соизмеримы, откуда видимъ, что
(кн. 10, пред. 74) ЕМ есть вычетъ, къ которому прибавлена ML. Точно
%
также можетъ быть показано, что къ нему прибавлена и ММ, что не­
возможно, такъ какъ прямыя HL и ММ съ целою только въ степени 
соизмеримы (кн. 10, пред. 80). Следовательно къ АВ  можно прибавить 
только одну прямую ВС съ сказанными выше свойствами.
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Шесть порядковъ вычетовъ.
1. Вычетъ къ которому прибавлена такая прямая, что целая квадра­
титъ надъ Прибавленной, на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима 
съ целою, называется первымъ вычетомъ, если целая прямая по длине 
соизмерима съ данною ращональною прямою.
2. Онъ называется вторымъ вычетомъ, если данная ращональная 
прямая по длине соизмерима съ прибавленной.
3. Онъ называется третьимъ вычетомъ, если ни целая, ни прибав­
ленная по длине не соизмеримы съ данной ращональной прямой.
4. Вычетъ къ которому прибавлена такая прямая, что целая прямая 
квадратитъ надъ прибавленною, на квадратъ, коего сторона по длине не­
соизмерима съ целою, называется четвертымъ вычетомъ, если целая пря­
мая по длине соизмерима съ данною ращональною прямою.
5. Онъ называется пятьгмъ вычетомъ, если прибавленная по длине 
соизмерима съ данною ращональною прямою.
6. Онъ называется шестымъ' вычетомъ, если ни первое, ни второе 
не имеютъ места.
Предлооюете 86. Найти первый вычетъ (фиг. 403).
Тешете, Пусть А  будетъ данная ращональная прямая и BG  дру­
гая прямая по длине соизмеримая съ А. Возьмемъ (кн. 10, пред. 30, след.) 
два квадратныя числа ЕВ  и JE£F, коихъ разность FB  не есть число 
квадратное и сделаешь:
E D :jD F =nB G :D G C  (1)
я говорю, что BG— GC=BC  есть первый вычетъ. \
Фиг. 403.
■ *
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Прямая JBG соизмерима съ А, следовательно она ращональна. Изъ 
пропорцш (1) следуетъ (кн. 10, пред. 6), что OBG соизмеримъ съ Ej GC. 
Но есть ращональная площадь, следовательно □ GO, а потому и
GG ращональны; но (кн. 10, пред. 9) прямыя BG  и GG несоизме­
римы, следовательно BG  и GG суть ращональныя прямыя, только въ 
степени соизмеримыя, а потому (кн. 10, пред. 74) ВС есть вычетъ.
Пусть теперь будетъ OBG—OGC=OH, то въ силу пропорцш (1) 
(кн. Ъ, пред. 19), мы будемъ иметь:
B E :E F = D B G :O H
следовательно прямыя BG и Е  по длине соизмеримы (кн. 10, пред. 9). 
Следовательно BG  квадратитъ надъ GG, на квадратъ, коего сторона Н  
соизмерима съ В G, а какъ BG по длине соизмерима съ А , то ВС и есть
e t
первый вычетъ.
Предлооюете 87. Найти второй вычетъ (фиг. 404)?
Ртиете. Пусть А будетъ данная ращональная прямая, a GO дру­
гая по длине соизмеримая съ А. Возьмемъ снова два квадратныхъ числа 
BE  и EF, коихъ разность не есть число квадратное и сделаемъ:
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я говорю, что BG—GG=BC  есть второй вычетъ.
Фиг. 404.




4 F  5Е   .   : J)
Такъ какъ прямая GG соизмерима съ А, то она ращональна. Но 
изъ пропорщй (1) (кн. 10, пред. 6) следуетъ, что площади □ CG и BGB 
соизмеримы, а какъ площадь UGG ращональна, то ращональна и пло­
щадь OGB, а следовательно ращональна и прямая GB , но (кн. 10,
пред. 9) прямыя GG и GB по длине несоизмеримы. Следовательно пря­
мыя GG и GB ращональны, только въ степени соизмеримы, а потому
(кн. 10, пред. 74) ВС есть вычетъ.
Положимъ теперь OGB— □6rO=DJT, то изъ пропорщй (1) (кн. 5, 
пред. 4 и кн. 5, пред. 19) мы имеемъ: .
M D :E F =  □ & £ : □ #
следовательно (кн. 10, пред. 9) GB и Н  соизмеримы. Откуда видимъ, что 
GB квадратитъ надъ GC, на квадратъ, коего сторона Н  по длине соизме­
рима съ GG, но GC есть прямая соизмеримая съ А, следовательно ВС есть
второй вычетъ.
Предложете 88. Найти третШ вычетъ (фиг. 405)?
Ргьшете. Пусть А  будетъ данная ращональная прямая. Возьмемъ 
три числа Д  ВС и CD, которыя между собою не относятся какъ квад­
ратныя числа, но ВС и ВВ  относятся какъ числа квадратныя. Сделаемъ:
E :B O = n A :B F G  (1)
и
B C :G D = B F G :B G H '
я говорю, что FG—G H =FH  есть третш вычетъ.
Изъ пропорщй (1) следуетъ (кн. 10, пред. 6), что площади □  А и □  FG 
соизмеримы, но (кн. 10, пред. 9) прямыя А  и FG по длине несоизме­
римы, следовательно FG есть ращональная прямая.
Изъ пропорщй (2) следуетъ, что площади \I\FG и QGH  соизме-
римы, но прямыя FG и GH по длине несоизмеримы. Следовательно 
прямыя FG и GH ращональны и только въ степени соизмеримы. Откуда 
видимъ (кн. 10, пред. 74), что FH  есть вычетъ.
Фиг. 405.
•  •  t
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Изъ пропорцШ (1) и (2) следуетъ (кн. 5, пред. 22):
E :G B = U A :U G H
следовательно (кн. 10, пред. 9) прямыя А и GH по длине не­
соизмеримы. Но было показано, что А и FG по длине несоизмеримы, 
следовательно ни GH, ни FG съ прямого А по длине не соизмеримы.
Положимъ теперь \JFG— \JGH-\Z\I, то изъ пропорцш (2) най­
демъ (кн. 5, пред. 19): '
GB: BD=U}FG: Q I
откуда (кн. 10, пред. 9) FG и 1 по длине соизмеримы. Следовательно 
FG квадратитъ надъ GH, на квадратъ, коего сторона I  по длине соизме­
рима съ FG, но было показано, что прямыя GE и FG по длине несо­
измеримы съ А , следовательно FH  есть третъй вычетъ.
Предлооюете 89. Найти четвертый вычетъ (фиг. 406)?
Тешете. Пусть данная ращональная прямая будетъ А и другая BG 
по длине соизмеримая съ А. Возьмемъ два числа BF  и FE, коихъ сумма 
DE ни къ одному изъ нихъ не относится какъ квадратныя числа и сде­
лаемъ:
, D E:EF=U BG :D CG  (1)
я говорю, что BG"—~GC'=zBC есть четвертый вычетъ.
Такъ какъ BG по длине соизмерима съ А , то BG  ращональна,
а потому [ \BG есть ращональная площадь.
Изъ пропорцш (1) (кн. 10, пред. 6) следуетъ, что OBG соизмеримъ
V
съ ПСбг, следовательно □  GG есть ращональная площадь, а потому 
прямая GG ращональна, но (кн. 10, пред. 9) BG  и GG но длине 
несоизмеримы. Откуда видимъ, что прямыя BG  и GC ращональны 
только въ степени соизмеримы, а потому (кн. 10, пред. 74) прямая ВС 
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Положимъ теперь □  BG— \Z\GG=C\H, то изъ пропорщй (1) мы бу­
демъ иметь (кн. 5, пред. 19):
B E  :D F = U B  G :\JH
.  •
следовательно (кн. 10, пред. 9) прямыя BG  и Л" по длине несоизмеримы
Следовательно прямая BG  квадратитъ надъ GG на квадратъ, коего сто­
рона И  по длине несоизмерима съ BG\ но BG  и А  соизмеримы, следова­
тельно ВС есть четвертый вычетъ.
Предложете 90. Найти пятый вычетъ (фиг. 407)?
Ргьшете. Пусть данная ращональная прямая будетъ А  и другая EG 
По длине соизмеримая съ А. Возьмемъ два числа D F  и FE , коихъ сумма 
ни къ одному изъ нихъ не относится какъ квадратное число и сделаемъ:
F E :E D = a C G -.a G B  (1)
I
и говорю, что BG— GC=zBC есть пятый вычетъ.
1 *  .
Фиг. 407.
А ---------------------------------------------- —  .
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, ^акъ какъ прямая CG соизмерима съ А ,  следовательно CG, а потому
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и HOG суть рацшнальныя величины, то изъ пропорцш (1) следуетъ (кн.Ю, 
пред. 6), что □ GG соизмеримъ съ DGB, следовательно HGB а потому и пря­
мая GB ращональны; но (кн. 10, пред. 9) GG и GB но длине несоизмеримы. 
Откуда видимъ, что GB и GG суть рацшнальныя прямыя только въ сте­
пени соизмеримыя, следовательно (кн. 10, пред. 74) ВО есть еычетъ.
Положимъ теперь, UBG—UGC—UH, то изъ пропорцш (1) (кн. 5, 
пред. 4, след, и пред. 19) мы имеемъ: .
Е В : D F = n B G : ПН
откуда прямыя G-В и Н  по длине несоизмеримы. Следовательно GB 
квадратитъ надъ GG на квадратъ, коего сторона Н, по длине несоизме­
рима съ GBy но было показано, что GG соизмерима съ А, следовательно 
ВС есть пятый еычетъ.
Предлооюете 91. Найти шестой еычетъ (фиг. 408)?
Pmueuie. Пусть данная рацюнальная прямая будетъ А. Бозьмемъ 
три числа Д  ВС и CD, которыя не относятся мелсду собою какъ квад- 
ратныя числа и сделаемъ:
•  •  *  
E:BC=U A:U FG  (1)
и
B C :C D =O F G :nG H  (2)
я говорю, что FG— GH=FH  и будетъ шестой еычетъ.
Фиг. 408.
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Йзъ пропорцш (1) следуетъ (кн. 10, пред. 6), что ПА и HFG со­
измеримы, следовательно HFG, а также и FG ращональны, но А и FG 
(кн. ю , пред. 9) по длине несоизмеримы.
I
Изъ пропорцш (2) следуетъ (кн. 10, пред. 6), что HFG и HGH со­
измеримы, следовательно, какъ FG есть рацюнальная прямая, то ПбгД 
а также и GH ращональны, но (кн. 10, пред. 9) FG  и GH по длине 
несоизмеримы. Откуда видимъ, что прямыя FG и GH ращональны только 
въ степени соизмеримы, следовательно (кн. 10, пред. 74) FH  есть еычетъ.
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■ E :C B = O A :O G E  ■ .
следовательно (кн. 10, пред. 9) А  и GH по длине несоизмеримы, но было 
показано, что А  несоизмерима съ FG, Следовательно какъ FG такъ и 
GH по длине несоизмеримы съ А. . .
Положимъ теперь, DFG— DGH—OI, то изъ пропорцщ (2) найдемъ 
(кн. 5, пред. 19): •
СВ : B B =D F G  : DI
j  . ■
следовательно (кн. 10, пред. 9) прямыя FG  и I  по длине несоизмеримы. 
Следовательно FG квадратитъ надъ GH на квадратъ, коего сторона I  по 
длине несоизмерима съ FG, но было показано, что FG и GH по длине 
несоизмеримы съ А, следовательно FH  есть шестой вычетъ.
Замгьчате. Легко можно показать, что предъидупце вычеты могутъ 
быть найдены гораздо проще (фиг. 409). .
Фиг. 409.
в  в
д i : г   с .
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Положимъ что требуется найти первый вычетъ, для этого возьмемъ 
(кн. 10, пред. 49) первую бинолпалъиую АС, коей болышй членъ есть АВ 
и сделаемъ В С ~В В , то АВ  и будетъ первый вычетъ. Въ самомъ деле, 
АВ  и ВС, т. е. АВ  и BD суть ращональныя прямыя только въ степени 
соизмеримая, и АС квадратитъ надъ ВС, а следовательно и надъ ВВ, 
на квадратъ, коего сторона по длине несоизмерима съ АС, но АВ  по 
длине несоизмерима съ данною ращональною прямою, следовательно АВ 
есть первый вычетъ.
Точно также можно найти остальные пять вычетовъ, если каждый• ■ (
разъ взять бижшальную того же порядка, т. е. вторую, третью и т. д. 
какого порядка желаемъ найти вычетъ.
Предложете 92. Прямоугольникъ, заключающейся между ращональ­
ною прямою АС и первымъ вычетомъ АВ, квадратитъ первый вычетъ 
(фиг. 410).
Доказат.' Прибавимъ къ первому вычету АВ  прямую BG, то AG и 
GB будутъ (кн. 10, пред. 47) ращональны только въ степени соизмери- 
мыя прямыя. Делая прямая AG  по длине соизмерима съ АС и AG  квад­
ратитъ надъ BG  на квадратъ; коего сторона по длине соизмерима съj. .
AG. Разделимъ прямую BG  въ точкЬ Ж1 пополамъ и на AG  построимъ
Изъ пропорщй (1) и (2) следуетъ (кн. 5, пред. 22):
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прямоугольникъ AF.FG равный OEG или равный ±  □ DG и крой того,
чтобы его дополнеше былъ квадратъ, то (кн. 10, пред. 18) AF  и FG бу­
дутъ прямыя по длине соизмеримый. Чрезъ точки Е, F  и G проведемъ 
прямыя ЕЖ, F I , GK. параллельныя прямой АС. Сделаемъ (кн. 2, пред. 14)
квадратъ L M = A I  и NQ=FK, оба будутъ на одной д1агонали РМ (кн. 6, 
пред. 26) и дополнимъ фигуру.
Фиг. 410.
-А
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Теперь надобно доказать, что въ фигуре LPMR прямая LN  квад- 
ратитъ площадь АВ  и есть еычетъ.
1. Такъ какъ AF.FG=GEG , то (кн. 6, пред. 17):
4
AF: E G = E G : FG, , * V
но (кн. 6, пред. 1):
AF:EG=*AI:EE  и E G :F G = E K :F K
следовательно: :
A I : EK—E R : FK.
Откуда видимъ, что Е К  есть средне-пропорцюнальная площадь между 
A I  и FK, т. е. между LM  и NQ, которая (кн. 10, пред. 54, след.) есть 
МЩ следовательно MN—EK. Но мы имеемъ (кн. 1, пред. 37) Е К = В Н  и 
(кн. 1, пред. 43) MN=LQ. Откуда видимъ, что -2Ж=гномону SOTMPL-^NQ. 
Но AK=LM-\-l$Q, следовательно A B = 8 F =  OLN. Следовательно LN
квадратитъ площадь АВ.
2. Но предъидущему прямыя AF  и FG по длине соизмеримы, сле­
довательно (кн. 10, пред. 16) AG , а также (кн. 10, пред. 12) и соизме­
римая съ нею АС по длине соизмерима съ AF и FG. Но АС есть ра­
цюнальная прямая, следовательно и прямыя AF  и FG, а также (кн. 10, 
пред. 20) A I  и FR  ращональны. Но мы имеемъ A I= L M  и FK=NQ, 
следовательно ЬШ и NQ, а потому LP и PN  ращональны.
• Такъ какъ прямыя BE  и EG  по длине соизмеримы, то BG  съ BE
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и GE по длине соизмеримы, но DG  есть ращональная прямая несоизме­
римая по длине съ АС, поэтому B E  и EG  ращональны по длине несо­
измеримый съ АС, следовательно (кн. 10, пред. 22) DH  и Е К  суть сред- 
ше прямоугольники. Но DH~EK=M N=^LQ , следовательно площадь LQ 
есть также средняя. Было показано, что NQ есть ращональная площадь, 
следовательно LQ и NQ несоизмеримы. Но мы имеемъ (кн. 6, пред. 1).
LQiNQ—L P iP N
следовательно (кн. 10, пред. 10) LP  и PN  по длине несоизмеримы. Сле­
довательно LP  и PN  ращональныя только въ степени соизмеримыя пря­
мыя, откуда видимъ (кн. 10, пред. 74), что прямая LN, квадратящая пло­
щадь АВ , есть вычетъ.
Предложете 93. Первый вычетъ квадратитъ прямоугольникъ АВ, 
заключенный между ращональною прямою АС и вторымъ вычетомъ АВ  
(фиг. 411).
Доказат. Прибавимъ ко второму вычету АВ  прямую DG, то пря­
мыя AG и GD будутъ ращональны только въ степени соизмеримы, при­
бавленная DG соизмерима по длине съ АС и AG квадратитъ надъ DG 
на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима съ AG. Разделимъ пря­
мую BG  въ точке Е  пополамъ и сделаемъ тоже построеше, что и въ 
предъидущемъ предложенш, то найдемъ, какъ и тамъ, что прямая LN  въ 
фигуре LBMP квадратитъ площадь АВ. Остается только показать, что 
LN  есть- первый среднш вычетъ. .
Фпг. 411.
А. jb ж j? a
с
О в  •
< « 
•  ш в
Q
В  7Г Т Ж Л Т  Ж
Такъ какъ (кн. 10, пред. 18) прямыя AF  и FG  по длине соизме­
римы, то AG соизмерима по длине съ AF  и FG, но AG есть ращональ- 
ная прямая, и соизмерима по длине съ АС, следовательно AF  и FG  ра­
щональны и по длине соизмеримы съ АС, откуда (кн. 10, пред. 22) A I  и 
F K  суть средтя площади. Но мы имеемъ AI=-LM  и FK=NQ, следо­
вательно LM  и NQ суть также средтя площади и соизмеримыя, следо-
вательно прямыя LP  и PN  суть средтя только въ степени соизмеримыя.
Такъ какъ BE  по длине соизмерима съ EG, то BG  по длине со­
измерима съ BE  и EG, но BG  по длине соизмерима съ АС, следова­
тельно B E  и EG ращональны и по длине соизмеримы съ АС, откуда 
также ВН  и Е К  ращональны, но EK=M N=LQ, следовательно и пло­
щадь LQ ращональна. Но мы показали, что H\PN=:NQ есть площадь 
средняя, следовательно LQ несоизмерима съ NQ. Но*.
LQ : N Q =LP : PN
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следовательно LP  и PN  суть средшя прямыя только въ степени соизме- 
римыя, но такъ какъ площадь LQ ращональна, то ращональна и пло­
щадь LP.PN.
Откуда видимъ, что прямая LN, квадратящая площадь АВ (кн. 10, 
пред. 75) есть первый средтй еычетъ. ■
Предложеше 94. Второй средшй вычетъ, квадратитъ площадь АВ 
прямоугольника, заключенная между ращональною прямою АС и третьимъ 
вычетомъ AВ  (фиг. 412).
Доказат. Прибавимъ къ АВ прямую BG, то AG и GB будутъ ра­
щональны, только въ степени соизмеримыя прямыя и какъ AG, такъ и 
GB будутъ по длине несоизмеримы съ данною ращональною прямою и 
кроме этого AG квадратитъ надъ GB, на квадратъ, коего сторона по 
длине соизмерима съ AG. Разделимъ прямую BG  въ точке _Е.пополамъ 
и сделаемъ тоже построеше какъ и выше, то точно также какъ и тамъ 
можетъ быть доказано, что LN  въ фигуре LUMP квадратитъ площадь 
АВ. Останется только показать, что LN  есть второй средтй еычетъ.
Фиг. 412.
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Такъ какъ (кн. 10, пред. 18) прямыя AF  и FG по длине соизме­
римы, а также и прямыя A I  и FK.. Но, какъ A I = {~]LP  и FJS}=\Z\NP, 
то площади □  LP и □  NP соизмеримы. Такъ какъ AF  по длине соизме­
рима съ FG , то AG по длине соизмерима съ AF  и FG\ но прямая AG
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ращональна и несоизмерима по длине съ АС, следовательно AF  и FG 
ращональны и по длине несоизмеримы съ АС. Откуда видимъ (кн. 10, 
пред. 22), что A I  и F K  суть средтя площади. Но мы имеемъ А 1=  □  LP, 
FK={Z\NP, следовательно □  LP  и □ -№  суть площади средтя, а потому 
LP  и JYP суть средтя прямыя. ,
Такъ какъ В.Е по длине соизмерима съ EGг, а также BG  подлине 
соизмерима съ BE  и EG, a BG  ращональна и по длине несоизмерима 
съ АС, следовательно B E  и EG ращональны и по длине несоизмеримы 
съ АС, откуда видимъ, что площади В Н  и Е К  суть средтя.
Прямая AG по длине несоизмерима съ GB, a AG по длине соиз­
мерима съ AF  и GB съ GE, то (кн. 10, пред. 13) A F  по длине несо­
измерима съ GE. Но мы имеемъ:
A F : G E = A I: ЕК
следовательно А1 и Е К  несоизмеримы. Мы имеемъ также: E K = M N =
• I
=LP.PNy следовательно U2LP несоизмеримъ съ LP.PN, и следовательно 
LP  и PN  по длине несоизмеримы. Откуда видимъ что LP  и PN  суть 
средтя только въ степени соизмеримыя прямыя, и какъ Е К  есть средняя 
площадь, т. е. LP.PN  есть также средняя, следовательно LN, квадратя- 
щая площадь АВ  (кн. 10, пред. 76) есть второй среднш вычетъ.
Предложете 95. Меньшая ирращональная квадратитъ площадь пря-
, j
моугольника АВ , заключенная между ращональною прямою АС и четвер­
тыми вычетомъ (фиг. 413).
Доказат. Прибавимъ къ АВ  прямую BG , то AG и GB будутъ ра­
щональныя только въ степени соизмеримыя прямыя, а также AG  подлине 
соизмерима съ АС и AG  квадратитъ надъ BG, на квадратъ, коего сто­
рона по длине соизмерима съ AG. По разделенш прямой BG  въ точке 
Е  пополамъ и после выше сделаннаго построешя, легко доказать, какъ 
и выше, что LN, въ фигуре LUMP, квадратитъ площадь АВ , а остается 
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Такъ какъ здесь (кн. 10. пред. 
рвдш, а мы имеемъ (кн. 6, пред. 1):
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19) AF  и FG по длине несоизмЬ-
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A F : F G = A I : FK
то (кн. 10, пред. 10) площади A I  и F K  также несоизмеримы. Такъ какъ 
A I= L M =  □  LP  и FК ~ NQ= Q NP, то \Z\LP и \~\NP также несоизме­
римы. Откуда видимъ, что прямыя LP  и NP несоизмеримы въ степени. ' 
Такъ какъ прямая AG ращональна и соизмерима по длине съ АС, 
то (кн. 10, пред. 20) А К  есть рацюнальная площадь; но:
г
AK=ULP-+-aNP .
следовательно и площадь \Z\LP-h\3NP ращональна.
Такъ какъ BG  и АС по длине несоизмеримы и обе ращональны, то 
(кн. 10, пред. 22) В К  есть средняя площадь, но DK—2(LP.PN), сле­
довательно и площадь LP.PN есть также средняя.
Изъ этого видимъ, что прямая LN, квадратящая площадь АВ (кн. 10, 
пред. 77) есть меньшая иррацюнальная. .
Предложеше 96. Прямая, которая съ ращональною площадью даетъ 
цуьлую среднюю площадь, квадратитъ площадь прямоугольника АВ , заклю­
ченная между ращональною прямою АС и пятымъ вычетомъ АВ  (фиг. 414).
\ Доказат. Прибавимъ къ АВ  прямую BG, то AG и GB будутъ ра- 
щональныя прямыя только въ степени соизмеримыя, а также GB по длине 
соизмерима съ АС и AG квадратитъ надъ GB на квадратъ, коего сто­
рона по длине несоизмерима съ AG.
После построешя сделанная выше, можно показать, какъ и тамъ, 
что LN  въ фигуре LUMP квадратитъ площадь АВ, а остается только 
показать, что прямая LN  есть та, которая съ рациональною площадью 
даетъ циъщю среднюю площадь.
Фиг. 414.
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Такъ какъ здесь (кн. 10, пред. 19) AF  и FG по длине несоизме­
римы,, а мы имеемъ (кн. 6, пред. 1): : ( ■ . ,
AF : F G =A I: F K
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то (кн. 10, пред. 10) площади A I  и Е К несоизмеримы. Откуда, такъ какъ 
AI=\Z\LP  и  FK=\Z\NP, то площади [JLP  и QiVP также несоизмеримы.
Следовательно прямыя LP  и NP  въ степени несоизмеримы.
Такъ какъ AG по длине несоизмерима съ GB, a GD соизмерима 
съ АО, то (кн. 10, пред. 13) AG  по длине несоизмерима съ АС. Но пря­
мыя AG и АС ращональныя, следовательно (кн. 10, пред. 22) А К  есть 
средняя площадь, но А К =  □  LP-+-П NP, следовательно эта последняя 
площадь есть средняя.
Такъ какъ прямая GD ращональна и по длине соизмерима съ АС, 
то (кн. 10, пред. 20) D K  есть ращональная площадь, но B K —2(LP.PN\ 
следовательно площадь 2(LP.PN) есть ращональная.
Изъ этого видимъ, что LN, квадратящая площадь АВ  (кн. 10, 
пред. 78) есть та, которая съ ращональною площадью даетъ щьлую сред­
нюю площадь. . '
. ; Предложете 97. Прямая, которая съ среднею площадью даетъ 
ц у ь щ ю  среднюю площадь квадратитъ площадь прямоугольника АВ , заклю­
ченная между ращональною прямою АС и шестымъ вычетомъ AD 
(фиг. 4:15). . , .
. Доказат. Ирибавимъ къ АВ  прямую D6r, то AG  и GB будутъ ра­
щональныя прямыя соизмеримыя только въ степени и какъ AG, такъ и GB 
по длине несоизмеримы съ AC; AG квадратитъ надъ GB на квадратъ, 
коего сторона по длине, несоизмерима съ AG. Сделавъ тоже построеше, 
что и выше легко показать, что LN  въ фигуре LUMP квадратитъ пло­
щадь АВ, остается показать, что LN  есть прямая, которая съ среднею 
площадью даетъ цгьлую среднюю площадь. .
Фиг.< 415.
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Такъ какъ здесь (кн. 10, пред. 19) AF  и EG  по длине несоизме' 
римы, а мы имеемъ (кн. 6, пред. 1):
A F : F G = A I : F K
,  *
то (кн. 10, пред. 10) и площади A I  и FK  также несоизмеримы. Но мы
имеемъ: ’■ 1
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L M = U L D = A I  и Q N = nN P = F K
следовательно и Q L P  и [JNP также несоизмеримы, откуда следуетъ, что 
прямыя LP  и NP несоизмеримы въ степени.
Такъ какъ AG и АС суть рацшнальныя прямыя только въ степени 
соизмеримыя, то (кн. 10, пред. 22) А К =  □  LP-+-□  КР  есть, средняя пло­
щадь.
Такъ какъ АС и DG ращональны, а АС по длине несоизмерима съ 
DG, то площадь DK=Z(LP.PN) есть средняя.
Далее AG и DG по длине несоизмеримы, а мы имеемъ:
A G : DGh=AK: D K
то и площади А К  и DK, т. е. \Z\LP-hC\NP и 2(LP.PN) также несо­
измеримы.
_ %
Изъ этого видимъ, что LN, квадратящая площадь АВ  (кн. 10,
I  •
пред. 79) есть прямая, которая съ среднею площадью, даетъ и/кълую сред­
нюю площадь. ,
Предложеше 98. Прямоугольникъ (7Д построенный на ращональной 
прямой CD, коего площадь равна площади квадрата построеннаго на 
вычетгъ АВ , имеетъ высотою первый еычетъ CF (фиг. 416).
Доказат. Прибавимъ къ вычету АВ  прямую BG, то (кн. 10, пред. 74) 
прямыя A G и GB будутъ ращональны и соизмеримы только въ степени. 
На CD построимъ прямоугольники CH=[Z\AG и IK=\Z\GB, то СК=> 
=\3AG-+-UGB  и какъ СЕ=ПАВ, то (кн. 2, пред. 7) FK=2(AG.GB).
Разделимъ прямую FL  въ точке М  пополамъ и чрезъ точку Ж про­
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Такъ какъ площадь [ЦИСгН-П6г_В ращональна и равна СК, то СК, 
т. е. BC.CL есть также площадь ращональная, следовательно, какъ пря­
мая СВ ращональна, то (кн. 10, пред. 21) CL также ращональна и по 
длине соизмерима съ CD.
Такъ какъ (кн. 10, пред. 22) 2(AG.GB) есть средняя площадь и
«  _
равна ЕЩ то FK, т. е. JDC.FL есть также площадь средняя. Следова­
тельно, какъ СВ есть ращональная прямая, то (кн. 10, пред. 23) FL 
есть ращональная прямая по длине несоизмеримая съ СВ.
Такъ какъ площадь СК ращональна, и F K  средняя, то СК несо­
измерима съ FK, но мы имеемъ (кн. 6, пред. 1):
I '  ■ I
С К : FK— CL: LF
*  I  • *
следовательно (кн. 10, пред. 10) CL и LF  по длине несоизмеримы. От­
куда видимъ, что CL и LF  суть ращональныя прямыя только въ степени
• «  ■ .
соизмеримыя, следовательно (кн. 10, пред. 74) CF есть вычетъ.
• .2. Что CF есть первый вычетъ.
Такъ какъ (кн. 10, пред. 54, след. 3) площадь AG. GB есть средне- 
пропорцюнальныя между \Z\AGn □  GB, то М К  есть средне-пропорщо-.
нальная площадь между бН  и IK, т. е.:
* , * •
СН: МК—МК: IK.
•  '  ч  ,
\ . *. ■ (
Во мы имЬемъ:
CH :M K=CI:M L  и M K .IK —ML-.IL
следовательно:
C l: M L = M L : IL
.  1 ,
I •
4 * ' ■ ’ 1откуда (кн. 6, пред. 17) Cl.IL—\Z\ML=— □  FL. Но площади □  AG  и 
\3GB  соизмеримы, т. е. соизмеримы СН и IK; -но:
СН: IK = C 1 : IL* . • ;
I
следовательно (кн. 10, пред. 10) CI и 1L соизмеримы. Откуда (кн. 10, 
пред. 18) видимъ, что CL квадратитъ надъ LF  на квадратъ, коего сторона 
по длине соизмерима съ CL, а было показано, что CL и СВ соизмеримы, 
следовательно GF есть первый вычетъ.
Предложете 99. Прямоугольникъ СЕ, построенный на ращональной 
прямой СВ, коего площадь равна площади квадрата, жостроеннаго на
t
среднемъ вычегтъ АВ, имеетъ высотою второй вычетъ CF (фиг. 417).
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Доказат. Прибавимъ къ первому среднему вычету АВ  прямую BG, 
то прямыя (кн. 10, пред. 75) AG и GB будутъ среднгя только въ сте­
пени соизмгЬримыя; но AG.GB будетъ ращональная площадь.
Сд'Ьлавъ построете подобное предъидущему остается доказать:






Ж  I Z
ж ж к
л в а
Такъ какъ ПАбт-ьП GB=CK=DC.GL есть площадь средняя, но 
GD ращональна, то (кн. 10, пред. 23) OL есть прямая также рацюнальная 
и по длине несоизмеримая съ CD. Такъ какъ 2(AG. GB)=FK=DG.FL  
есть ращональная площадь, то (кн. 10, пред. 21) прямая FL ращональна 
и по длине соизмерима съ 'DC. Такъ какъ GK есть средняя площадь, а 
F K  ращональная, то СК и F K  несоизмеримы, но мы имеемъ (кн. 6, 
пред. 1): .
GK: F K = C L : LF
следовательно GL и LF  по длине несоизмеримы (кн. 10, пред. 10). От­
куда видимъ, что прямыя GL и LF  ращональны только въ степени соиз­
меримы, следовательно (кн. 10, пред. 74) GF есть вычетъ.
2. Что GF есть второй вычетъ.
Здесь опять мы имеемъ G1.IL=\Z\ML=\-\I}FL и \Z\AG съ СЦбгВ
соизмеримы, т. е. GH и IK , а также GI и IL  соизмеримы, следовательно
(кн. 10, пред. 18) прямая LG квадратитъ надъ FL на квадратъ, коего сто­* • • , * у ■
рона по длине соизмерима съ LG, а было показано, что FL  и CD по 
длине соизмеримы, следовательно GF есть второй вычетъ. 1
'*• Шредложенге 100. Прямоугольникъ СЕ, построенный на ращональной 
прямой; CD, коего площадь «равна площади квадрата построеннаго на вто- 
ромъ среднемъ вычетгъ АВ, имеетъ высотою третт вычетъ GF (фиг. 418). 
^ Доказат.' Прибавимъ къ АВ  прямую 2?бг, то (кн. 10, пред. 76) AG
С  * I  * "
и GB будутъ средшя прямыя только въ степени соизмеримыя, r AG. GB
будетъ средняя площадь. Песл'Ь изв^стнаго выше построея1я остается до­. I
казать:
Фиг. 418.
а  я  Ж J  ъ .
440
& ж ж ж л
t— —________ I------- 1
JL 3$ &
1. Что GF есть вычетъ.
Такъ какъ \Z\AG-\~C] GB=GK=^DC .CL есть средняя площадь, то 
(кн. 10, пред. 23) CL есть ращональная прямая по длине несоизмеримая
съ DC. Такъ какъ 2(AG.GB)=FK=DG.FL  есть средняя площадь, то
(кн. 10, пред. 23) прямая FL  ращональна и несоизмерима по длине съ
  * •
DC. Но i ( ?  и GB соизмеримы только въ степени, следовательно оне по 
длине несоизмеримы. Такъ какъ мы имеемъ:
A G : G B = B A G : AG.GB
то \Z\AG и AG.GB несоизмеримы. Площадь AG соизмерима съ C\AG-h[2GB 
(кн. 10, пред. 16) а также соизмеримы площади AG.GB и 2(AG.GB), сле­
довательно (кн. 10, пред. 14 и 13) □  AG-+-[JGB несоизмерима съ (AG.GB),
т. е. СК и F K  несоизмеримы, а какъ:
)  ч  • .
CK:FK=OL:FL
1 ' *: * ' *»,
: ■ * • • ' • . , •
то и прямыя GL и FL  по длине несоизмеримы. Откуда видимъ, что пря­
мыя GL и FL  ращональны и соизмеримы только въ степени, следова-
'  • ’ - * •
1 _  _ I
тельно (кн. 10, пред. 74) CF есть вычетъ.\ ■ • • v .
2. Что GF есть третш вычетъ.
Такъ какъ здесь CI.IL=^FL, а ПАбг и □  GB соизмеримы, т. е. 
СН съ IK , а также CI съ IL, то прямая GL (кн. 10, пред. 18) квадра-
1 _v j - i
тнтъ надъ FL на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима съ CL,
а было показано, что GL и LF  несоизмеримы по длине съ CD, следова-
•  1 *
тельно GF есть третш вычетъ. .
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Предложение 101* Прямоугольникъ СЕ, построенный на ращональной 
прямой CD, коего площадь равна площади квадрата, построеннаго на мень­
шей иррацгональной АВ, имеетъ высотою четвертый вычетъ СЕ (фиг. 419).
Доказат. Прибавимъ къ АБ прямую BG , то (кн. 10, пред. 77) AG 
и СгВ будутъ прямыя несоизм'Ьримыя въ степени, и площадь П А бЧ -П  GB 
будетъ рацюнальная, а 2(AG.GB) будетъ средняя. Сделавъ построете 
тоже что и выше, надобно доказать:
Фиг. 419.
С _________F  ж I  и  ■
2> JET. Ж Ж  JC
•  .   ■ . .  . ■ » ■  -  I - - , ч ■■ - ^  ‘
А. • J8 I
1. Что СЕ есть вычетъ.
Такъ какъ □  Л бг-нП GB=^CK—DC. CL есть площадь ращональная, 
то (кн. 10, пред. 21) CL ращональна и съ CD по длине соизмерима. Такъ 
какъ площадь 2(AG.GB)=FK~DC.FL  есть средняя, то (кн. 10, пред. 23) 
FL есть ращональная прямая по длине несоизмеримая съ CD. Такъ какъ 
\Z\AG-+-\Z]GB есть рацюнальная площадь, а 2(AG.GB) средняя, то 
□АбМ-СЦбг-В и 2(AG.GB) несоизмеримы, т. е. площадь СК несоизме-
я
рима съ FK; но:
СК: FK—CL: FL
следовательно (кн. 10, пред. 10) прямыя CL и FL по длине несоизме* 
римы. Следовательно прямыя CL и FL суть ращональныя только въ сте* 
пени соизмеримыя, а поэтому (кн. 10, пред. 74) CF есть вычетъ,
2. Что CF есть четвертый вычетъ.
. Такъ какъ здесь мы снова имеемъ:
O I.IL =\ UFL
а \~\AG и □  GB несоизмеримы, т. е. несоизмеримы илощади СНи 1К; но:
СН: IK—C1: IL
следовательно несоизмеримы и прямыя GI и IL. Откуда видимъ (кн. 10, 
пред. 19), что GL квадратитъ надъ FL  на квадратъ, коего сторона по
длине несоизмерима съ GL, но было показано, что GL и CD по длине
• , • в •
соизмеримы, следовательно GF есть четвертый вычетъ.
Предложете 102. Прямоугольникъ СЕ, построенный на ращональной 
прямой CD, коего площадь равна квадрату построенному на составляющей* " i
съ ращональнымъ прямо у ил ьникомъ гтлую среднюю площадь АВ, имеетъ 
высотою GF пятый вычетъ (фиг. 420).
Доказат. Прибавимъ къ АВ  прямую BG, то (кн. 10, пред. 78) AG  
и GB будутъ прямыя несоизмеримыя въ степени, площадь \3AG -\-[jGB  
будетъ средняя, а 2(AG.GB) ращональная. Сделавъ тоже построеше что 
и выше, надобно доказать:
Фиг. 420.
£ ___________ Ж  Ж  J  L  .
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1. Что GF есть вычетъ.
Такъ какъ [JAG-i-{Z\GB=CK=DC.CL есть средняя площадь, то (кн. 10, 
пред. 23). GL есть прямая ращональная, несоизмеримая съ DC. Такъ какъ 
2(AG.GB)=FK=DC.FL  есть ращональная площадь, то (кн. 10, пред. 21) 
FL  есть ращональная прямая соизмеримая съ CD. Но площадь СК средняя, 
a F K  ращональная, следовательно СК и F K  несоизмеримы, а следова­
тельно несоизмеримы и прямыя CL и FL. Изъ этого видимъ, что пря­
мыя GL и FL  ращональны только въ степени соизмеримы, следовательно 
(кн. 10, пред. 74) CF есть вычетъ.
2. Что CF есть пятый вычетъ.
Здесь мы имеемъ снова:
C I.IL=^[JFL
и OAG  съ \Z\GB, т. е. СН съ 1К  несоизмеримы, следовательно несоиз­
меримы и прямыя CI и XL, откуда видимъ (кн. 10, пред. 19), что CL
•  4
квадратитъ надъ FL на квадратъ, коего сторона по длине несоизмерима
съ GL, а было показано, что прямыя FL и GD соизмеримы, следовательно 
GF есть пятый вычетъ.
Предложеше 103. Прямоугольникъ СЕ, построенный на ращональной
прямой CD, равный квадрату построенному на АВ, коей квадратъ съ среднимъ
прямоуъолъншомъ даетъ щьлую среднюю площадь, имеетъ высотою шестой 
вычетъ CF (фиг. 421).
Доказат. Прибавимъ къ АВ  прямую GB, то (кн. 10, пред. 79) AG 
и GB будутъ несоизмеримы въ степени; и какъ \Z\AG-h\Z\GB такъ и 
2(AG.GB) суть средшя несоизмеримые площади. Сделавъ тоже построе- 
Hie что и выше, надобно доказать:
Фиг. 421.
С ____  Ж' Ж  I  Z
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■ 1. Что CF есть вычетъ.
Такъ какъ □  AG-h □  GB^= C K =D С.CL есть площадь средняя, то 
(кн. 10, пред. 23) прямая CL ращональна и по длине несоизмерима съ CD. 
Такъ какъ 2(AG. GB)=>FK—DC. GL есть средняя площадь, то (кн. 10, 
пред. 23) FL  есть ращональная прямая по длине несоизмеримая съ DC.
Далее, такъ какъ площади OAG-t-QGB  и 2(AG.GB) несоизмеримы,
     __
т. е. несоизмеримы площади СК и FK, то несоизмеримы прямыя CL и 
FL. Следовательно прямыя GL и FL суть рацшнальныя только въ сте­
пени соизмеримыя, а поэтому (кн. 10, пред. 74) CF есть вычетъ.
2. Что CF есть шестой вычетъ.
» ■ '
Здесь мы имеемъ снова:
. _ CI.IL—\-U F L
а □  AG и [JGB, т, е. СН и СК несоизмеримы, а потому и прямыя С1 
и IL также несоизмеримы, следовательно (кн. 10, пред. 19) CL квадра­
титъ надъ FL на квадратъ, коего сторона по длине несоизмерима, съ CL, 
а было показано, что ни CL, ни FL  съ CD по длине не соизмеримы, 
следовательно CF есть шестой вычетъ.
«
Предложете 104. Каждая прямая CD по длине соизмеримая съ вы­
четомъ А В будетъ сама вычетомъ того же порядка (фиг. 422),
Доказат. 1. Прибавимъ къ АВ  прямую BE, то (кн. 10, пред. 74) 
АЕ  и ЕВ  будутъ ращональны только въ степени соизмеримы. Сделаемъ:
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А В : С В = В Е : D F
то (кн. б, пред. 12):







Такъ какъ (кн. 5, пред. 19):
A E :C F = B E :D F
A E :B E = C F :D F
то прямыя CF и DF  будутъ ращональны только въ степени соизмеримыя, 
следовательно (кн. 10, пред. 74) CD есть вычетъ.
2. Прямая АВ  можетъ быть или первымъ, или вшорымъ, или третъимъ
вычетомъ, т. е. въ пропорщи:
, «
A E :E B = O F :F D
Л
АЕ  квадратитъ надъ ЕВ  на квадратъ, коего сторона по длине соизме­
рима съ АЕ , и АЕ  или ЕВ, или ни одна изъ нихъ по длине не соизме­
римы съ данною ращональною прямою; следовательно (кн. 10, пред. 15) 
CF квадратитъ надъ FD  на квадратъ, коего сторона по длине соизме­
рима съ DF, и GF, или JFD, или ни одна изъ нихъ по длине не соизме­
рима съ данною ращональною прямою; следовательно CD и АВ  суть вмй 
сте или первый, или второй, или третш вычетъ. Точно также можетъ
4 /
быть показано, что CD вместе съ АВ  будетъ или, четвертый, или пятый, 
или гиестой вычетъ. Следовательно вычеты АВ  и CD всегда одного 
порядка.
, j
Предложете 105. Каждая прямая CD по длине соизмеримая съ 
среднимъ вычетомъ АВ  будетъ сама среднш вычетъ и при томъ того-же 
порядка (фиг. 423). .
’  '  '  1 •  •  Л  Ч
Доказат. 1. Прибавимъ къ АВ  прямую ЕВ, то (кн. 10, пред. 75 и 76j
АЕ  и ЕВ будутъ средшя прямыя только въ степени соизмеримы». Сде­
лаемъ снова: -
A B :C B =B E :B F
то:
А Е : E B =G F : FB
следовательно GF и FB  будутъ средшя прямыя только въ степени со­
измеримыя, а потому прямая СВ будетъ средтй вычетъ,
•  #





с  .  F
Изъ второй пропорцш следуетъ (кн. 6, пред. 1 и кн. 5, пред. 11):
ПАЕ: AE.EB=DCF: GF.FB
откуда:
П А Е : □  CF—AE.EB: GF.FB
■ * ^
■ 1
Но по условно АВ  и СВ соизмеримы и:
А В : С В =А Е : CF
следовательно АЕ  и GF также соизмеримы, а следовательно соизмеримы 
квадраты ПАЕ  и ПСЕ. Откуда следуетъ, что соизмеримы и площади 
АЕ.ЕВ и GF.FB. Если теперь АВ  есть первый, или второй средтй вы­
четъ, то (кн. 10, пред. 75 и 76) ЛЕЕВ  будетъ ращональная, или средняя 
площадь, следовательно и площадь CF.FB будетъ или ращональная, или 
средняя, а поэтому прямая СВ вместе съ АВ  будетъ или первый, или
второй вычетъ. • .
. Предложеше 106. Каждая прямая СВ по длине соизмеримая съ ма­
лою иррациональною прямою АВ  будетъ сама малая иррациональная
(фиг. 424).
Доказат. Пусть все будетъ какъ выше, то АЕ  и ЕВ, а также и 
GF и ЕВ  будутъ въ степени несоизмеримы.
ч
'  *  '  I  •
Такъ какъ мы имеемъ: , . .
1 I
A E :E B = G F .F B
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\
DAE: O EB=nCF: UFB
откуда (кн. 5, пред. 18):
DAE-hDEB: □  Е В =  □ CF-h□ FВ : UFB
или
' QAE-+-DEB: DCF-hDFB^nЕ В : □ FB
Но мы имеемъ:




А    .   Е
I
В
с  — --------------------------- ------------------ --------F  .’• ‘ . • if.' ■I
и какъ АВ  и СВ соизмеримы, то ЕВ  и FB  также соизмеримы, а следо­
вательно соизмеримы и площади {ЗЕВ  съ HFB. А потому соизмеримы и 
площади □  АЕч-ПЕВ  ,и □G F-f-Q -Fi), следовательно, такъ какъ (кн. 10, 
пред. 77) ПАЛ!-+~ПЕВ есть ращональная площадь, то и площадь 
\Z\CF-h-\Z\FB также ращональна.
Такъ какъ:
П А Е : A E E B = U C F : CF.FB
то:
ПАЕ: nC F=AE .EB : CF.FB
Но:
А Е : CF—A B : СВ
АВ  и СВ соизмеримы, следовательно соизмеримы и АЕ  и CF, а 
также соизмеримы и площади П АЕ  и ПСЕ. Следовательно соизмеримы 
площади АЕ.ЕВ и EF.BF , но такъ какъ площадь АЕ.ЕВ 'кн. 10, пред. 77) 
есть средняя, то (кн. 10, пред. 24) и площадь CF.FB есть также сред­
няя. Следовательно (кн. 10, пред. 77) СВ есть талая ирращональная.
Другое доказат. Каждая прямая В, по длине соизмеримая съ малою 
ирращональною А, есть сама малая ирращональная (фиг. 425).
Пусть СВ будетъ ращональная прямая, на которой построимъ пря- 
моугоугольникъ СЕ=ВС. CF— □  А , то (кн. 10, пред. 101) CF есть чет­
вертый вычетъ. Пусть еще, будетъ F'G=BC.FH=: □  В.
I
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то (кн. 6, пред. 22):
Такъ какъ прямыя А и В  соизмеримы, то соизмеримы площади 
А и С] Б, т. е. соизмеримы СЕ и FG■, но мы имеемъ:
СЕ: F G =C F : FH
, Фиг. 425.





следовательно GF и И Г  соизмеримы, но GF есть четвертый вычетъ, 
следовательно (кн. 10, пред. 104) FH  есть также четвертый вычетъ. Но 
СВ есть ращональная прямая, a BC.FH=\Z\B, следовательно (кн. 10, 
пред. 95) В  есть малая иррацгональпая. .
Предложеше 107. Прямоугольникъ, построенный на ращональной пря­
мой СВ равный квадрату, построенному на прямой АВ, которая съ рацго- 
нальнымъ прятугольникомъ даетъ гугьлую среднюю площадь, имеетъ высо­
тою прямую того-же свойства и порядка (фиг. 426).
Доказат. Сделаемъ тоже построете, что и выше, то (кн. 10, пред. 78) 
прямыя АЕ  и ЕВ будутъ въ степени несоизмеримы, площадь QAE-h-QEB 






Теперь можно, такимъ же образомъ доказать, что:
GF: F B =A E : ЕВ
и что площади {ЗАЕч-ПЕВ и {Z}CF-h[3FB соизмеримы, точно также 
площадй АЕ.ЕВ u CF.FB соизмеримы, и что CF и FB  несоизмеримы 
въ степени, далее, что [jCF-h\3FB  есть средняя площадь, a GF.FB
ращональная. Откуда заключаенъ (кн. 10, пред. 78), что ОВ есть прямая,
V # *
которая съ рацгоналънымъ прямоуюлъникомъ даетъ цгълую среднюю площадь.
Другое доказат. Пусть А  будетъ то, что была АВ, я В то что была 
СВ (фиг. 427). Пусть СВ будетъ ращональная прямая и:
nA =C E =B C .C F
то (кн. 10, пред. 102) CF будетъ пятый вычетъ. Пусть еще:
UB=FG=:BGFH.
Фиг. 427.
С Ж ’ ж
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Такъ какъ ЩЛ и [JB  соизмеримы, т. е. соизмеримы СЕ и FGг, то 
соизмеримы площади CF и FH, следовательно (кн. 10, пред. 104) FR  
есть пятый вычетъ. Но CD есть ращональная прямая, a CB.FH=\Z\B, сле­
довательно (кн. 10, пред. 96), В  есть прямая, которая съ рацюнальнымъ 
прямоуюльникомъ даетъ цгьлую среднюю площадь.
Предложете 108. Каждая прямая СВ соизмеримая съ прямою АВ, 
которая съ среднимъ прямоугольЕикомъ даетъ целую среднюю площадь, 
есть сама того-же свойства (фиг. 428).
Фиг. 428.
в  .д ------------------- -------j------------ jg;
D
С   j—   F
с •
Доказат. Пусть все будетъ какъ выше, то (кн. 10, пред. 79) АЕ  и ЕВ 
будутъ несоизмеримы въ степени, площади \Z\AE4r-\3EB и АЕ.ЕВ бу­
дутъ обе средтя и несоизмеримы. После этого, точно также, можно до-
ф  •
казать, что CF и FB, а также □CFh-QJFD и CF.FB соизмеримы съ 
предъидущими, следовательно какъ первыя въ степени несоизмеримы, то
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обгЬ послйдшя суть средшя и несоизмеримыя. Следовательно (кн. 10,
пред. 79) CD есть прямая, которая съ среднимъ прямоуъольникомъ даетъ 
щьлую среднюю площадь. .
Предлооюете 109. Если отъ ращональнаго прямоугольника ВС выч-
темъ средтй B D , то прямая, квадратящая остатокъ СЕ> будетъ одна изъ
двухъ ирращональныхъ прямыхъ, или вычетъ, или малая иррацгональпая 
(фиг. 429).
Доказат. Пусть F G  будетъ ращональная прямая, на которой по- 
строимъ прямоугольники G H = G F .F H = B C  и F K =  G F.FI— B D , следо­
вательно Е С = К П .
Фиг. 429.
Ж X  Ж
л  ж
Л  2 ) С G- Ж  .
Такъ какъ ВС , а также и G H  суть ращональныя площади, но BD  
а также F K  суть площади средшя, то (кн. 10, пред. 21) прямая F H  
будетъ ращональна и соизмерима по длине съ GF, но (кн. 10, пред. 23). 
F I  ращональна и несоизмерима по длине съ FG, следовательно (кн. 10, 
пред. 13) F H  ж F I  по длине несоизмеримы. Откуда видимъ, что F H  j i F l  
суть ращональныя прямыя только въ степени соизмеримыя, следовательно 
(кн. 10, пред. 74) Ш . есть вычетъ, къ которому прибавлена прямая IF . 
Итакъ прямая F H  можетъ квадратить надъ I F  на квадратъ, коего сто­
рона или по длине соизмерима, или несоизмерима съ нею. .
Положимъ первое: то, такъ какъ F H  и F G  соизмеримы, Ш  есть 
первый вычетъ. Следовательно, какъ FG  есть ращональная прямая, то 
(кн. 10, пред. 92) прямая, квадратящая площадь К И т. е. ЕС , есть
вычетъ.
Положимъ второе: то, такъ какъ F H  и F G  несоизмеримы по длине, 
Ш  есть четвертый вычетъ. Следовательно, какъ F G  есть ращональная 
прямая, то (кн. 10, пред. 95) прямая квадратящая площадь 2ГЯ, т. е. 
ЕС  есть малая иррсш/ьональпая.
» ' I
’ I s
Предлооюете НО. Если отъ средняго прямоугольника ВС  вычтемъ
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ращональный BD , то прямая, квадратящая остатокъ СЕ будетъ или 
первый среднш вычетъ, или та, которая съ рагьюналънымъ прямоугольна 
комъ даетъ цгълую среднюю площадь (фиг. 430).
Доказат. Пусть FG  будетъ ращональная прямая и сделаемъ тоже по- 
строеше какъ и выше, то следуетъ (кн. 10, пред. 2.3), что FH  будетъ
ращональная прямая съ FG  несоизмеримая по длине, a F I  (кн. 10,
пред. 21) будетъ также ращональна и соизмерима съ FG, следовательно
(кн. 10, пред. 13) FH  и F I  по длине несоизмеримы.
Фиг. 430.
F  1  ж
В ж
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Следовательно прямыя FH  и F I  ращональны только въ степени
соизмеримы. Откуда видимъ (кн. 10, пред. 74), что H I  есть вычетъ, къ
_     . *
которому прибавлена прямая IF.
Теперь, прямая FH  можетъ квадратитъ надъ прямою FT на квад­
ратъ, коего сторона по длине соизмерима или несоизмерима съ нею.
.  -ч
Положимъ первое: то, такъ какъ F I  и FG по длине соизмеримы, то 
H I будетъ второй вычетъ. Следовательно, какъ FG есть ращональная 
прямая, то (кн. 10, пред. 93) прямая квадратящая площадь КН, т. е. 
ЕС есть первый среднш вычетъ.
Положимъ второе: то, такъ какъ F I  и FG по длине соизмеримы, 
то H I будетъ пятый вычетъ. Следовательно, какъ FG есть ращональная 
прямая, то (кн. 10, пред. 96) прямая, квадратящая площадь КН, т. е. 
ЕС есть та, которая съ рацгональнымъ прямоуюлъникомъ даетъ щьлую 
среднюю площадь. *
Предложете 111. Если отъ средняго прямоугольника ВС отнимемъ не­
соизмеримый съ нимъ среднш прямоугольникъ BD, то прямая, квадратящая 
остатокъ СЕ будетъ или первый среднш вычетъ, или прямая, которая съ 
среднимъ прямоуюлъникомъ даетъ цгълую среднюю площадь (фиг. 431). 
Доказат. Сделаемъ тоже построеше что и выше.
Такъ какъ ВС и BD, а также GH и Е К  суть средтя несоизме­
римый площади, то (кн. 6, пред. 1 и кн. 10, пред. 10) F H nF I  подлине
/
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несоизмеримы. Откуда видимъ, что прямыя FH и FI суть ращональныя 
только въ степени соизмеримыя, следовательно (кн. 10, пред. 74) HI есть 
вычетъ, къ которому прибавлена прямая FI. Теперь FH  квадратитъ 




Положимъ первое: то, такъ какъ FH и F I  съ FG- по длине соизме­
римы, то HI есть третгй вычетъ. Следовательно, какъ FG есть ращо­
нальная прямая, то (кн. 10, пред. 94) прямая, квадратящая площадь НЕ-, 
т. е. СЕ есть второй средтй вычетъ. '
Положимъ второе: то, такъ какъ FH  и F I  съ FG по длине несо­
измеримы, то HI есть шестой вычетъ. Следовательно, какъ FG есть ращо­
нальная прямая, то (кн. 10, пред. 97) прямая, квадратящая площадь КН, 
т. е. СЕ есть прямая, которая съ среднимъ прямоугольникомъ даетъ цгьлую
среднюю площадь.
Предлооюете 112. Вычеты отличны отъ бишшальныхъ (фиг. 432). 
Доказат. Пусть, если возможно, прямая АВ  будетъ и вычетъ и би- 





Такъ какъ АВ  есть вычетъ, то (кн. 10, пред. 98) DE  будетъ пер 
вый вычетъ. Прибавимъ къ DE  прямую EF, то DF  и FE  будутъ пря-
мыя ращональныя только въ степени соизмеримы я; DF  квадратитъ надъ 
EF  на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима съ нею и DF  есть 
прямая соизмеримая съ CD. .
Но АВ  есть вместе и биномгалъная, по допущение, следовательно 
(кн. 10, пред. 61) DE  есть первая бишшальная. Пусть DE  въ точке G 
разделена на свои члены, изъ коихъ DGr есть болыпШ, то DG и GE бу­
дутъ ращональныя прямыя только въ степени соизмеримыя; DG  квад­
ратитъ надъ GE на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима съ нею 
и DG  соизмерима съ CD.
Следовательно, какъ DG  соизмерима съ DC, a DC съ DF, то 
(кн. 10, пред. 12) D F  и DG подлине соизмеримы, а также соизмеримы по 
длине DF  и FG , но такъ какъ DF  есть ращональная прямая, следовательно 
FG  есть также ращональна. Далее, какъ DF  и FG  соизмеримы, a DF  
и FE  несоизмеримы по длине, то (кн. 10, пред. 13) FG  и FE  по длине 
. несоизмеримы. Откуда следуетъ, такъ какъ FE  есть ращональная пря­
мая, что FG и ЕЕ  суть ращональныя прямыя только въ степени соизме-
. I  . . ,
римыя. Следовательно (кн. 10, пред. 74) EG есть вычетъ, но было пока­
зано, что EG  есть ращональная прямая, что невозможно. Следовательно 
вычетъ не можетъ быть вместе и биномиальною.
Слуъдствге. Вычеты и следующая за ними иррациональности отличии
, *  I
не только отъ среднихъ лишй, но различны между собою.
Въ самомъ деле, прямоугольникъ построенный на ращональной пря­
мой равный квадрату построенному на средней прямой имъетъ высотою 
(кн. 10, пред. 23) ращональную съ основашемъ несоизмеримою прямую, 
а если онъ равенъ квадрату построенному на вычетъ, то высота будетъ 
первый вычетъ (кн. 10, пред. 98). Если сторона квадрата будетъ первый 
среднш вычетъ, то высота прямоугольника будетъ второй вычетъ (кн. 10, 
пред. 99). Если сторона квадрата будетъ второй среднш вычетъ, то вы­
сота прямоугольника будетъ третгй вычетъ. Если сторона квадрата бу­
детъ малая ирращональная, то высота прямоугольника будетъ четвертый 
вычетъ (кн. 10, пред. 101). Если сторона квадрата будетъ прямая, кото­
рая съ рацюнальнымъ прямоуюлъникомъ даетъ цгьлую среднюю'площадь, то 
высота прямоугольника будетъ пятый вычетъ (кн. 10, пред. 102). Если 
сторона квадрата будетъ прямая, которая съ среднимъ прямоугольникомь 
даетъ цгьл/ую среднюю площадь, то высота прямоугольника есть шестой 
вычетъ (кн. 10, пред. 103). Следовательно упомянутыя ирращональиыя 
прямыя отличаются отъ первыхъ, такъ какъ высота будетъ ращопальная 
прямая, а между собою потому, что даютъ для высоты вычеты различныхъ
порядковъ. Но 0ыло; доказано (кн. 10, пред. 112), что вычеты отличны отъ
•  .  •  »
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бино.тальньгхь, точно также (кн. 10, пред. 73, cite д.) биномгальныя и за ними
слйдуюпця иррацгоналъноетгь отличаются отъ среднихъ и между собою.
*
Следовательно вс'Ьхъ различныхъ иррациональностей числомъ тринадцать. 
ОнгЬ суть сл'&дуюнця:
1. Средшя (пред. 22).
2. Бином1альная (пред. 37). .
3. Первая бишшальная (пред. 38).
4. Вторая бином1альная (пред. 39).
5. Большая ирращональная (пред. 40).
6. Квадратящая ращональный и средшй прямоугольники (пред. 41).
7. Квадратящая две средшя (пред. 42).
8. Вычеты (пред. 74).
9. Первый средшй вычетъ (пред. 75).
10. Второй средшй вычетъ (пред. 7 6).
11. Малая ирращональная (пред. 77).
12. Которая съ ращональнымъ прямоугольникомъ даетъ целую сред­
нюю площадь (пред. 78).
13. Которая съ среднимъ прямоугольникомъ даетъ целую среднюю 
площадь (пред. 79).
Предложеше 113. Прямоугольникъ, построенный на бином1алъной ВС, 
равный квадрату, построенному на ращональной прямой А , имеетъ высо­
тою вычетъ EF, одного порядка съ биномхальною и коего члены соизме­
римы съ членами бином1альной и имеютъ между собою отношеше равное 
отношенш членовъ бижшальной (фиг. 433).
Доказат. 1. Пусть бишшальная ВС въ точке D разделена на свои 
члены СВ и ВВ, изъ коихъ СВ>ВВ. И пусть: .
ПА=:ВВЯ




Такъ какъ СВ>ВВ, то G>EF. Пусть G—EH. Следовательно:
. ’ i
СВ: ВВ—Е П : EF ,
откуда (кн. 5,' пред. 17):









то (кн. 5, пред. 12):
H I: F I = F I : IE.
Следовательно:,








Но (кн. 10, пред. 37) DOD и \Z\DB соизмеримы, следовательно 
(кн. 10, пред. 10) и 13H I  съ □  F I  также соизмеримы. Но:
H I: FI—F I : IE
следовательно (кн. 6, пред. 20, след.):
□  HI: U F I= H I: IE.
■ Откуда видимъ (кн. 10, пред. 10), что Н1 и IE  соизмеримы, сле­
довательно (кн. 10, пред. 16) также соизмеримы НЕ и E I  
Такъ какъ \3A=BD.GL, a Gh=:HE, то:
П А ^ В В Л Е
но \Z\A есть ращональная площадь, следовательно BD.HE  есть пло­
щадь также ращональная. Но (кн. 10, пред. 37) ВВ  есть ращональная 
прямая, следовательно (кн. 10, пред. 21) НЕ  есть также ращональная 
прямая съ ВВ  соизмеримая; откуда, такъ какъ НЕ и E I  соизмеримы, 
прямая E I  ращональна и соизмерима съ BD- 
Такъ какъ мы имели: .
GB: B D = F I : IE
то, какъ E I  ращональна и по длине соизмерима съ ВВ, то F I  будетъ 
также ращональная прямая съ CD соизмеримая. Далее, такъ какъ (кн. 10, 
пред. 37) CD и BD только въ степени соизмеримы, то также только въ 
степени соизмеримы F I  и IE. Следовательно прямыя F I  и IE  ращональны 
только въ степени соизмеримы, следовательно (кн. 10, пред. 74) EF  есть
вычетъ, коего члени F I  и IE, съ членами CD и ВП бтомгальной ВС
/
соизмеримы и имъ нропорцюнальны.
2. Бином1альная ВС можетъ быть первою, второю или третею, т. е. 
въ пропорцш:
CD: B D =F I: IE
CD квадратитъ надъ BD на квадратъ, коего сторона по длине соизме­
рима съ CD, и CD или BD соизмеримы съ данною ращональною прямою 
или ни CD, ни BD несоизмеримы съ нею, то F1 будетъ квадратитъ надъ 
IE  на квадратъ, коего сторона по длине соизмерима съ F I  а также F I  
или 1Е будутъ или одна, или другая соизмеримы съ данною ращональною
прямою или обе съ нею несоизмеримы. Следовательно вычетъ EF  съ би-
«
шшальною ВС будетъ одного порядка или перваго, или втораго, или 
третьяго. Точно также можетъ быть доказано, что EF  и ВС будутъ въ 
одно время четвертаго, пятаго или шестаго порядка. Следовательно бино- 
м1альная ВС и вычетъ ЕЕ  будутъ всегда одного порядка.
Предложеше 114.. Прямоугольникъ, построенный на вычетгъ BD, рав­
ный квадрату построенному на ращональной прямой А, имеетъ высотою 
IH бинолпальную, которая съ вычетомъ BD одного порядка и коей члены 
соизмеримы съ членами вычета и имъ пропорщональны (фиг. 434).
Доказат. 1. Къ вычету BD прибавимъ прямую DC, то (кн. 10, 
пред. 74) ВС и CD суть ращональныя прямыя только въ степени соизме­
римыя. Пусть \3A~BC.G, следовательно площадь BC.G ращональна, но 
ВС есть ращональная прямая, следовательно (кн. 10. пред. 21) G- ра­
щональна и по длине соизмерима съ ВС 
Такъ какъ;
nA=BC.G=:BDJH
то (кн. 6, пред. 16):
B C :B D ~IH :G
4
Но ВС> BD, следовательно IH>G. Положимъ G = IE , то IE и 
ВС соизмеримы по длине. Изъ пропорцш:
СВ: BD—I H : IE
следуетъ:
ВС ■ C D =IH : НЕ
Положимъ теперь:
Ш : E E = B F : FE
I F : F E = IE  : Н Е=В С : СП
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то (вв. 5, пред. 19):
*• ' ‘ • ’ • . * 
следовательно, такъ какъ ВС и CD только въ степени соизмеримы, то IF
________  * » I
и FH  также соизмеримы только въ степени.
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Изъ пропорщй: .
I F : F H = IH : HE—H F : FE
•  •
следуетъ (кн. 6, пред. 20, след.):
•  IF  : F E =  U IF : Q F tf  .  .
откуда, такъ какъ O I F  и OFH  соизмеримы, то IF  и FE  также соизмеримы, 
следовательно (кн. 6, пред. 16) F I  и IE  по длине соизмеримы, но IE  есть 
ращональная прямая соизмеримая по длине съ ВС, следовательно FI  
также ращональна и соизмерима по длине съ ВС.
Далее, мы имеемъ: .
B C :C D =IF :F H
откуда:
В С : IF = C D : FH
но ВС и IF  по длине соизмеримы, следовательно CD и FH  та клее по 
длине соизмеримы. Такъ какъ ВС ж CD суть ращональныя прямыя 
только въ степени соизмеримыя, то IF n F H  суть также ращональныя пря­
мыя только въ степени соизмеримыя. Следовательно (кн. 10, пред. 37) IH  
есть биномгальная, коей члены IF  и FH  соизмеримы съ членами ВС и 
CD вычета BD и имъ пропорщональны.
2. Точно также, какъ выше, можно показать, что бишшальная IH  
съ вычетомъ BD будутъ всегда одного порядка. }
.  . I
Предложете 115. Прямоугольникъ, заключенный между вычетомъ АВ
и бгтомгальною CD, коей члены соизмеримы съ членами вычета и имъ
•  (
пропорщональны, квадратится ращональною прямою G (фиг. 435).
Доказат. Прибавимъ къ АВ  прямую BF  и пусть CD въ точки Е
разделена на свои члены СЕ и ED, изъ коихъ (Ж > ED. По условно члены
♦ .  :  -




СЕ: E D ^ A F : FB
а также AB-CB=\Z\G. Следовательно надобно доказать, что G есть ра­
щональная прямая. Пусть П  будетъ ращональная прямая и пусть прямо­
угольникъ построенный на СВ, т. е. CDJK=[JH, то (кн. 10, пред. 113) 
IK  есть вычетъ, коего члены IL  и L K  соизмеримы съ бижшальными 
членами СЕ и ЕВ , но:
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Следовательно, такъ какъ по условно:
СЕ: E D = A F : FB
и
A F : FB—I L : LK
то:
A F : I L = F B : L E
откуда (кн. 5, пред. 19)
А В : I K = A F : IL
]
Следовательно, какъ AF  и IL  по длине соизмеримы, то АВ  ■ IK  
также по длине соизмеримы. Но (кн. 6, пред. 1):
А В : IK =C B .A B : CB.IK
следовательно CD.AB и CD.IK соизмеримы, т. е. соизмеримы и квадраты
t
□ jET и □<?. Но □ .#  есть ращональная площадь, следовательно пло­
щадь Q6r и прямая С также ращональны.
Стдстеье. Изъ этого следуетъ, что возможенъ ращональный прямо­
угольникъ заключенный между ирращональными прямыми.
Предлооюете 116. Изъ какой нибудь средней прямой А, можно полу-
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чить безчисленное множество ирращональныхъ линш отличныхъ отъ всехъ 
предъидущихъ (фиг. 436).
Доказат. Пусть В  будетъ ращональная прямая, следовательно пря­





Положимъ А.В—П]С, то прямая С будетъ ирращональная, но от­
личная отъ всехъ предъидущихъ. Въ самомъ деле, ни на одной изъ нихъ 
построенный квадратъ не равенъ прямоугольнику у котораго бы основаше 
было средняя прямая, что видно изъ предложешй 61, 62, 63, 64, 65 и 66 
и изъ предложешй 98, 99, 100, 101, 102 и 103.
Далее, пусть B.C=[JD, то В  будетъ опять ирращональная прямая
отличная отъ вс.ехъ предъидущихъ, такъ какъ ни на одной изъ нихъ по­
строенный квадратъ не даетъ въ равномъ ему прямоугольнике основашя С.
Это заключеше можетъ быть продолжено до безконечности, следова­
тельно можно получить безчисленное множество ирращональностей отлич­
ныхъ отъ всехъ предъидущихъ. .
Предлооюете 117. Въ каждомъ квадрате ABCD д1агоиаль АС съ 
стороною АВ  суть прямыя но длине несоизмеримый (фиг. 437).
Доказат. Положимъ, что АС и АВ  соизмеримы. Если АС и АВ  со­
измеримы, то оне относятся между собою какъ несократимыя числа, на­
примеръ EF  и 6г, т. е.:
А С : A B = E F : G
Такъ какъ А О А В ,  то число i£F >6r, следовательно оно не мо­
жетъ быть единицей. Изъ предъидущей пропорщй мы имеемъ:
О  AC: U A B ^ F F 2: G1
но (кн. 1, Пред. 47) \ J A C - 2 \J A B ,  следовательно и EF'l-= 2G \ Изъ
этого равенства видимъ, что число E F 2 есть четное, а следовательно и
E F  есть также четное число. Пусть оно въ точке Н  разделено ионо- 
ламъ.
Такъ какъ числа E F  и (г , несократимы, то оне суть взаимно про-
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стыл, но EF  есть четное число, сл'Ьдопательно G четньтмъ числомъ быть 
не можетъ. Итакъ число G есть нечетное.
Фиг. 437. .
. А  В
JJ С
Я  т F  ;
G -----------------------------
Такъ какъ EF  въ точк'Ь Н  разделена пополамъ, то EF—2EH и 
EF2=4:EH2 (к н . 8, пред. 11), но EF2= 2 G \  следовательно 26r2= 4i£H2, 
откуда 6г2= 2.Е й г2, а следовательно G2, а также и G суть числа четный 
(кн. 9, пред. 23), что противоречить выше показанному. Следовательно 
не можетъ быть чтобы прямыя АС и АВ  были соизмеримы.
Другое доказстг. Такъ какъ (кн. 1, пред. 47) □АСГ= 2 [Щ .Д  то:
П А С :П А В =  2 :1
следовательно площади ПАС и ПАВ  не относятся между собою какъ 
квадратныя числа, а потому (кн. 10, пред. 9) прямыя АС и АВ не­
соизмеримы.
Примшате 12. Полагаютъ, что только второе изъ этихъ доказательств?, принадле­
жат» Евклиду. •
Залтчате. Если найдемъ две несоизмеримыя прямыя А и В, то 
легко найти и несоизмеримыя фигуры (фиг. 438).
Фиг. 438.
А-------------------------------------   .
С— ----------------------------
Въ самомъ деле, возьмемъ между А я В средие-нропорцюнальпую 
прямую Су ’го (кет. 6, пред. 20): .
А : 1?=фиг. А : фиг. С .
Эти фигуры могутъ быть квадратныя или друшг, катя нибудь, подоб­
ный прямолинейныя фигуры, или круги съ д!аметрами А и С, такъ какъ
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будетъ показано (кн. 12, пред. 2», что площади круговъ относятся между 
собою какъ квадраты ихъ д1аметровъ. Следовательно могутъ быть найдены 
несоизмеримая фигуры, т. е. площади. Легко также видеть, что можно 
найти и несоизмеримый тела. Въ самомъ деле, построимъ на предъиду­
щихъ площадяхъ тела равной высоты, оне могутъ быть призмы или пирамиды, 
конусы или цилиндры; эти тела будутъ относится между собою какъ ихъ осно­
вашя (кн. 11, пред. 32 и кн. 12, пред. 5, 6 и П ), что будетъ доказано 
ниже; следовательно и тела будутъ соизмеримы или несоизмеримы, смотря 
потому будутъ ли ихъ основашя соизмеримы или несоизмеримы.
Изъ этого ясно видно, что соизмеримость и несоизмеримость имеетъ 
место не только между литями и площадями, но и между телами.
Примпчате 13. Полагаютъ, что вторая часть этого послйдняго зам'Ьчашя, въ ко­
торой говорится о тЬлахъ, не принадлежитъ Евклиду, а вставлена посл'Ь.
Примъч. 14. Мы вид-Ьли, что вторая книга Началъ Евклида содержитъ теоремы, ко­
торыя суть ничто иное какъ алгебраичесыя преобразовашя, вытекающая изъ трехъ основ- 
ныхъ законовъ алгебраическихъ количествъ:
Законь перестановительный. .




Изъ этихъ трехъ законовъ вытекаютъ сл'Ьдуюлця преобразовашя алгебраическихъ
фразъ:
1. аЪ-ь ac-t-ad-t- . . .  —а(Ъ-л-с f d-\- ..)
%
2. (a-hb)2=a(a-t-b)-+-b(a-i-b)
3. (а-ьЬ) a—db-\-а* .
4. (а-+-Ь)2==а2-ь&2-ь2а&
5. (ан-&)2—(а-ь&)2=4а&
6. (2а + Ъ )  &-ьа2= (а ч -6 )2 .
7. (ач-Ъ)2-\-а2=2(аг-\-Ь) а-+-Ъ2
8. 4(а-*-Ъ)а+Ъ2=(2а-{-Ъу .
9. (а-Н))М -(а—6)2= 2 а 2Ч-2&2 
10. Ь2н-(ач-Ь)2= 2 ( |а ) 2-4 2(£а+Ъ)2.
< ,. . t ’ •
Предложен1я второй книги и суть геометричесшя представлешя этихъ преобразова­
ний, т. е. это алгебра древнйхъ, представленная геометрически.
Десятая книга, самая обширная, содержитъ > алгебру -ирращональныхъ количествъ,
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представленную геометрически. Это самая трудная изъ всЬхъ книгъ элементовъ Евклида и 
самая замечательная по геометрическому анализу.
Она начинается определешемъ соизмеримыхъ (SifiustQa) и песогштримыхъ 
(аоьи/гатда) величинъ. Величины соизмеримыя суть те, которыя измеряются одною и тою же 
мерою или которыя относятся между собою какъ числа. Въ противномъ случае оне несо­
измеримы, напримеръ а и V Ь, если Ъ не есть число квадратное, суть величины несоиз­
меримый. ,
Соизмеримыми въ степени (Swapst ovfipsTqoi) онъ называетъ ташя величины, коихъ 
квадраты соизмеримы, въ противномъ случае оне суть въ степени несоизмеримы, напри­
меръ а и Vb суть величины всегда въ степени соизмеримыя, напротивъ а п Vb, или
а и 6-ь V с суть величины иесоизмеримыя въ степени.
Такимъ образомъ, съ произвольно взятой прямой лишей есть безчисленноа множе­
ство прямыхъ линш, изъ коихъ одне соизмеримы съ нею, а друия несоизмеримы и при 
томъ частью по длине, а частью и въ степени. Произвольно взятая прямая называется 
ращональною (футу).
Ращопалъными Евклидъ называетъ все лиши, которыя съ взятою соизмеримы по 
длине или только въ степени.
Иррацгоналышми ( a l o y o i )  Евклидъ называетъ те, которыя съ взятою прямою несо­
измеримы.
Евклидъ подъ иррацъональпыми величинами разумеетъ нечто другое, что разумелъ 
Дюфантъ и, что разумеемъ мы. Мы называемъ ирращональными величинами те, которыя 
Евклидъ называетъ несоизмеримыми. Разница состоитъ въ томъ, что Евклидъ ращональ- 
ными величинами называетъ и те, которыя соизмеримы только въ степени. Следовательно
по Евклиду ращональныя величины суть не только а и Ь, но и Vb, такъ какъ въ послед-
иемъ случае квадратъ отношешя a: Vb есть соизмеримая величина.
Квадратъ взятой ращональной прямой называется ращопалъиымъ и все площади съ 
нимъ соизмеримыя называются ращопалъными.
Площади же несоизмеримыя съ этимъ квадратомъ называются иррацгоналъными. Ирра~ 
цгопальными называются и прямыя квадратяпця ирращопалъныя площади (кн. 10, опр. 11)
(«/ ' ioa  avToXs x s T Q a y o iv a  a p a y g c u p o v o a i ) ,
Десятую книгу по содержашю можно разделить на четыре отдела:
1. Предложешя относящаяся къ общимъ свойствамъ соизмеримости и несоизмери­
мости (отъ 1 до 21).
2. О среднихъ прямыхъ (отъ 22 до 35). ..
3. Ирращональныя прямыя, получаемыя сложешемъ (отъ 36 до 72) и вычнташемъ
(отъ 73—111). . ’ • -
4. Предложешя отъ 112 до конца.
Перевед°мъ некоторыя услов1я и предложешя на пашъ ал гебраичести языкъ. 
Отделъ 1. Предложешя отъ 1 до 18 не представляетъ ничего особеннаго. 
Предложеше 11 приписываютъ математику Теететусу. •
18-е предложеше можетъ быть выражено следующимъ образомъ:
Предложеше 18. Если на большей изъ двухъ прямыхъ АВ  и CD, GD>AB, по­
строимъ (фиг. 439) прямоугольникъ CF равный \  АВ2 и при томъ такъ, чтобы дополнеше 
его было квадратъ, т. е. чтобы DE—EF  и если при этомъ прямыя СЕ и E D ' соизме­
римы, то прямая V CD2 — АВ2 будетъ соизмерима съ CD, напротивъ если СЕ и ED 
будутъ несоизмеримы, то и прямыя V CD2 — АВ2 и CD будутъ также несоизмеримы.
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Доказат. Если СЕ и ED  соизмеримы то оне относятся какъ
СЕ : Е В —т : п


















________________________  т — п
у/  С В 2— АВ2 =  1  АВ  —=
V тп
изъ двухъ последнихъ выражен® мы имеемъ:
V СВ2—АВ2 : С В =т —ог: т-\~п
т. е. прямыя V СВ2—А В 2 и СВ относятся какъ числа, следовательно по длине соизме­
римы.
Отдньлъ 2. Первыя ирращональныя прямыя, которыя Евклидъ разсматриваетъ и назы- 
ваетъ средними {fitGrj) онъ определяешь такъ: прямая, квадратящая площадь прямоугольника, 
коего стороны суть рацтнальныя прямыя только въ степени соизмеримыя, называется 
среднею (usotj).
Формы раддональныхъ величинъ соизмеримыхъ только въ степени суть: а и Vb или
V а и V Ъ. Площадь прямоугольника между ними будетъ а\< b или V ab, следователь­
но, средняя прямая будетъ ] /  a v Ь или у v' ab. Эти формы неотличаются одна отъ дру­
гой, такъ какъ первую изъ нихъ можно написать въ форме второй у V а2Ъ. При этомъ
ни а, ни Ъ не должны быть полными квадратами.
Предлооюете 23. Прямоугольникъ, построенный на ращональной прямой с, коего 
площадь равна площади квадрата построеннаго на средней прямой у aVb  или V ab
имеетъ высоту х = aVb или & V abс с
Првдложете 25. Прямоугольникъ, коего стороны суть средтя по длине соизмери-
Л ' . '
мыя прямыя, будетъ самъ среднш. Средтя соизмеримыя прямыя имеютъ форму т V ab и 
n V ah, а площадь прямоугольника между ними будетъ тп V ab.
. Предложение 26. Прямоугольникъ, коего стороны суть средтя только въ степей» 
соизмеримыя прямыя будетъ или рацшсальпьш или среднш. Стороны такого прямоуголь­
ника будутъ, очевидно V aVb  и с V Ъ, а площадь его V abc, следовательно, если
аЬс будетъ полный квадратъ, то прямоугольникъ будетъ ращопальпий, въ противномъ слу­
чае онъ среднш, . : ,
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Предложеше 27. Разность V ab—V cd или ctV Ъ—cV d не можетъ быть рацю~ 
пальмою. . . . .
Предложеше 28. Найти две средшя прямыл соизмеримый только въ степени, коихъ 
прямоугольникъ былъ бы рацгоналъпимъ?
Стороны такого прямоугольника могутъ быть \ /  aV b и 1 /  ̂ — или Vcib и
/------ — г а
У  ъ У 1  . Какъ первыя две такъ и последшя две средшя прямыя, очевидно соизмерим^£(/
%
въ степени, такъ какъ ихъ квадраты суть:
*  .  i  в
%
aVb и или Vab и bV^- =  — V~ab ; а а а
Площадь прямоугольника между этими парами прямыхъ есть Ъ величина ращо­
нальная.
Предлооюете 29. Найти две средшя прямыя только въ степени соизмеримыя, коихъ 
прямоугольникъ былъ бы средпш?
Стороны такого прямоугольника могутъ быть:
] /  а V b и j / ^  V Ъ или V ab и } /  с  ̂а^
Очевидно, что ихъ квадраты:
— ас ,-у- ,- г̂ V aba v b  и —  Vb или v ab и с —
соизмеримы и площади прямоугольниковъ будутъ а V с и Vac.
Сл)ьдствге 1. Найти два квадратныхъ числа коихъ сумма была бы число квадратное? 
Возьмемъ два катя нибудь, числа т и п, то мы всегда имеемъ:
(яг2—?г2)2-ь(2ягп)2= ( т 2-ь«2)2
С.шдспь Не 2. Найти два квадратныхъ числа, коихъ сумма не есть число квадратное?
(т 2—w ? —1)2-+-(2шг)2.
Предлооюете 30. Найти две ращональныя только въ степени соизмеримыя прямыя, 
р!зъ коихъ большая квадратитъ надъ меньшею на квадратъ, коего сторона по длине соиз­
мерима съ большею?
а2 (б2—с2) , /  , а1 с
а и I/ V &8- —  =  У  a
где Ь'2—с2 не есть число квадратное. Или еще проще:
а и V а2—&2 '
- %
Предлооюете 31. Найти две ращональныя только въ степени соизмеримыя прямыя, 
изъ коихъ большая квадратитъ падь меньшею на квадратъ, коего сторона по длине несо­
измерима съ' большею? '
а и V а*—Ь.
% •
*  ■
Предлооюете 32. Найти две средшя только въ степени соизмеримыя прямыя, коихъ
I
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прямоугольникъ былъ бы ращональный и изъ коихъ большая квадратитъ надъ меньшею
“• л
на квадратъ коего сторона по длине соизмерима или несоизмерима съ большею?
а?—Ь2
aV а2—Ь2 V }
У  a \f а'1—Ь2 и — —  m
4  П  Г г Г  6 2. V а(а—Ъ2) и г — — -  (2)
V а{а—Ъ2)
Слпдствъе* Если большая изъ прямыхъ по длине несоизмерима съ квадратящею, то:
У  aV а?—Ь и —j а- _  (1)
У aV а2— Ъ
а—ЪV а(а—Ь) и - ' -  (2)
V а{а—Ъ)
Предложете 33. Найти две средтя только въ степени соизмеримыя прямыя, коихъ 
прямоугольникъ среднш и изъ коихъ большая квадратитъ надъ меньшею на квадратъ, 
коего сторона соизмерима или несоизмерима съ большею?
Большая соизмерима съ квадратящею:
У^Гъ в (1)
V  aV Ъ
У л  Н (2)
V ab
л /  гГ- /— ЬV Ъ\1 а и - ■■■_
У bV а




V аЪ и V Ца—с) (2)
\/ ab
У  bv а и b V а—с (3)
У bV а
Предложете 34. Найти две въ степени несоизмеримыя прямыя, коихъ сумма квадра-
•  * •
товъ ращональна, а прямоугольникъ среднш?
а?-ь-а\'Ь тж а2—aV b
о и г............... о
 (1)
2
] /  a+v  аЬ И —
'2 1
у/ а Ъ  (2)
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Сумма квадратовъ ость а'1 или а, а прямоугольники а у  а'~'Ь и в  у ^~«*—«Е
Предложет е 35. Найти дв'Ь въ степей и несоизмеримая прямыя, коихъ сумма квад­
ратовъ есть средняя, а прямоугольникъ рацюпальпый? .
(а - | - у/ &) V а2—Ъ и у  (,а—Уъ)Уа*—Ь щ
2 .
- | / ~ (  V' а н -  V Ъ) v' а - &  | / ~ ~ (  у  а — 7Ъ) У а— Ьf  н у  ---------  -------- (3)
Сумма < квадратовъ есть а у а2—Ъ или (а—Ь)У а —Ъ, а прямоугольникъ —-  — или
~ 2 ~ ; ‘ '
Предложете 36. Найти две въ степени несоизмеримая прямыя, коихъ сумма квад­
ратовъ и прямоугольники суть средтя несоизм'Ьримыя. й̂еясду собою?
у  v'0)  ̂& и т /  С6*—V'cjv'fr
2 2 (1)
| /  (v'a-t-v^cjv'b | / ~ ( \ ^ а — V с)УЬ . , . (2)
f о и V ~  2
г ~г. —
6[V_a+_Vc) 1/  6[V_a— Vc) (3)
2 * 2
Сумма квадратовъ есть:
а У Ъ, V ab, 7> V а
а прямоугольники:
V Ъ(а2—с) V (а—с)Ъ b V а—с
Отдплъ 3. Съ 37 предложешя Евклйдъ излагаетъ предложешя относительно иррационально­
стей, полученныхъ чрезъ сложеше несоизм'Ьримыхъ только по длин'Ь величинъ ( *̂ 4qxv r<“v xctrd 
gvv-xtsgiv i^aSojv), а съ 74 предложешя онъ излагаетъ иррацюнальности, полученныя чрезъ 
вычиташе несоизмеримыхъ только по длине величинъ za£tc Xoyojv, tojv
y.axd acpaiosoiv). Первыя опъ называетъ бшомгальпыми (rj су. Svo ovoftarojv), а вторыя 
называетъ вычетами (атготоиг])-
Блном1альныя имеютъ форму:
ci-i-Vb или V a-t~V Ь .
« ь  -
а вычеты имеютъ форму:
. •
_ •  « — 1• •  ■ ш  •
а— \/ Ь или V а— V Ъ или V а—Ъ
, .  •  ,  I  ■ ■ ,
Очевидно, что какъ первыя такъ н вторыя по длине л въ степени несоизмеримы, я
следовательно иррсщгопальпы. ,
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Предложетя 37. 74. Если сложимъ двй ращональныя прямыя только въ степени
сонамйримыя, то получимъ ирращональную прямую,, которая называется бтюмьальпою, если
вычтемъ, то получимъ вычетъ.
. Предложешя 38. 75. Если двй, только въ степени соизмйримыя, средшя прямыя, 
коихъ прямоугольникъ ращональный, сложимъ пли вычтемъ, то получимъ ирращональную 
прямую первую бгтсдгальпую (tj ay. Svo fiso<Zv тгцъту) въ первомъ случай и первый
среднгй вычетъ (у u£gt]S атгого/лу ttqo'ttj) во второмъ случай.
. Первая бимедшлъная и первый, среднгй вычетъ. ■
или еще:
а2—У1 l ______ а—Ъ2
| / а  v7 а2—Ъ7 z t  т - -  j V а(а—Ь2) dh
| /  а V а2—Ъ2 V а(а — &2)
Предложешя 39. 76. Если ДЬй, только въ степеяи соизмйримыя средпгя прямыя, 
коихъ прямоугольникъ средтй, сложимъ пли вычтемъ, то получимъ ирращопальпую пря­
мую въ первомъ случай вторую бимедгальную (rj Svo fitooiv Sivrfpn), н второй- сред­
шй вычетъ (у и&оуя атгото̂ т] SsvxtQa) во второмъ случай.
Вторая бимед(алъиая xi второй средшй вычетъ.
• • f
}/а\'Ъ ± У  ujra V a b ^ y ^ c_ ^ .
или еще:
/— —‘, V b ( a 3 — с ? )  *■ , — г  _j_ V Ъ ( а 1 —с 1 )  — , V b ( a —с2)
j/ a V b ±  7 = =  > v '« b =  ’ V b V a  ±  — f = z
\  a i b  V ab V bV a
я  т. Д.
Предложешя 40. 77. Если двй въ степени 'весоизмйхшмыя прямыя, коихъ сумма 
квадратовъ рацюнальиа, а прямоугольникъ средтй, сложимъ или вычтемъ, то получимъ 
ирращональную прямую въ первомъ случай большую ирращопальпую (у fiei&ov), и малую
л  ^  ф  I
ирращональную {tj tXaooojv) во второмъ случаи.
• Большая ирращопальпая и малая ирращопальпая.
*  *  .  ‘  .  
а^+-аV Ь ■ __j_ •у /  a2—aVb  или т /  a + V  ab ■ ~и/ а— Vab
■ 9 У 2 ' * ~   ̂ О
Предложешя 41. 78. Если двй въ степени несоизмйримыя прямыя, коихъ сумма 
квадратовъ средняя*, и прямоугольникъ ращональный, сложимъ или вычтемъ, то получимъ 
ирращональную прямую, которая называется въ первомъ случай ращопальпою и среднею 
степенящею (tj fyrov fiioov dwautv?/), и которая съ рацгопалыюю даетъ щьлую сред- 
ЩЮ площадь.. (# ретц цутеь pioov то o).ov noiovoa) во второмъ случай.
л
Ращональная и средняя степмящая и которая съ рпцюнальною даетъ щьлую 
среднею площадь.
']/ (®~f“ V b) V о?—Ъ ] — V 6) V а2—b
2
или
V  о £  СИ- \7 &) /  а —6 , ] /  Г v/ а— \/ &) V а—Ъ'< 
~2 " 2
Если возвысимъ оба эти выражешя въ квадратъ, то получимъ:
а]/ а"2—b^z(a2—b) и а]/а—bztl(a—&)
Составь этихъ выраженш и иослужилъ къ ихъ названго. Если возмемъ знакъ-Ь, то 
это будетъ сумма двухъ площадей: одна ращональная, а другая средняя. Если возьмемъ 
знакъ—, то квадратъ, предъидущихъ выраженш сложенный съ ращональною площадью «2—Ь
или а—Ь даетъ среднюю площадь aV а2—Ъ или ау/ а—Ь.
Предложенъя 42. 79. Если двЬ въ степени несоизм'Ьримыя прямыя, коихъ сумма 
квадратовъ и прямоугольникъ суть средтя, сложимъ или вычтемъ, то получимъ въ пер- 
вомъ случай прямую которою пазываютъ степенящую дет средтя площади (i) Svo uiaa 
§wa(xbvrj\ а во второмъ случай прямую, которой квадратъ съ среднею площадью даетъ 
щьлую среднюю площадь (у иега pdoov fiioov то oXov iroioaa).
Таковы:
{a-\- V с) Vh , (a —Vc)V (1)
 ̂ 2
(a-1- Vc)V 6 ;^  - У  (a— V с) \Ц> (2)
j / ~ Ь(У a -W  с) ] b{}/_a— V c) (3)
Если эти прямыя возвысимъ въ квадратъ, то получимъ:
а | /  Ъ —  ] /  (fct2—с) Ъ (1)
} / ф  -±. , | /  (a- с )  Ъ. . (2)
Ъ\/a ztzb у а— с (3)
ч
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Нзъ формы этнхъ выражен iu и произошли ихъ иазвашя.
Если возъмемъ знакъ -j-, то квадратъ состоитъ изъ двухъ сред нихъ площадей, а
если возъмемъ знакъ то квадратъ сложенный съсреднимъ прямоугольникомъ V(a2~c)b, 
или V (а—с) Ь, или Ь V а—с даетъ средшй прямоугольникъ: а V Ъ, или V аЪ, или. Ъ V~a.
Предложешя 43—48. и 80 — 85. Въ этихъ иредложешяхъ доказывается, что вей ир« 
ращональности, полученныя чрезъ сложеше или вычиташе могутъ разложится на ихъ сос- 
тавныя части—члены (бгб/иата) только въ одной точке. Эти предложешя, выраженныя ал­
гебраически даютъ уравнеше а 4- V Ь — x-h V у  или V а-\- Vb — V яч- V у , которыя какъ 
известно нзъ алгебры могутъ существовать, только тогда когда х — а, у — Ь. 4
Предложешя 49—54 и 86—91. Даютъ построете шести родовъ бином1альныхъ и 
вычетовъ. '
Общее выражеше биномьалъной или вычета есть V а —  V Ъ. Смотря потому будутъ ли 
а или Ъ полными квадратами или ни одно изъ нихъ, и въ каждомъ изъ этихъ трехъ слу- 
чаевъ болышй членъ квадратитъ надъ меньшнмъ на квадратъ, коего сторона соизмерима 
или несоизмерима съ болыпимъ членомъ. Евклидъ делитъ бипотальшя и вычеты на 
шесть порядковъ. . ч
I. Болышй членъ квадратитъ надъ меныпимъ на квадратъ коего сторона соизме­
рима по длин* съ болыпимъ членомъ. ,
1) Болышй членъ соизмйримъ съ данною ращональною прямою, т. е. есть ращо-
*
нальная прямая. Это будетъ первая бипотальшя или первый вычетъ, смотря по знаку:
а —  ] /  a2—d2 или а —  \ /  Ъ2—с2




а или  -----  - а
•» /
\
3) Оба члена несоизмеримы. Это третяя биномгальпая или mpemiu вычетъ.
а(52—с2)
V а у   р —  или V а —  V a—ad2
II. Болышй членъ квадратитъ надъ меныпимъ на квадратъ, коего сторона по длине 
несоизмерима съ болыпимъ членомъ. <.
1) Болышй членъ есть ращональная прямая,' Это четвертая бино.шальная или 
четвертый вычетъ.
a — V а2— d
j
■ 2) Мевышй членъ ращональный. Это будетъ пятая бипотальпая или пятый
вынем*.
V c P + d 'Z Z a
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.3) Оба члена несоизмеримы. Это будетъ шестая биномалъная или шестой вычетъ.
■ ' V со— V a—*d.
Предложешя 55—60 и 92—97. Въ этихъ нредложешяхъ Евклидъ геометрически из- 
влекаетъ квадратные корни изъ бшотъалъпыхъ и вычетовъ различныхъ норядковъ и пока­
зывает^ что результатомъ всегда будетъ одна изъ иррацюнальностей; отъ пред. 37 до 41 
и отъ 74 до 80.
‘  1
Эту операцно онъ д'Ьлаетъ такъ: беретъ ращональную прямую и строитъ прямоу­
гольникъ, коего другая сторона есть одна изъ бипотальныхъ или одинъ изъ вычетовъ и 
показываетъ, что сторона квадрата коего площадь равна, построенному прямоугольнику 
есть одна изъ выше упомянутыхъ иррацюнальностей.
Прилтръ 1. Если примемъ ращональную прямую за 1, то площадь прямоугольника
•  •  •
построеннаго на первой биномиальной шжпервомъ выче/тъ п на единице будетъ а -Ь V «г— 
а квадратный корень изъ нея будетъ сторона квадрата: .
•  к
— Гай-& , ■»/ о—Ъ ■.
V а ± :  V tf—W — у  - g -  у  ~ ~ 2 —
т. е. просто биномъальная или вычетъ.
Пргъшръ 2. Квадратный корень изъ четвертой бипомгалъпый или четвертаго вы­
чета будетъ большая иррсщьональиая:
V  а ±  =  } /  ±  ] /" ’
2 ч 2
Предлооюетя 61—66 и 98—103 суть обратныя предъндущимъ, а именно: что квад­
раты шести иррацюнальностей сложеиныхъ даютъ бгтомъальпыя различныхъ норядковъ, а 
квадраты шести иррацюнальностей вычитаемыхъ даютъ шесть вычетовъ различныхъ но­
рядковъ. . .
Отдшъ4. Предложете 113. Прямоугольникъ построенный на одной изъ бином!аль- 
ныхъ, равный квадрату, построенному на рацюнальной прямой имеетъ высотою одинъ изъ 
вычетовъ.
Въ самомъ деле, мы имеемъ d'2—x(cH- V Ь) иди d̂ —x (V си- V Ъ), откуда:
d2(a— V" Ъ) d*( V а— V Ъ) .
® =  5 - “ » = -----^-Ь-----
оба суть вычеты.
Такъ какъ ( V а-\- 6) ( V сс— Vb) =  а—Ъ, то прямоугольникъ между биномгальною и 
• вычетомъ есть ращональный.
Предлооюете 115. Прямоугольникъ, построенный на биномгальной и вычеты, коихъ 
члены но членно соизмеримы и пропорщональны, будетъ ращональный.
Пусть a-\~V Ъ будетъ одна сторона прямоугольника, то ио условш другая будетъ 
ma—mVb. Следовательно прямоугольникъ будетъ:
т{а*—Ъ).
т
-Предложенье 117. Последнее предложеше десятой книги, содержитъ доказательство,
что дюгональ квадрата съ его стороною суть величины несоизмеримый.
щ \
Дается два доказательства изъ коихъ думаютъ, что первое не иринадлежнтъ Евклиду, 
а было вставлено однимъ изъ комментаторов^ или же Теономъ, который нереработыпалъ 
элементы Евклида; другое гораздо ироще. Первое основано . па томъ, что число въ одно 
время не можетъ быть четнымъ и яечетнымъ, а второе, что квадратъ дхагонали относится
къ квадрату стороны какъ 2:1. Впрочемъ, съ этимъ мнйшемъ высказаннымъ Нессельманомъ
•  *  • •  *
Вретшнейдеръ несогласенъ.
Десятая книга Евклида есть единственная, которая даетъ намъ по и я Tie о иррацю- 
нальной ариоыетикй у древиихъ. Дюгевъ Лаертсый уиомияаетъ еще, что Демокритъ 
прежде Евклида писалъ объ иррацшнальиыхъ величинахъ въ сочииеши, которое носило
—  *  )  Д  |  ^  щ ф  *  .названа п t g i  aA oyw r yQanfttov авЛ Vclotwv. . .
За этимъ въ течепш дйлыхъ восемнадцати стол&тш теория иррацшнальиыхъ вели­
чинъ оставалась въ забвенш, и только въ коицй XY столйпя ими началъ заниматься 
Лука Пачюли (Lucas Pacioli di Borgo).
КНИГА XL _
Книга первая „О т%лахъ£.‘
Опр е д е л е н !  я.
1. Ъъломъ (2xepsov) называется то, что им'Ьетъ длину, ширину и глубину.
Примгъч. 1. Отъ словъ GteQsov (гйло). и {iIqqs (м'Ьра) произошло назвате Стерео* 
метры, той части геометрш, которая занимается изсл'Ьдовашеыъ свойства т'Ьлъ. •
2. Пределы т'Ьла суть поверхности.
3. Прямая лишя перпендикулярна къ плоскости, если она образуетъ
. • ‘ . * | .
прямые углы со всеми прямыми лишями, лежащими въ это it плоскости и
) .
проходящими чрезъ нее.
4. Плоскость перпендикулярна къ плоскости, если прямыя лиши 
перпендикулярныя къ пересеченно этихъ плоскостей и лежа:гця въ одной 
изъ нихъ перпендикулярны и къ другой. ,
5. Наклонетемъ прямой линш къ плоскости называется острый уголъ, 
который она составляетъ съ прямой лишей проведенной чрезъ две точки 
изъ коихъ одна есть пересечете ея съ плоскостью, а другая точка пере-.




6. Наклонетемъ плоскости къ плоскости называется острый. уголъ, 
• составленный двумя перпендикулярами,, возставленными изъ какой нибудь
t
точки линш пересечешя трехъ плоскостей, къ самимъ плоскостямъ.
7. Две пары плоскостей имеютъ одинаковые углы наклонешя, если 
вышеупомянутые углы наклонешя равны.
8. Параллельными плоскостями называются татя, которыя никогда 
не встречаются.
9. Подобными телами называются татя, которыя ограничены, од­. •
нимъ и темъ же числомъ подобныхъ плоскостей.
10. Равными и подобными' телами, называются татя, которыя огра­
ничены одинаковымъ числомъ равныхъ и подобныхъ плоскостей.
*  /  .  •
*  /  ч
\
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Дримпч. 2. Определеше это, собственно говоря, пе есть онред'Ьлеше, а предло­
жеше, требующее доказательства. Пейраръ (Peyrard) доказалъ это оиред&дете для случая, 
когда телесные углы, составлены не бол'Ье какъ изъ трехъ плоскихъ угловъ; а мы докажемъ 
ниже это предложеше для выауклыхъ гЬлъ съ какими бы то нибыло телесными углами.
Робертъ Симсонъ утверждаетъ, что 10 определеше несправедливо для всЬхъ слу- 
чаевъ, а потому мнопя изъ догсазательствъ XI книги и некоторый доказательства XII 
книги имеютъ въ своемъ основашй ложное начало; на основанш этого онъ опускаетъ это 
определеше и замйняетъ его тремя теоремами, помещенными имъ всл'Ьдъ за нредложе- 
шемъ 22. Для доказательства того, что 10 определеше несправедливо въ нйкоторыхъ слу- 
чаяхъ, Симсонъ предполагаем два тел а, иы'Ьющихъ одинаковое число подобныхъ и рав­
ныхъ сторонъ, въ одномъ изъ этихъ т*Ьлъ одинъ уголъ вогнутый, въ другомъ же вей углы 
выпуклые. Но не очевидно-ли, что Евклидъ нмйлъ въ виду только тйла не имйюшдя вогну- 
тыхъ угловъ? Неужели нужно было это оговорить? Это определение вполне верно для вейхъ 
слу чаевъ, когда углы тела суть выпуклые.
Предложеше, поставленное Симсономъ на место этого определешя, выражено слй- 
дующнмъ образомъ: .
„Тйла, составленныя подобными плоскостями, равными по числу и по величине и 
подобно расположенными, коихъ телесные углы, составлены не болйе, какъ изъ трехъ 
плоскихъ угловъ, равны и подобны между собою“.
Предложеше это заключаетъ лишнее ycnoBie; изъ того что два тйла ограничены 
одинаковымъ числомъ равныхъ и подобныхъ сторонъ, прямо следуетъ, что стороны этихъ 
тйлъ одинаково расположены въ каждомъ изъ нихъ. Это. подобно тому, если бы мы ска­
зали, что треугольники, составленные равными и подобно расположенными сторонами равны 
и подобны между собою. *
• Предложеше Симеона состоитъ изъ двухъ случаевъ; если приложить одну изъ сто­г
ронъ перваго тйла къ соответствующей стороны второго, то можетъ случиться, что ос-
л  '  I
тальныя стороны перваго тела совместятся съ остальными сторонами втораго тела, или-же 
можетъ случится, что первое тело будетъ находиться вне втораго. Симсонъ доказываетъ 
только первый случай, и совершенно ничего не говорить о второмъ, который лежитъ въ 
основашй доказательствъ предложенш 28 и 40 книги XI, и доказательствъ предложенш 
& и 4 книги XII: а вотому все эти доказательства имеютъ действительно ложное начало 
въ силу поправокъ сдйланныхъ Симсономъ.
Удивленный, что геометры въ теченш ХШ столйтш верили въ справедливость 10 
определешя, Симсонъ говорить: „Но, что же должны мы сказать если это определеше 
неверно? Н е должны-ли мы сознаться, что геометры въ теченш ХГП вековъ были въ за- 
блужденш, относительно этого элементарнаго предложешя? Пусть это намъ послужить уро- 
комъ быть скромными и сознать какъ трудно быть всегда осмотрительными, какъ нашъ 
умъ слабъ, въ виду того, что мы пе можемъ оградить себя отъ одшбокъ, въ началахъ 
наукъ, которыя по справедливости называютъ самыми точными^.
Эти послйдн1я слова Симеона могутъ служить примйромъ, какъ нужно быть осто- 
рожнымъ при поправке техъ истинъ, которыя были приняты геометрами, въ теченш цй- 
лыхъ тринадцати вековъ!
11. Телесный уголъ есть взаимное наклонеше, по крайней м&ргЬ, 
трехъ прямыхъ лишй, не лежащихъ въ одной плоскости, но встречаю-
47В
щихся въ одной точке. Или: телесный уголъ есть тотъ, который огра-
ниченъ по крайней мере тремя плоскими углами,, не лежащими въ одной 
плоскости, но имеющими вершину въ одной точке.
12. Пирамида (Пирате) есть тело, ограниченное плоскостями, про-* 
веденными отъ какой нибудь плоскости къ точке, лежащей вне этой пос­
ледней.
13. Призма (Принос) есть тело, ограниченное плоскостями, изъ коихъ 
две противолежапця равны, подобны и параллельны, остальныя же суть па­
раллелограммы. ..
14. Шарь (Scpaipa), описанъ полукругомъ, вращающимся на непод- 
. вижномъ д1аметре.
15. Ось шара есть неподвижная прямая лишя, около которой вра­
щается полукругъ.
16. Центръ гаара есть центръ вращающагося полукруга.
17. Дъаметръ шара, есть прямая лишя проходящая чрезъ его центръ, 
пределомъ которой служитъ поверхность шара.
18. Конусъ (Kovoc) описанъ прямоугольнымъ треугольникомъ, вра-
V— I ,
щающимся около неподвижной перпендикулярной стороны. Смотря по­
тому, будетъ ли неподвижная перпендикулярная сторона равна, больше
или меньше другой вращающейся, мы иолучаемъ прямоугольный, тупоуголь-
<ный или остроугольный конусъ. . -
19. Ось конуса, есть неподвижный перпендикуляръ, около котораго
вращается треугольникъ. . .
20. Основаше конуса, есть кругъ описанный движешемъ перпендику­
лярной стороны. .
. 21. Цилиндръ (KoXiv5po<;) происходить отъ вращешя прямоугольнаго
параллелограмма, около неподвижной стороны.
22. Ось цилиндра, есть неподвижная сторона, около которой вращается
параллелограммъ. . •
■ 23. Основашя цилиндра суть круги, ограниченный противолежащими
вращающимися сторонами.
24. Подобные конусы и цилиндры суть те, въ которыхъ оси и д1а-
метры основашй пропорщональны.
25. Кубъ (Киро?) есть тело ограниченное шестью равными квад-
, •
ратами.
26. Тетраедръ (TerpasSpov) есть тело, ограниченное четырьмя рав­
ными и равносторонними треугольниками.




28. Додекаедръ (AofcexasSpov) есть тбло, ограниченное двенадцатью 
равными и равносторонними пятиугольниками.
29. Икосаедръ (EtxoaaeSpov) есть тЬло, ограниченное двадцатью рав­
ными и равносторонними треугольниками.
• Притъч, 3. Ларалммттедомъ называется т&ло ограниченное по парно параллель* 
нами плоскостями.
П р е д л о ж е н !  я.
Предложены 1. Части прямой лиши не могутъ лежать, одна надъ 




Доказат, Если это возможно, то пусть ЛВС будетъ прямая лишя, 
которой части: АВ  и ВС лежатъ, первая въ плоскости, а вторая надъ 
плоскостью. Продолжимъ часть АВ , лежащую въ плоскости, до точки D: 
тогда отрезокъ АВ  есть обпцй двумъ прямымъ лишямъ ABC ж АВВ, что 
невозможно, такъ какъ дв£ прямыя лиши могутъ или пересекаться только 
въ одной точк'Ь, или совпадать всЬми своими частями. А потому невоз­
можно, чтобы часть прямой лежала въ плоскости, а другая внй ея.
Притьч. 4. Это предложеше делается лшпнимъ, если принять онредйлеиш плоскос­
ти, которое мы даем!» въ цртгЬчаши 5. Кромй этого само доказательство Евклида 
неосновательно. Въ самомъ дйл£, онъ полагаетъ, что продолжение ВС части АВ, находя 
щеися въ плоскости, находится внй плоскости, а потомъ говорить: продолжимъ часть АВ  
въ плоскости до точки D. Если ВС есть продолжеше части' АВ , то уже нельзя сказать: 
продолжимъ АВ  въ плоскости до точки D. Это предложеше Евклидъ могъ доказать, осно­
вываясь на своемъ опредйленш плоскости (кн. 1, опр. 7), сказавъ что плоскость не была 
бы расположена одинаково относительно прямой ABC.
Предложеше 2. Дв£ пересйкаюпцяся прямыя линш АВ  и CD лежатъ 
въ одной плоскости; точно также всякш треугольникъ лежитъ въ одной 
плоскости (фиг. 441).
Доказать. На прямыхъ лишяхъ ЕС и ЕВ возьмемъ произвольныя 
точки F  и 6г, и проведемъ прямыя FG и
Если предположимъ, что часть EFG треугольника ЕСВ лежитъ въ какой
т
Нибудь плоскости, а остальная часть FCBG надъ этой последней, то часта 
EF  или EG прямыхъ ЕС или ЕВ лежатъ въ этой плоскости, друпя же 
части FC или GB надъ ней, что (кн. 11, пред. 1) невозможно. А потому
цг&лый треугольникъ ЕСВ лежитъ въ одной плоскости, въ которой лежатъ
t  _  _
ЕВ и ЕС, а следовательно (кн. 11, пред. 1) АВ и СВ.
Примъч. 5. Опред'Ьлеше плоскости Евклида также темно какъ и определеше пря­
мой. Новййипе геометры дали несколько опред^ленш плоскости.
Жеоюапдръ опред'Ьляетъ плоскость, говоря что это есть поверхность, на которой пря­
мая, им'Ья две обнщ точки съ ней, совмещается всеми своими точками.
Казалось бы съ перваго взгляда, что определеше плоскости Евклида (кн. 1, опред. 7)
совпадаешь съ этимъ последнимъ, но пред. 1, кн. 10 противоречить этому заключенно.
Гу ель (Houel) прибавляетъ къ этому: и что, какал нибудь, часть этой поверхности 
можетъ совместиться на той же поверхности или прямо, или обратно, т. е. после по­
ворота около двухъ ея точекъ.
Балътцеръ говоритъ, что плоскость есть поверхность, которая образуется движе- 
шемъ прямой, проходящей чрезъ данную точку и скользящей по данной прямой.
Такъ какъ на основанш этого определения нельзя доказать,' что прямая, имеющая 
съ поверхностью две общ!я точки, вся въ ней помещается, то онъ•принимаетъ это послед­
нее свойство какъ аксгому плоскости.
Такъ какъ на основашй первой части определения Гуеля или аксюмы плоскости 
Бальтдера, легко доказать вторую часть определешя Гуеля и показать, что поверхность, 
образуемая движешемъ прямой, проходящей чрезъ данную точку и скользящей по данной 
прямой есть плоскость, то мы и примемъ это определен1е. Итакъ плоскость есть такая 
поверхность, на которой прямая, имгъющая дел общъя точки съ пей, вся па /ней помп-
щается. . .
- Предложете. Чрезъ три данныя точки, не лежаиця на одной прямой можно про­
вести только одну плоскость, т. е. тремя точками плоскость вполне определяется.
Доказат. Пусть точки А, В ж С будутъ обшдя двумъ различнымъ плоскостямъ « и £.
Прямыя АВ, АС, ВС, соединяющая точки А и В, А и С, С и В, имея по две
обшдя точки съ плоскостями а и (в, будутъ совмещаться СЪ обеими плоскостями. Эти три
•  *  * •
прямыя делятъ каждую плоскость а и р на семь частей, изъ коихъ одна замкнутая АВС,
а остальныя открытыя. ■
Возьмемъ, какую нибудь, точку D  на плоскости « внутри замкнутой ея части п 
нокажемъ, что эта точка лежитъ и въ плоскости р. Въ самомъ деле, проведемъ чрезъ
точки А и D  прямую АВ, эта прямая, находясь вся въ плоскости «, • пересечен, прямую
Фиг. 441.
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' ВС, лежащую въ плоскостяхъ « и напримйръ въ точк'Ь Е. Такъ какъ точки А и В  
лежать въ обйахъ плоскостяхъ « и §■, то и вся прямая А Е  лежитъ въ плоскостяхъ
н въ плоскости р. Итакъ все точки замкнутой части ABC находятся въ об'Ьихъ плос- 
костяхъ а и р.
Возьмемъ еще точку D' на плоскости а въ незамкнутой ея части. Соединимъ эту 
точку съ одною изъ точекъ А , В , С, такъ выбранною, чтобы эта прямая пересекала ос­
тальную прямую. Пусть эта точка будетъ А, то AD' должна пересечь прямую ВС н по­
ложимъ, что она ее пересекаетъ въ точке Е'.
Такъ какъ точки А  и Е' находятся обе въ плоскостяхъ « и то и вся прямая • 
AD' будетъ лежать въ обеихъ плоскостяхъ, а следовательно и точка D', на ней лежащая, 
находится какъ въ плоскости «, такъ и въ плоскости Откуда видимъ, что все точки 
плоскости а совмещаются со всеми точками плоскости р.
Cmdcmeie 1. Прямая и точка вне прямой определяютъ плоскость. Въ самомъ 
деле, возьмемъ па прямой две, кашя нибудь точки, чрезъ эти точки и чрезъ дан­
ную проведемъ плоскость, эта плоскость вполне определяется и содержитъ данную пря­
мую. Легко также видеть, что каждая прямая, проходящая чрезъ данную точку и упираю­
щаяся на данную прямую вся лежитъ въ плоскости определяемой прямою и точкою. От­
куда образоваше плоскости движешемъ прямой. ‘
C.mdcmeie 2. Две пересекаюшдяся прямыя определяютъ плоскость. Въ самомъ деле, 
точка пересечешя прямыхъ и две точки произвольно взятыя, одна на одной, а другая на 
другой прямой, вполне определяютъ плоскость, въ которой лежатъ обе данныя пересекаю-
Щ1ЯСЯ прямыя.
Слпдствге 3. Всякую фигуру на плоскости можно передвинуть по плоскости, въ ка­
кое нибудь другое место плоскости безъ всякаго изменешя.
Въ самомъ дйле, возьмемъ три точки на взятой плоской фигуре и перенесемъ эту 
фигуру въ другое место плоскости, совместимъ три точки фигуры съ плоскостью, то оче­
видно все точки фигуры совместятся съ точками плоскости, такъ какъ въ противномъ 
случае чрезъ .три точки проходило бы две плоскости, что невозможно. Легко, точно также 
видеть, что взятая фигура, повороченная и другой стороной совместится съ плоскостью, 
въ какомъ нибудь другомъ ея месте.
я  •  .
Фиг. 440.
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Слшдствге 4. Пересечение двухъ плоскостей есть прямая лишя. В'Ь самомъ деле, 
если возьмемъ на иерес'Ьчеши двухъ плоскостей две, как!я иибудь точки и проведемъ чрезъ 
эти точки прямую, то эта прямая будетъ находится въ об'Ьихъ плоскостяхъ, следовательно 
она есть ихъ пересечете.
Дюъамелъ определяетъ плоскость такъ: плоскость есть поверхность образованная 
движетемъ прямой перпендикулярной къ другой прямой около которой она вращается.
Принявъ это определеше плоскости, легко показать., что прямая, имеющая дле об- 
я точки съ плоскостью вся съ ней совмещается.
Въ самомъ деле, легко видеть, что произвольно взятая точка М  на перпендикуляре 
АК, образующемъ въ своемъ движеши плоскость, находится въ равномъ разстоянш отъ 
двухъ точекъ В  и С, прямой ВС, для которыхъ А В —АС, А  есть точка въ которой пря­
мая ВС встречаемъ плоскость. Возьмемъ еще другую точку N  на перпендикуляре А К  въ 
другомъ его положенш и проведемъ прямую MN, то легко видеть, что треугольники 
BMN  и CMN равны.
На прямой MN  возьмемъ произвольно точку X, то очевидно, треугольники 
XBN—XNC, откуда Х В —ХС, т. е. прямая Х А  перпендикулярна къ ВС, следовательно 
точка X , прямой iffiV, находится въ плоскости MNA. Читателя просятъ составить чертежъ.
Такое определеше плоскости, какъ видимъ, требуетъ предварительныхъ понятш объ
углахъ, о равенстве треугольниковъ. Дюгамель въ своемъ сочиненш „Des methodes dans
*  +
les sciences de raisonnement“, и даетъ эти предварительныя сведешя прежде определешя 
плоскости. Дюгамель валгЬчаетъ, что определеше плоскости Лежандра и другихъ геонет-* 
ровъ заключаетъ безчисленное множество условш, которыя прямая должна выполнить па 
плоскости, и существуетъ-ли такого рода поверхность? Но противъ этого последняго 
можно сказать, что тотъ же воиросъ можно предложить и относительно определения прямой.
Мне каж'ется, что несравненно логичнее определить плоскость, какъ это делаетъ 
Вальтдеръ, и потомъ принять за аксюму свойство плоскости, что прямая имекн 
щая две обпця точки съ плоскостью вся на ней совмещается, а не доказывать это свой­
ство, какъ делаетъ это Дюгимель, вводя предварительныя поняия, которыя не имеютъ над­
лежащей ясности для начинающихъ изучеше геометрш.
Предложете 3. Две плоскости АВ и ВС пересекаются по прямой 
лиши ВВ  (фиг. 442).
. Фиг. 442.
Доказат. Пусть пересечете BD, общее плоскостямъ, не будетъ пря­
мая лишя; отъ точки D къ точке В  въ плоскости АВ проведемъ прямую 
линш D F B а въ плоскости ВС прямую литю В ЕВ, прямыя эти имеютъ 
две обпця точки, а следовательно заключаютъ пространство BEDF, что
4 7 8
(кн. 1 , пред. 12) невозможно. А потому JDFB и D E B  не Суть прямыя лиши, 
по этой же причине ни одна изъ прямыхъ проведенныхъ изъ точки D  къ 
точк'Ь В, кроме прямой В В  взанмнаго пересечешя этихъ плоскостей, не 
будетъ прямая лишя. Следовательно пересечете это есть прямая лишя.
Предлооюете 4. Прямая дитя Е Е  перпендикулярная, въ точке пе- 
ресечешя Д  двумъ прямымъ лишямъ А В  и СВ , п ер п ендикуляр на къ 






Доказат. Отложимъ Е В = Е А  и Е В —ЕС; проведемъ въ .плоскости 
прямыхъ А В  и СВ чрезъ точку Е  въ произвольномъ направлены прямую 
GEH. точно также проведемъ А В  и СВ и изъ произвольно взятой точки 
F  на прямой E F  проведемъ прямыя FA, FG, FB; F B , F H , FC. Въ 
A A E D e А  ВЕС, А Е ^ Е В , Е В —ЕС, Z  А Е В =  Z  В ЕС  (кн. 1, пред. 15). 
Следовательно (кн. 1, пред. 4) A D —CB и Z  В А Е =  Z  ЕВС.
А потому въ A  A G E  и А  ВН Е, Z.DAE— /.E B C , и (кн. 13 пред. 15) 
/ .A E G = / .B E H y кроме того А Е = Е В . Следовательно (кн. 1, пред. 26) 
GE—E H  и A G—BH.
Въ A F E A  и A  F E B , углы при точке Е  суть прямые, кроме того 
А Е —ЕВ, E B —EF. Следовательно (кн. 1, пред. 4) F A = F B .
• По той же причине въ A  F E D  и A FEC, прямая F B —FC.
Изъ этого следуетъ, что въ A  F A D  и A  F B C  прямыя F A —F B  и 
F D = F C .  Но мы имели, что А В ~ В С , следовательно (кн. 1, пред. В) 
A F A D = / .F B C .
Изъ этого следуетъ, что въ A  F A G  и A FBH, Z  F A D — Z  F B  С. Но мы 
имели, что A G —B H n F A —F B . Следовательно (кн. 1,пред. 4) FG^=FH.
Изъ этого следуетъ наконецъ, что въ A FEG  и A F E H , F G = F H ]  
сторона F E  общая обоимъ треугольникамъ. Но мы имели выше GE—EH', 
следовательно (кн. 1, пред. 8) Z G E F —  Z HEF. а потому E F  перпенди­
кулярна къ GEH , въ точке Е.
Подобнымъ же образомъ можно показать что прямая E F  перпен­
дикулярна ко всякой прямой GEH’ проходящей Чрезъ точку Е, лежащей
479
въ плоскости, проведенной чрезъ прямыя А В и ВС. Следовательно 
(кн, 11, опред. 3) прямая E F  перпендикулярна къ этой плоскости.
Предложите 5. Три прямыя линш ВО, ВТ), BE. исходящая изъ одной
«  I  •
точки В  лежатъ въ одной плоскости, если прямая перпендикулярна въ этой 
точке этимъ тремъ прямымъ (фиг. 444).
Фиг. 444.
А
Доказат. Если бы этого не было, то пусть В В  и B E  лежатъ въ 
плоскости, а ВС надъ плоскостью. Продолживъ плоскость проходящую по 
прямымъ А В  и ВС до встречи съ плоскостью, проходящую по прямымъ 
В В  л BE, пусть она встретить эту последнею по прямой лиши B F  (кн. 11, 
пред. 3), прямыя А В , ВС, B F  лежатъ въ одной плоскости.
Но А В  перпендикулярна къ В В  и B E  следовательно (кн. 11, 
пред. 4) она перпендикулярна и къ BF, следовательно / .A B F —d, а по 
условш AABC —d. А следовательно Z.ABF— /.A B C , что невозможно
(кн. 1, пред. 9). А потому прямая ВС находится не въ другой, а въ одной
%
и той же плоскости, какъ и прямыя В В  и BE.
Предлооюете 6\ Две прямыя А В  и СВ, нерпендикулярныя къ одной 
и той же плоскости, параллельны (фиг. 445).
Фиг. 445.
А
Доказат. Пусть В  и В  суть точки пересечешя перпендикуляра съ 
плоскостью. Проведемъ прямую ВВ, и возставимъ къ ВВ, въ точке В, 
перпендикуляръ B E  въ этой же плоскости; сделаемъ В Е —АВ', проведемъ 
еще прямыя BE, А Е , АВ.
Такъ какъ прямая А В  перпендикулярна къ плоскости, то (кн. 11,
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пред. 3) уголъ LABD  и £А В С  суть прямые. По этой же причине 
Z.CDB и Z QBE также прямые. Но A B = D E  и B D =B D , следовательно 
(кн. 1, пред. 4) AD—BE. Езъ этого следуетъ, что DE--AB, AD—BE, 
АЕ—АЕ\ а потому (кн. 1, пред. 8) /_ED A= Z.ABE=d\ следовательно 
ED  перпендикулярна къ DA, а также къ DB  и DC. Следовательно 
(кн. 11, пред. 5) BD, DA , DC лежатъ въ одной и той же плоскости, что 
и АВ  (кн. 11, пред. 2). Но LABD  и ABDC  суть прямые, следовательно 
(кн. 1, пред, 28) АВ  и CD параллельны.
Предлооюете 7. Прямая лишя, соединяющая две точки Е  и F  двухъ 
параллельныхъ лишй АВ  и CD, лежитъ въ одной съ ними плоскости 
(фиг. 446).
Фиг. 446.
Доказат. Если это не имеетъ места, то пусть она находится надъ 
плоскостью, какъ наиримеръ EGF. Чрезъ эту последнею прове­
демъ плоскость, которая (кн. 11, пред. 3) пересечетъ нижнюю плоскость 
по линш EF , которая съ прямой EGF  заключаетъ пространство, что 
невозможно (кн. 1, пред. 12). А потому прямая лишя, проведенная между 
точками Е  и F, лежитъ не надъ, а въ той же самой плоскости, въ ко­
торой лежатъ параллельныя'прямыя АВ  и CD. .
Предлооюете 8. Если изъ двухъ параллельныхъ лиши АВ  и CD, 
одна перпендикулярна къ плоскости, то и другая CD перпендикулярна 




Доказат. Пусть В  и D будутъ точки встречи параллельныхъ лишй 
съ плоскостью. Проведемъ BD: прямыя АВ, BD, DC лежатъ въ одной 
плоскости (кн. 11, пред. 7). Возставимъ перпендикуляръ DE, въ точке 
D, къ прямой DB . лежащей въ первой плоскости, отложимъ D E =A B  и 
проведемъ прямыя BE, АЕ AJD.
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Такъ какъ АВ  перпендикулярна къ основной плоскости, а прямыя
АВ  и СВ параллельны, то LABB— £ A B E ~ d  (кн. 11, опред. 3) и
    ,  /
Z  ABD-±-Z CDB=2d (кн. 1, пред. 29). Но Z ABD=^d, следовательно 
Z.CBB=d, а потому прямая СВ перпендикулярна къ прямой ВВ. .
Такъ какъ Z  А В В =  Z  ЕВВ—d, прямая АВ=ВЕ, ВВ=ВВ, то 
(кн. 1, пред. 4) АВ—ВЕ. А потому ВЕ—АВ, А В =В Е , АЕ—АЕ , сле­
довательно (кн. 1, пред. 8) /.А В Е = /.Е В А . Но /.ABFs=d, а потому 
Z E B A ~ d , и прямая ЕВ перпендикулярна къ прямой В А; но такъ какъ 
Z  BBE=d, то прямая ЕВ  перпендикулярна также къ прямой ВВ, сле­
довательно (кн. 11, пред. 4) она перпендикулярна къ плоскости,3 прове­
денной чрезъ прямыя В В и В А, а потому она перпендикулярна (кн. 1, 
пред. 3) и къ прямой ВС, которая лежитъ въ одной плоскости съ 
треугольникомъ АВВ. Изъ этого следуетъ, что СВ перпендику­
лярна къ BE, но мы видели, что СВ перпендикулярна къ ВВ, следо­
вательно (кн. 11, пре. 4) она перпендикулярна къ плоскости, въ которой 
лежатъ BE  и ВВ, т. е. къ плоскости прямой АВ.
Предложете 9, Црямыя АВ  и СВ параллельныя прямой ЕЕ, не ле­
жащей съ ними въ одной плоскости параллельны между собою (фиг. 448).
Фиг. 448.
Доказат. Возьмемъ на прямой ЕЕ произвольную точку G, въ этой 
точки возставимъ перпендикуляры къ прямой ЕЕ\ одинъ СП, лежащгй въ 
плоскости, проведенной чрезъ прямыя ЕЕ  и АВ\ другой Grl въ плоскости, 
проведенной чрезъ прямыя EF  и СВ. Изъ этого следуетъ, что прямая 
^^перпендикулярна къ прямымъ СП и G1, а потому (кн. 11, пред. 4) 
она перпендикулярна къ плоскости проведенной чрезъ прямыя GH и С1\ 
кроме того она параллельна прямой АВ, изъ этого следуетъ (кн. 11, 
пред. 8) что АВ также перпендикулярна къ этой плоскости. По той же 
причине и прямая СВ перпендикулярна къ этой же плоскости. Следо­
вательно (кн. 11, пред. 6) АВ  и СВ параллельны.
Предлооюете 10. Два угла АВС й DEE, лежатще въ различныхъ 
плоскостяхъ, коихъ стороны АВ и DE , ВС и EF  параллельны, равны
I
между собою (фиг. 449). .
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Доказат. Отдожнмъ АВ—ВЕ, BC=EF  и проведемъ прямыя АВ
QF, ВЩ AC, DF. ’
Фиг. 449.
%
Такъ какъ АВ  и B E  равны и параллельны, то (кн. 1, пред. 33) 
прямыя АВ  и BE  также равны и параллельны. По той же причине СЕ 
и BE  также равны и параллельны. Следовательно (кн. 11, пред. 9 и кн. 1, 
пред. 1) AD  и GF равны и параллельны, а потому (кн. 1, пред. 33) АС 
и B F  равны и параллельны. Итакъ AC—BF, А В =В Е , ВС—ЕЕ, сле­
довательно (кн. 1, пред. 8) Z А ВС =  Z BEF.
Предложеше 11. Изъ данной точки А, надъ данной плоскостью, опу­
стить на нее перпендикуляръ (фиг. 450)?
Фиг. 450.
Рмшеше. Въ данной плоскости проведемъ произвольную прямую ВС 
и опустимъ на нее перпендикуляръ АВ  (кн. 1, пред. 12). Если АВ  пер­
пендикулярна къ данной плоскости, то задача решена. Если же прямая 
АВ  не перпендикулярна къ данной плоскости, то возставимъ въ данной 
плоскости къ прямой ВС въ точке В  перпендикуляръ BE, а изъ точки 
А опустимъ перпендикуляръ АЕ  на прямую BE, этотъ перпендикуляръ 
AF  будетъ искомый.
Чрезъ точку F  проведемъ прямую СП  параллельную прямой ВС. 
Такъ какъ прямая ВС перпендикулярна къ прямымъ B E  и ВА, то она 
перпендикулярна къ плоскости, проведенной чрезъ B E  и В А  (кн. 11,
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пред. 4), но GH параллельна прямой ВС, а потому прямая \ОЖ '.также 
перпендикулярна къ этой плоскости (кн. 11, пред. 8), следовательно она 
перпендикулярна къ прямой FA, которая пересекаетъ прямую GHвъ точке 
.лежащей въ плоскости проведенной чрезъ прямыя BE  и В А (кн. 11, 
опред. 3). Следовательно AF  перпендикулярна къ 6г£Г; но по предъиду- 
щему она также перпендикулярна къ BE , а потому она перпендикулярна, 
къ плоскости проведенной чрезъ прямыя GH и BE  (кн. 11, пред. 4), т; е. 
къ данной плоскости.
Предлооюете 12. Изъ данной точки А, лежащей въ данной плоско­
сти, возставить къ ней перпендикуляръ (фиг. 451)?
Ргьшете. Надъ плоскостью возьмемъ произвольную точку В, и изъ нея
(кн. 11, пред. 11) опустимъ перпендикуляръ ВС на данную плоскость, чрезъ 
точку А проведемъ прямую АВ  параллельную ВС, это и будетъ искомый 
перпендикуляръ.
Въ самомъ деле, АВ  и ВС параллельны, а прямая СВ перпендикулярна 
къ данной плоскости, следовательно и прямая АВ  будетъ перпендикулярна 
къ данной плоскости (кн. 11, пред. 8).
Предлооюете 18. Изъ точки А} лежащей въ плоскости, нельзя воз­
ставить къ ней два перпендикуляра, лежапце по одну и ту же сторону 
плоскости (фиг. 452). '
Доказат. Пусть, если возможно, въ точке А  возставлены два перпенди­
куляра АВ  и АС, лежапце по одну сторону плоскости. Проведемъ чрезъ эти 
перпендикуляры плоскость, то она пересечетъ данную плоскость по прямой 
лиши ВАЕ  (кн. 11, пред. 3); следовательно прямыя АВ, АС и АЕ  ле­
жатъ въ одной плоскости. Но Z ВАЕ  и Z.CAE суть прямые, такъ какъ 





жить прямая АЕ; а потому /_ В А Е ~ ^ С А Е ,  что невозможно (кн. 1,
пред. 9), такъ какъ они лежатъ въ одной плоскости. Следовательно не-
■ •
возможно, чтобы одновременно ирямыя АВ  и АС были перпендикулярны,
*  *  •
къ одной и той же плоскости, въ точк'Ь А ■
Предложеше 14. Двй плоскости СП и 22F, къ которымъ перпенди­
кулярна одна и таже прямая АОВ, параллельны между собою (фиг. 453).
Доказат. Если бы оне были не ‘параллельны, то продолживъ ихъ 
на достаточное разстояше, оне встретятся и пересекутся по прямой ли­
нш GH (кн. 11, пред. 3). На прямой GH возьмемъ произвольную точку 
К ‘ и проведемъ прямыя лиши КА  и КВ, лежапця въ продолженныхъ 
плоскостяхъ CD и EF. Такъ какъ АВ  перпендикулярна къ ЕЕ, то она 
также перпендикулярна къ BE., а потому /_ABK—d. По той же при­
чине Z B A K = d . Следовательно въ £\ЕАВ  сумма двухъ угловъ равна 
двумъ прямымъ угламъ, что невозможно (кн. 1, пред. 17). Изъ этого сле­
дуетъ, что плоскости CD и ЕЕ  по продолженш не встречаются, а потому 
оне параллельны (кн. 11, опред. 8). .
Предложеше 15. Если прямыя линш, составляющая стороны двухъ 
угловъ ABC и DEF, лежащихъ въ различныхъ плоскостяхъ, параллельны, 





Доказат. Изъ точки В  опустимъ (кн. 11, пред. 11) перпендикуляръ 
BG  на плоскость DF\ чрезъ точку G проведемъ въ этой плоскости пря- 
вык ED и ЕЕ  параллельныя GJS и 01. .
Такъ какъ B G  перпендикулярна къ плоскости BF, то Z В G H ~ d— 
— /_ B G I  (кн. 11, опред. 3). Но прямая А В  параллельна ED, а ЕВ  па­
раллельна GH , следовательно А В  параллельна GE  (кн. 11, пред. 9), а
потому Z.BGH -)r-/.ABG=2d  (кн. 1, пред. 29). Следовательно Z.A B G =d,
*
а потому GB  перпендикулярна къ В А Г по той же причине она пер­
пендикулярна къ ВС; следовательно она перпендикулярна къ плоскости АС  
(кн. 11, пред. 4). Но по предъидущему GB  перпендикулярна къ плоскости 
BF. Следовательно плоскости АС  и B F  параллельны (кн. 11, пред. 14).
Предлооюете 16. Пересечешя E F  и GH  двухъ параллельныхъ плос­
костей А В  и СВ третьею EFGH , параллельны между собою (фиг. 455).
\
' . ■ Фиг. 455.
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Доказат.. Пусть E F  и GH  не будутъ параллельны, то оне встретятся 
(такъ какъ оне лежатъ въ одной плоскости) по достаточномъ продолженш, 
напримеръ въ точке I. Такъ какъ прямая лишя E F I  вся лежитъ въ плос­
кости АВ, то точка J, которая принадлежитъ прямой EFI, также лежитъ 
въ плоскости А В  (кн. 11, пред. 1). По той же причине точка I  ле­
житъ и въ плоскости СВ, а потому плоскости А В  и СВ по достаточномъ 
продолженш встречаются, что противоречить нашему положенно. По той 
же причине E F  и GH  не могутъ встретится и по другую сторону, а 
потому оне параллельны.
Предлооюете 17. Две прямыя линш А В  и СВ параллел ьными плос­
костями GH, I K  и LMy разсекаются на части пропорцюнальныя (фиг. 456).
Доказат. Пусть прямыя А В  и СВ разсекаются прямыми GH, IK  
и LM  въ точкахъ А, Е , В; (7, F  и В. Проведемъ прямыя АС , В В  и 
В А 1 изъ коихъ последняя въ точке N  пересекаетъ плоскость IK; затемъ 
проведемъ прямыя E N  и NFr
Но такъ какъ линш пересечешя ЕЛЯ и В В  параллельныхъ плоскос­
тей I K  и LM, плоскостью ENBB, параллельны (кн. 11, пред. 16), то сле­
дуетъ (кн. 6, пред. 2), что:
AE: E B = A N : NB
По той же причин^:
A N : N D = G F : FD  
Следовательно (кн. 5, пред. 11):




Предложеше 18. Если прямая лишя АВ, перпендикулярна къ ка­
кой нибудь плоскости, то все плоскости проходяпця чрезъ эту линш пер­
пендикулярны данной плоскости (фиг. 457).
Доказат. Чрезъ прямую АВ  проведемъ произвольную плоскость BE,
  •>
которая пересекаетъ данную плоскость по прямой лиши ЕС (кн. 11, пред. 3). 
Къ прямой ЕС, лежащей въ плоскости DE, возставимъ перпендикуляръ 
FG , следовательно Z GFE=d. Но прямая АВ  перпендикулярна къ дан-
Фиг. 457.
Т) G~ S '
ной плоскости, а потому Z A B E = d  (кн. 11, опред. 3). Следовательно пря­
мыя АВ  и FG параллельны (кн. 1, пред. 28). Изъ этого следуетъ, что 
прямая FG (равно какъ и всягай другой перпендикуляръ, возставленный 
къ прямой СЕ въ плоскости B E )  перпендикулярна къ данной плоскости 
(кн. 11, пред. 8), а потому (кн. 11, опред. 4) и плоскость 1)Е (проходящая 
чрезъ прямую АВ) перпендикулярна къ данной плоскости.
Предложеше 19. Если две пересекаюпцяся плоскости АВ  и ВС
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перпендикулярны къ третьей, то и лишя ихъ взаимнаго пересечешя ВВ, 









Доказат. Пусть ВВ  не перпендикулярна къ данной плоскости, сле­
довательно она не перпендикулярна къ прямымъ В А и ВС: пусть BE въ 
плоскости АВ  перпендикулярна къ ВА  и BF, лежащая въ плоскости 
ВС перпендикулярна къ ВС. Следовательно (кн. 11, опред. 4) прямыя BE  и 
B E  были бы перпендикулярны къ данной плоскости, что невозможно (кн. 11, 
пред. 13). Следовательно никакая другая прямая, кроме прямой ВВ , не 
можетъ быть перпендикулярна къ данной плоскости.
Примьч. 6. Если изъ точки взятой внутри двугранкаго угла опустимъ на его сто­
роны перпендикуляры, то уголъ между этими перпендикулярами будетъ дополнять уголъ 
между плоскостями до двухъ прямыхъ угловъ, т. е. если чрезъ А  назовемъ уголъ между 
плоскостями, а чрезъ В  уголъ между перпендикулярами, то мы будемъ иметь:
А. Н- В 2d.
Въ самомъ д'Ьлй, если проведемъ плоскость по двумъ перпендикулярамъ, то эта 
плоскость будетъ перпендикулярна къ пересЬчешю плоскостей, составиягощихъ двугранный 
уголъ, пересЬчещя ея съ гранями угла будетъ уголъ двухъ плоскостей, стороны его 
будутъ перпендикулярны къ перпендикулярамъ, опущеннымъ изъ взятой точки на стороны 
угла, следовательно здесь образуется четыреугольникъ въ которомъ два ума будутъ пря­
мые, а следовательно сумма остальныхъ равна 2d.
Предлоэ/сете ,20. Сумма двухъ изъ плоскихъ угловъ ВАС, CfAB 




Доказат, Если эти три угла равны, то очевидно, что сумма двухъ
4 8 8
изъ нихъ больше третьяго. Если же они неравны: пусть / В А С  больше
•  •
каждаго изъ двухъ другихъ. Сделаемъ /В А Е —/В А В  и А Е = А В .  Про- 
ведемъ чрезъ точку Е  прямую ВЕС , которая пересйчетъ прямыя АВ  и 
АС въ точкахъ В  и С, проведемъ еще прямыя DB  и ВС.
Такъ какъ /  ВАЕ— /  ВАВ, А Е = А В , АВ—АВ) то В Е = В В  
(кн. 1, пред. 4). Но ВВ-\-ВОВЕ~ь-ЕС  (кн. 1, пред. 20), а потому 
В О Е С • такъ какъ А В = А Е , АС общая и В О Е С , то /В А С >  /  ЕАС 
(кн. 1, пред. 25); но / В А В =  /.В А Е , следовательно Z ВАС-+-Z ВАВ^> 
>/^ВАС  (кн. 1, пред. 4).
Предлооюете 21. Во всякомъ телесномъ угле А, составленномъ изъ 
плоскихъ угловъ Z ВАС, /С А В , /.В А В , сумма этихъ последнихъ меньше 
четырехъ прямыхъ (фиг. 460).
Доказат. На прямыхъ АВ, АС  и А В  возьмемъ произвольныя точки 
В, С и В ,  и проведемъ прямыя ВС, СВ и В В .
Такъ какъ телесный уголъ В  составленъ т:г,ъ трехъ плос.кихъ угловъ СВ А, 
A B D n B B C ,  то (кн. 11 ,  пред. 2 0 )  /С В А -+ - /А В В 7 >  /  ВВС. По той же 
причине въ телесномъ угле С, / В С А - \ - / А С В > / В С В ,  а въ телесномъ 
угле В , / С В А - + - / А В В >  / В В С .  Следовательно Z СВА-+-/  A B B -h  
■+ Z ВС А  -+- /  АСВ  -+- z СВ A  ч~ Z А В В >  /  В В С  Ч - / В С В Ч - /  ВВС. Но
сумма последнихъ трехъ угловъ равна 2d (кн. 1, пред. 32). А потому 
сумма первыхъ шести изъ вышенаписанныхъ угловъ >  2с?. Но сумма трехъ 
угловъ, въ каждомъ изъ треугольниковъ АВС, АСВ  и А В В  равна двумъ 
прямымъ, а потому сумма всехъ девяти угловъ этихъ трехъ треугольни­
ковъ равна 6cL Но сумма шести угловъ: . /  СВАч- /  АВВ-ь- /  ВСА-ъ-
,  j  *  .  •  *  * ■ • •
тЬ/А С В -+ - /С В А -+ - / A B B > 2 d ,  следовательно сумма остальныхъ трехъ 
угловъ /В А С - + - / С А В - \ - / В А В < Ы .  Подобнымъ же образомъ доказы­
вается это предложете для телеснаго угла А, составленнаго не изъ 
трехъ, а изъ большаго числа плоскихъ угловъ.
Примгьч. 7. Если внутри триграннаго угла возьмемъ точку и изъ нея опустимъ на 
стороны двуграннаго угла перпендикуляры, то они образуютъ тригранный уголъ, который 
называется дополнителъиымъ даннаго угла.




чрезъ Al, В', С' означимъ ruiocitie углы, составлявшее дополнительный тригранный уголъ, 
чрезъ а, Ъ, с двугранные углы даннаго триграннаго, и наконецъ чрезъ а', Ъ', с' означимъ 









Такъ какъ А-\-В-\~С<.Ы, то очевидно что a'-hb' i-e,>2d  и cQd, т. е. во всякомъ 
тригранномъ углй сумма двугранныхъ угловъ больше двухъ прямыхъ и меньше шести пря­
мыхъ.
Легко видеть, что сумма двугранныхъ угловъ во всякомъ многогранномъ углй заклю­
чается между 2dn и 2d(n—2), гд& п есть число сторонъ многограннаго угла.
Предлооюете 22. Если сумма двухъ изъ трехъ плоскихъ угловъ 
/.ЛВС, LDFF  и Z СШ  больше третьяго, и если прямыя лиши состав­
ляются эти углы сдЬлаемъ равными; то изъ прямыхъ лишй ЛС, JDF и GI, 
соедиияющихъ оконечности равныхъ прямыхъ, можно построить тре­
угольникъ (фиг. 461).
Фиг. 461.
Доказат. ЗдЬсь нужно (кн. 1, пред. 22) только доказать, что сумма 
двухъ изъ этихъ прямыхъ AC, DF и GI больше третьей.
Положимъ, что вей три плосше углы /.ЛВС, /D F F  и Z GHI 
равны мелсду собою, то равны также между собою и прямыя ЛС, DF  и 
GI (кн. 1, пред. 4); а потому сумма двухъ изъ нихъ, очевидно, меньше 
третьей.
Положимъ, что плоыае углы неравны: отъ точки П, на прямой HI 
отлолшмъ Z IHK— Z ЛВС, отложимъ НК=Н1  и проведемъ прямыя 
GK  и K I
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Такъ какъ Z А В С =  Z Ш К ,  и А В = Ш = В С ~ Н К  то (кн. 1, пред. 4) 
А С = 1 К .
Но Z  ABC-h  Z  GHI, т. е. £ G H K >  / B E F ,  и G H = B E = H K = E F ,
то GK^>BF  (кн. 1, пред. 24). Но мы имеемъ также (кн. 1, пред. 20) 
GI-+-IK, т. е. GI- ь  А О  G K . Следовательно, т'Ьмъ более G l- i - A O B F .
Другое доказат. Пусть / .А В С , одинъ изъ трехъ неравныхъ угловъ, 
больше каждаго изъ остальныхъ Z  B E F  и Z  GUI, то сторона А С  больше 
(кн. 1, пред. 24) каждой изъ остальныхъ B F  и GI, а потому очевидно, 
что A G -+-BF>G I , и A C -h G I > B F ; остается еще доказать, что B F-h  
-h G I > A C  (фиг. 462).
Фиг. 462.
На прямой АВ, въ точке В, отложимъ Z  А В К =  Z  GHI (кн. 1, пред. 23), 
сделаемъ ВК=Н1, и проведемъ А К  и КС. Поэтому Z  А В К =  /G H I,  и 
A B = G H = B K = H 1 \ а потому AK—GI (кн. 1, пред. 4).
Но такъ какъ / E - h / G H I > /А В С ,  и /G H I — /A B K ,  то 
/Е^> /С В К ;  кроме того C B = E F = B K = E B , следовательно BF^>CK 
(кн. 1, пред. 24). А потому изъ выше сказаннаго следуетъ, что GI=AK. 
следовательно, BF-hGI^> CK-hAK, но СК-\-АК^> А С (кн. 1, пред. 20), 
поэтому темъ более, DF-hGI>AC.
Cmdcmeie. По даннымъ двумъ прямымъ лишямъ АВ  и NK, изъ 
коихъ A B >N K , найти такую прямую NQ, чтобы квадратъ построенный 
на прямой АВ  былъ бы больше квадрата построеннаго на прямой NK, 




На прямой АВ  опишемъ полукругъ, впишемъ въ него прямую 
A C = N K  и проведемъ СВ, то СВ и будетъ искомая NQ.
Такъ какъ Z ACB=d  (кн. 3, пред. 31), то \ЗАВ=П}АС-\-\ЗСВ
1
(ки. 1, пред. 47), но AC—NK, следовательно □  А В =  □  NK-h□  ВС, от­
куда следуетъ, что □  \Z\BC, следовательно BC—NQ.
Предлооюете 23. Изъ трехъ данныхъ плоскихъ угловъ Z ABC, /D E F  
и Z.GHI, сумма которыхъ меньше четырехъ прямыхъ, и изъ коихъ сумма 
двухъ какихъ нибудь изъ нихъ больше третьяго, составить телесный уголъ 
(фиг. 464)?
Pmaeuie. На сторонахъ этихъ угловъ отложимъ равныя части АВ, 
ВС, ЕВ, ЕЕ\ HG, HI и проведемъ прямыя AC, DF  и G1; изъ трехъ 
последнихъ прямыхъ можно построить треугольникъ (кн. 11, пред. 22).
Фиг. 464.
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Пусть AKLM, будетъ этотъ треугольникъ, въ немъ KL=AC, LM—DE, 
MK—GI. Около A KLM  опишу кругъ (кн. 4, пред. 5); центръ N  этого 
круга упадетъ или внутри, или вне, или наконецъ на одну изъ сторонъ 
A KLM. Проведемъ прямыя NK, NL и NM, то во первыхъ нужно дока­
зать, что AB>NK, а во вторыхъ построить искомый телесный уголъ 
падъ AKLM. .
Первая часть. Докажемъ, что AB^>NK  ̂ такъ какъ АВ н̂е можетъ 
быть ни равна, ни меньше NK.
1 • Если центръ N  круга упадетъ на одну изъ сторонъ LM  треуголь­
ника KLM.
Если бы A B =N K , то ВЕ-Ч- EF=LN-{-NM—LM, потому что АВ= 
—JDE—EF  и NK=LN=NM . Следовательно LM=DF. А потому JDE-h 
-\-EF~DF, что невозможно (кн. 1, пред. 20). Изъ этого следуетъ, что АВ 
не равна NK. Если бы было AB<NK, то изъ предъидущаго следовало бы, 
что DE-+-EF<DF, что еще менее возможно. А потому не можетъ 
быть ABKNK.
2. Если центръ N падаетъ внутри A KLM  (фиг. 465). •
Если бы AB—NK, то BC=NL , а какъ A C =K L , то Z АВС= 
=Z,K N L  (ки. 1, пред. 8). По той же причине Z BEF — Z LNM 
и Z GHI—/_MNK. Следовательно Z АВС-+-Z DEF-hZ GHI=  Z KNL-h 
4 -  Z LNM-\~ Z MNK; но сумма последнихъ трехъ угловъ равна четырехъ 
прямымъ (кн. 1. пред. 15, слЪд.)., следовательно и сумма трехъ первыхъ
I
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угловъ также равна четыремъ прямымъ, что противоречить п о л о ж е н н о  
что сумма ихъ < 4 $ . А потому н е  можетъ быть, что A B = N K
Если бы было A B < N K \ то сдйлавъ N O =A B , N P=BC  проведемъ пря­
мую ОР. Такъ какъ А В =В С , то N O =N P  и ОК=РЦ  следовательно ОР 
параллельна K L  (кн. 6, пред. 2), а потому Д2УОРи A N KL  равноугольны
Фиг. 465.
(кн. 1, пред. 29), следовательно N K :N O = K L :O P  (кн. 6, пред. 4 и 
кн. 5, пред. 16), но NK>NO, а потому KL>O P; но KL—AC, сле­
довательно АС]> О Р. Но мы имели, что AB—ON и BC===NP, сле­
довательно / А В О /O N P  (кн. 1, пред. 25). Точно также мож­
но показать, что Z DEF^> /  LNM и /  G H I> /  MNK. Следова-,
тельно сумма трехъ угловъ /  ABC, Z DEF, Z CHI больше суммы трехъ
-*
угловъ около точки iV3 а потому эта сумма больше четырехъ прямыхъ, что 
противоречить нашему положенш. А потому не можетъ быть ABKNK.
3. Если точка N  лежитъ вне Д Я Х Ж  (фиг. 466).
Фиг. 466.
В  G r  X
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Если бы A B =N K , то, такъ какъ A B =N R =zN L ~B C  и AC^LK, 
Z АВС=  Z LNK  (кн. 1, пред. 8); по той же причине Z G H I=  Z KNMt 
следовательно Z LNM— Z ABC-h Z GHI. Итакъ Z ABC-h Z GHI>  Z BEF. 
Следовательно ZLNM >  Z DEF. Ho, D E = L N ~ E F = N M , и DF=LM,
to /L N M —/D E F  (кн. 1, пред. 8), что противоречить предъидущему
/L N M >  /D E F .  Следовательно не можетъ быть A B =N K .
Если бы было A B <N K , то сделавъ NO=AB, NP—BC проведемъ 
прямую ОР, Такъ какъ А В =В С , то N O =N P  и OK—PL , а потому ОТ 
параллельна K L , следовательно Л NOP и ANKL  равноугольны, а потому:
N K:N O =:KL:O P
Qj ~ 7 Г
следовательно, какъ NK>NO , то KL>OP. Но KL—AC, следова­
тельно А О О Р . Но мы имели, что AB=ON  и BC=NP , следовательно 
Z А В О  /  ОЖР. Пусть NR=NO=NP\ проведемъ прямую O.R, то по той же 
причине Z £Я Г >  Z OJVJ?. На прямой ЖЕ построимъ углы Z.XNS— ̂ ABC  и 
Z KN T=  Z 6гЯ1, отложимъ прямыя и IV27 равныя каждая прямой Ж), 
проведемъ Off, ОТ и ОТ. Такъ какъ ^ Б = 0 Ж = 5 С = Ж , и Z АВС=  Z ОЖ : 
то т. е. KL—OS. По той же причине RM—OT= GI. Изъ этого сде- 
дуетъ, что LK—OS, КМ=ОТ\ но (АРОВ, т. е.) Z LKMy>Z SOT, по­
этому LM >ST  (кн. 1, пред. 24), следовательно BF>ST. Но какъ 
NS=BEy NT—EF  и BF>ST , то £ B E F >  Z.SNT (кн. 1, пред. 25). 
Но мы имели, что /_SNT=/_АВС-\-,/_CHI. Следовательно ,/D E F >  
> Z.ABC-+-Z_GrHI, что очевидно противоречить нашему положенно. А. 
потому не можетъ быть AB^>NK.
Вторая часть. Построете искомаго телеснаго угла (фиг.464,465 и 466). 
Изъ выше приведеннаго доказательства видно, что во всехъ случаяхъ АВ>КЩ  
возставимъ (кн. 11, пред. 12) къ плоскости круга KLM, въ точке N, 
перпендикуляръ NQ, отложимъ на немъ длину такую, чтобы \Z\AB— 
=\Z\KJST-+-\Z\NQ (кн. 11, пред. 22, след.), и проведемъ прямыя QK, QL и 
QM, то при точке Q будетъ искомый телесный уголъ.
Прямая NQ перпендикулярна къ плоскости KLM , следовательно она 
перпендикулярна къ тремъ прямымъ лишямъ NL, ЖК и NM. Поэтому 
при точке N  прямые углы, и KN—NL, QN—QN, следовательно KQ=QL  
(кн. 1, пред. 4), по той же причине QM=QK, а потому QK=QL=QM. 
Но \ЗА В =  □  ЮТ-ь□  NQ и такъ какъ Z QNK=d, то QQK=\Z\KN-h 
-ь-П-ЭД?, а потому \3AB=\3QK, следовательно AB=QK=QL=QM . 
Такъ какъ QK=AB, QL—BC, KL=AG , то Z KQL=  Z А ВС (кн. 1, пред. 8). 
По тон же причине /JLQM—/B E F  и /_MQK^=/_GHI. Следовательно при 
точке Q построенъ искомый телесный уголъ, ограниченный плоскими уг­
лами ,/KQL, ZLQM, ZMQK, равными даннымъ плоскимъ угламъ /_АВС, 
/B E F  и Z.GHI.
Предложеше 21. Если тело CBGH, ограниченно (попарно шестью) па­
раллельными плоскостями, то эти последшя суть параллелограммы; в ся м
ъ*
две противолежапця площади AC, GF; BG , СЕ; FB , АЕ  равны другъ 
другу (и подобны), (фиг. 467).
Первая часть. Такъ какъ BG и СЕ параллельны и пересечены АС, 
то А В и СВ параллельны (кн. 11, пред. 16). Но BF  и АЕ  также па­
раллельны и пересечены АС, а потому АВ  и ВС параллельны. Следова­
тельно АС есть нараллелограмъ. Точно -такимъ же образомъ доказывается, 
что GF, а также BG, СЕ и FB, АЕ  суть параллелограммы.
Вторая часть. Въ нлоскостяхъ BG и СЕ проведемъ даагопали АН
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и DF. Такъ какъ АВ  параллельна DC ж ВН  параллельна CF, то </АВП = = 





/ „  V.--*" . . .
с
/̂ 77ль •
пред. 34). Следовательно ААВИш  ADCF  (кн. 1, пред. 4), поэтому 
2AABH=i2ADCF , следовательно B G =C E  (кн. 1, пред. 34). (Но, кроме
того, AB—D С =  GH=EF, A G = D E = B H aC F ,  и углы въ BG  соответ-
%
ственно равны угламъ въ СЕ, то также B G ^C E ). Подобнымъ же обра­
зомъ доказывается, что АСш GF и FB ш АЕ.
■ Предложете 25. Параллелепипедъ ABCD разсеченъ плоскостью ЕЕ, 
параллельной двумъ противолежащимъ плоскостямъ АП  и D L : то отсе­
ченный тела A J  и ID, относятся между собою какъ ихъ основашя 
АЕ  и 1C (фиг. 468).
Фиг. 468.
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Доказат. Продолжимъ AL въ обе стороны; возьмемъ произвольное 
число отрезковъ LP, PQ равныхъ LI, а также произвольное число отрез- 
коъъ AJSfj N0 равныхъ A I; доиолнимъ параллелограммы АВ , ВО, LY, 
YQ, а также тйла NH, OV, L T ’ PZ. Такъ какъ IA—AJ8—N0, то 
EA—AJl—BO ж E H = H B = B S  (кн. 1, пред. 36), точно такясе J .J?=iV F=  
z=OS (кн. 11, пред. 24). А потому во всйхъ трехъ телахъ JA , AV , VO, 
выше иоименованныя, другъ протявъ друга лежанья, плоскости равны и по­
добны. Следовательно эти три тела равны (кн. 11, опред. 10). По той же 
причине три тела ID, DJP, BZ  также равны. Следовательно OJ такое 
же кратное отъ AJ, какъ ОЕ отъ АЕ, a JQ такое кратное отъ ID, какъ
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EQ отъ IC. Но если OE^EQ, то OJ =  JQ. Следовательно (кн. 5, опред. 5)
A J : I B = A E : IG. ' ^
>
'Предлооюете 26. При данной прямой АВ, и при данной






Ргьшете. Пусть данный телесный уголъ В , составленъ изъ плоскихъ 
угловъ EDC, ЕВЕ  и FBG. Изъ произвольной точки F  прямой BF , опус­
тимъ перпендикуляръ FGr, на плоскость, проходящую чрезъ ЕВ и ВС, 
встречавшей эту плоскость въ точке G, проведемъ BG. На прямой 
АВ , въ точке А построимъ уголъ /B A J= :/E B C , и (въ плоскости, прове­
денной чрезъ В А и AJ) /B A I —/E B G ;  сделаемъ A I~ B  G: къ плоскости 
проведенной чрезъ / BAJ, въ точке I  возставимъ перпендикуляръ IH  
(кн. 11, опред. 12), отложимъ IH =G F  и проведемъ АН, то телесный 
уголъ при А  равенъ данному телесному углу при В.
Отложибъ А В = В Е  и проведя НВ, IB , FE, GE: то, такъ какъ FG 
перпендикулярна къ данной плоскости, Z FGB, Z FGE будутъ прямые 
(кн. 11, опред. 3), по той же причине /.H IА и /Н 1 В  будутъ также 
прямые. . .
Такъ какъ A 1=BG , А В = В Е  и Z B A I=  Z EBG; то B I=EG  
(кн. 1, пред. 4). Точно также, IH—GF, и при точкахъ I  и G углы 
прямые. Следовательно B H =E F  (кн. 1, пред. 4). Далее, A I= B G } 
IH =G F , при точкахъ I  и G углы также прямые, а потому AH=BF. Но 
АВ=ВЕ, следовательно Z В А Н =  Z EBF  (кн. 1, пред. 8).
_ Отложимъ A J=B C , и проведемъ IJ, HJ, GG) FG. Такъ какъ 
/_B A J=/E B G , и /В А 1 — / Е В G: то /IA J = /G B G .  Но A I= B G  и A J =  
—ВС, следовательно IJ—GG (кн. 1, пред. 4). Но IH =G F  и углы при 
точкахъ I  и G прямые, следовательно HJ—FG. Но H A=FB  и AJ=:BG, 
следовательно /H A J = /F B G  (кн. 1, пред. 8).
А потому /В А Н —/Е В Е , /B .A J= /Е В С , а по предъидущему
/B A J = /E B C ,  следовательно телесный уголъ при точке А, составлен­
.  » *  *
ный плоскими углами /В А Н , /H A J , /B A J, равными длоскимъ угламъ 
/E B F \ AFBG, /ЕВС, равенъ данному телесному углу при точке В.
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Пргтпч. 8. Это предложеше заканчивается заключен]емъ, что тригранные углы 
равны, если плосше, ихъ составляющее, углы равны, т. е. если въ тригранномъ угл'Ь, илос- 
Kie углы равны, то и двугранные углы равны. Это предложете у Евклида не доказанно, 
поэтому я здйсь покажу вс& услов!я равенства тригранныхъ угловъ:
1. Два тригранные углы, равны, когда им'Ьютъ по одному равному двугранному углу 
заключенному между равными плоскими углами каждый каждому (фиг. 470).
Доказат. Пусть двугранный уголъ равенъ двугранному углу A'S'. Пусть плос- 
кш уголъ A SB —A S 'B '  и плоскщ уголъ ASC—A'S'G'. Я говорю, что углы S  и S' сов­
местятся.
Нанесемъ уголъ S' па S  такъ, чтобы грань A'S'C' совместилась съ гранью ASC, 
то такъ какъ углы двугранные A S  и A'S' равны, то и грань A'S'B' совместится съ 
гранью A S B  и по равенству ихъ ребро S'B' совиадетъ съ ребромъ SB. Слйд. и т. д.
Зам&тимъ, что если бы равныя грани равныхъ двугранныхъ угловъ A S  и A S '  были 
расположены въ обратномъ порядк'Ь, то углы S  и S' совместить невозможно, хотя они 
равны. Таше углы называются симметричными.
2. Два двугранные угла равны, когда им'&ютъ по одному равному плоскому углу и
двумъ равнымъ, каждый каждому двуграннымъ угломъ, нрилелсащимъ плоскому.
Доказат. Для доказательства этого предложешя поступаютъ какъ выше. Тоже зам'Ь- 
чаше относительно симметрш. . .
3. Два тригранные угла равны, когда они составлены изъ равныхъ, каждый каж­
дому, плоскихъ угловъ.
Доказат. Надобно только показагь, что сходственные двугранные углы равны, на
примерь, что двугранный уголъ SA  равенъ двугранному углу S 'A , тогда этотъ Случаи 
сводится на первый. '
Фиг. 470.
Фиг. 471.
Для этого на ребрахъ A S  и A'S' возьмемъ точки А  и А! таъъ, чтобы AS—A'S'. 
Чрезъ эти точки проведемъ плоскости АСВ и А'С'В' иерпендикулярныя къ ребрамъ A S  
и A'S'. Пересечешя этпхъ плоскостей съ ребрами SB, SC и S'B', S'C' образуетъ два 
треугольника АВС  и А'В'С', которые будутъ равны. Въ самомъ дгЬгЬ, очевидно, что 
/\A S C = /\A 'S 'C '  и /\A SB = /^ A 'S 'B ', откуда и J\BSC=/\B'S'C'. Следовательно АС=А'С', 
А В = А 'В '  и ВС=В'С', поэтому Д А В С =/\А 'В 'С '. Изъ равенства этихъ треугольниковъ 
мы им'Ьемъ /_ВАС—</_В'А!С', следовательно двугранные углы A S  и A'S' равны. След. и т. д.
Если бы плосше углы, составляющее тригранные были равны, но расположены въ об- 
ратномъ порядке, то углы S  и S' не совместимы, хотя равны. Въ этомъ случае оне на­
зываются симметричными.
4. Два тригранные угла равны когда три двугранные угла одного равны тремъ дву- 
граниымъ угламъ другаго, каждый каждому.
Доказат. Дополнительные тригранныхъ угловъ имеютъ плосые равные углы, а 
если нлоше углы дополнительна™ триграннаго угла равны, то двугранные углы данныхъ 
тригранныхъ угловъ равны. След, и т. д.
Если двугранные углы одного триграннаго угла равны двуграннымъ угламъ другаго 
триграннаго угла, но расположены въ обратномъ порядке, то таше углы, симметричны, 
равны во всехъ частяхъ, по несовместимы.
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Предлооюете 27. На данной прямой лиши АВ построить параллеле­







Ргьшете. На прямой АВ, какъ на ребре, въ точке А, построимъ телесный 
уголъ, равный тгЬлесному углу при О(кн. 11, пред. 26), ограниченный плоскими
углами Z В АП =  Z EOF, Z HAI— Z FGG, и /_1АВ= Z.GGE. Сделаемъ: 
EQ:GG=BA: A I  (кн. 6, пред. 12), равно какъ GG: GF=IA : АП, откуда 
получимъ (кн. 5, пред. 22) EG:GF=AB: АН. Если построимъ параллело­
грамъ ВН  и параллелепипедъ А~К, то этотъ последшй будетъ требуемый.
Такъ какъ EC:CG=BA:AI, и /_EGG= /_ВА1, то В I е0 EG 
(кн. 6, пред. 4 и кн. 1, пред. 33); по той же самой причине IH ^ GF и 
ВВ  оо FE. А потому три плоскости тела Л К  подобны тремъ плоскостямъ, 
одинаково расположеннммъ, тела ОВ. Но въ обйихъ телахъ плоскости, 
противолежащая вшлесказаннымъ плоскостямъ соответственно равны и по­
добны (кн. 11, пред. 24), Следовательно АК°° GB (кн. 11, опред. 9).
Предлооюете 28. Всяшй параллелепипедъ АВ, плоскостью GBEF, 
пересекающею две противолежапця плоскости GB и АН  по ихъ д1агона- 
лямъ GF и BE, делится пополамъ (фиг, 473).
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Доказат. Такъ какъ Л CGF=  A  CBF, и A DAE— A  DUE  (кн. 1, 









CGFEDA, ограниченная треугольниками CGF и EDA  и параллелограм­
мами СЕ (кн. 11, пред. 16), GE, АС равна (кн. 11, опред. 10) призме 
FCBEED , ограниченной треугольниками FCB и HED и параллелограм­
мами СЕ, СН, BE] следовательно иараллелепипедъ АВ  плоскостью CDEF 
делится пополамъ.
Примоьч. 9. Если мы желаемъ доказать это предложеше на основашй дополненш 
сд'Ьланныхъ къ 10 определенно, то это можно сд'Ьдать па основанш сл'Ьдуюнщхъ сообра- 
женШ.
1. Параллельныя плоскости ABC, D E F , им’Ьютъ къ одной и той же плоскости DK, 
одинаковое наклонев!е (фиг. 474).
Фиг. 474.
Доказат. Пусть ABC и D E F  плоскостью D K  пересекаются по прямымъ АВ  и DE. 
Въ произвольной точк'Ь G прямой АВ, возставимъ къ ней, въ плоскости DK. перпендикуляръ
• о
GH, и въ плоскоскости АС перпендикуляръ GL; LGH  будетъ наклонешемъ плоскостей 
АС и DK. Продолжимъ J3.G до Ж, и продолжимъ также плоскость, проведенную чрезъ 
GL, GH, до пересечешя ея MN  съ плоскостью DF. Следовательно АВ  и D E  параллельны 
(кн. 11, Бред. 16). Но АВ  перпендикулярна къ GL и GH, следовательно и къ плоскости, 
въ которой оне лежатъ; следовательно и D E  перпендикулярна къ этой плоскости, а по­
тому /_DMN, /_DMG суть углы прямые, а / [NMG есть наклонеше плоскостей D1' и
DK. Следовательно NM  и GL параллельны (кн. 11, пред. 16), откуда ALGH—,Z.NMG.1
А потому плоскости АС и D F  одинаково наклонены къ плоскости D K . 1
2. Всякш параллелепинедъ АВ , д1агональною плоскостью CDEF , делится ионо- 
ламъ (фиг. 475). -
I
Доказат. Если ребра перпендикулярны къ основной плоскости, ю  призмы могутъ быть
«
сложены одна съ другой, и совершенно равны между собою.
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: Фиг, 475.
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Если же ребра но перпендикулярны къ АЩ  то проведя чрезъ точку D  плоскость пер­
пендикулярную DC , ребра AG, EF, 1£В будутъ также перпендикулярны тсъ ней. Эта 
плоскость нерес'1»четъ плоскости B E  по IK , F A  по K L, DG  по DL, DB  по JDI, D E  
по D K. Плоскость ей параллельная, проведенная чрезъ С, перес'Ьчетъ тЬ же самыя плос­
кости по MN, N О, ОС, CM, CN.
Т е л a CFGON, D E A L K  равны и подобны; потому что OF q̂ lLE, CFG DEA, 
CFN  Q3 D E K , CNO ^  D E L , CGO ê > DAL. Равныя плоскости въ одномъ и томъ же по­
рядке следуетъ одна за другой. Две соответствующая другъ другу плоскости имеютъ оди­
наковое наклонете, такъ какъ CFG, D EA, равно какъ п CNO, D E L , будучи парал­
лельными плоскостями имеютъ одинаковое наклонеше къ FL. Далее, CFN, D E K какъ 
части плоскости D F, равно какъ CGO, D A L , какъ части плоскости DG, имеютъ одина­
ковые наклонешя къ L F  и т. д. Следовательно тела могутъ быть сложены, а потому оне 
равны и подобны. Точно такимъ же образомъ CBFNM  и D H E K I  равны и подобны меж­
ду собою. Следовательно DEACNO  -s- CNOFG =  DEACNO  -ь D EALK, или призма 
DEACGF  =  призме DKLCNO. Точно такимъ лее образомъ призма D S E C B F  =  призме 
DIKCMN. Призмы DKLCNO, DIKCM N, какъ половины параллелепипеда LM, ребра 
котораго перпендикулярны къ L I , равны между собою, следовательно также равны между 
собою призмы DEACFG, DMECBF. А потому параллелепипедъ АВ  плоскостью CDEF  
делится пополамъ.
Предлооюете 29. Параллелепипеды АН  и AI, имгЬюпце одинаковыя 
высоты и одно и тоже основаше АВ, коихъ ребра AF, AG-, KL, КМ  и 
ОД СЕ, ВН, В1; стоянця на основной плоскости оканчиваются на однйхъ 




/с  . /*3
Доказат. Такъ какъ GH, GI суть параллелограммы: то C B = D II= E I
500
(кн. 1, пред. 34); следовательно, отнявъ ЕП, ВЕ=Н1, а потому /\B E C ~  
= /\Н 1 В  (кн. 1, пред. 8) и BG —IIM  (кн. 1, пред. 36). По той же при­
чине A  AFG— A  KLM, и CF—B L , CG—BM. Следовательно призма 
2£РАС:=призме ILKB  (кн. 11, опред. 10); а потому, придавъ къ обеимъ 
тело ABHG, получимъ AH—AI.
Примт. 10. Легко доказать что призмы E F A r , IL K B  могутъ быть сложены.
Предложенье 30. Параллелепипеды ABHF, ABIG , имеюнце одина­
ковый высоты и одно и тоже основаше АВ, коихъ ребра AF, AG: CD, 
CF и K L , КМ, ИВ , BIj стояния ва основной плоскости, оканчиваются 




Доказат. Продолжимъ EG , I3Iy FL, DH  до техъ поръ, пока они 
не встретятся въ N, О, Q, п проведемъ ЖА, OK, PC, QB: то образуется 
трети! параллелепипедъ ABQN’ имеющШ съ двумя предъидущими одну и
туже высоту и одно и тоже основаше. Но ребра третьяго и перваго окан-
/
чиваются на однехъ. и техъ же прямыхъ FO, BQ, а ребра третья го и вто­
раго на однехъ и техъ же прямыхъ ЖЕ. 01. Следовательно ABH F=  
—ABQN и ABQЖ=ABIG  (кн. 11, пред. 29); а потому ABRF—ABIG.
Предложеше 31. Параллелепипеды ABEG , СВЕЖ, изгЬгопце равныя 






----  Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч ^ ЧЬ
В Н
Доказат. Случай первый. Пусть ребра AG , III, BE, KL; OP, BF ,
GN, QR, стояшдя на плоскости основашя, къ ней перпендикулярны; по­
этому углы А К Б, GQJD равны между собою или же неравны.
1. Если эти углы неравны, напр. £AKB</_CQD. Продолжимъ GQ до 
S, построимъ при QS, въ точке Q, уголъ SQT—AKB, сделаемъ QS=AK,
Q T=KB ; построимъ параллелограммъ TS, и параллелепипедъ TSZM.
, «
Изъ этого построешя схЬдуетъ,-что QS=AK.QT^KB  и Z SQT= Z АКБ, 
а потому параллелограммы TS, НК  равны и подобны. Но QS=AK. QR=KL,
. * 4
и эти лиши заключаютъ прямые углы, следовательно параллелограммы QZ, AL 
равны и подобны. По той же причине параллелограммы RT, КЕ  также равны
и подобны. Следовательно. три параллелограмма т'Ьла ZT  равпы и подобны
*
тремъ нараллелограммамъ тела АЕ, а потому также равны и подобны 
между собою параллелограммы противолежанце первымъ (кн. 11, пред. 24), 
следовательно ST—AE  (кн. 11, опред. 10).
Продолжимъ DQ, XT  до ихъ встречи въ а, чрезъ S проведемъ Sd 
параллельную Б  а; продолжимъ OD, dS, до ихъ пересечешя въ с, и по­
строимъ тела Za, Qe.
Тела Za, ZT  имеютъ общее основаше ZQ, параллельное плоскости 
аТ , и равной высоты, боковыя же ихъ ребра Qa, QT,; Sd, SX; Rb, RM, 
Zf, Z Y  оканчиваются на однехх и тъхъ же прямыхъ лиш::хъ аХ, bY, 
то Zw=ZT  (кн. 11, пред. 29). Но по выше доказанному ZT--AE, следо­
вательно Za—AE.
Такъ какъ ST—Sa (кн. 1, пред. 35), a ST=AB^=CD, то &а=С1), 
следовательно CD: DS=Sa: DS (кн. 5, пред. 7).
Такъ какъ тело Се разсекается, плоскостью FQ, параллельной СР 
и Se, то CD:DS—GF:Qe (кн. 11, пред- 25). Точно также, тело ае 
разсекается плоскостью QZ, параллельной De и а/*, то Sa: D S = Z a : Qe 
(кн. 11, пред. 25). Но мы имели выше: CD:DS=Sa:DS, следовательно 
. GF:Qe=Za:Qe (кн. 5, пред. 11), а потому GF=Za (кн. 5, пред. 9). Но 
по выше доказанному Za=AE; следовательно CF=AC. *
2. Если углы АКБ nGQD равны. Продолживъ GQ, DQ, такъ чтобы 
QS=AK, nQa=KB. Z  SQa— Z GQD= Z АКБ  (кн. 1, пред. 15), следова­
тельно, подобно предъ идущему, можно доказать, что AE—Za, и GF—Za, 
а потому и CF=AE.
Случай второй. Ребра АС, НК, BE, LM; PQ, CN, RS, DF, стоя- 
идя на плоскостяхъ основашй, къ иимъ не перпендикулярны (фиг. 479).
Опустимъ изъ точекъ К, G, М,. Е  и S, IV, Q, F  на плоскости осно­
вашй АВ, CD перпендикуляры КО, GV, MX, ET; SI’ Nb, QZ, Fa, и 
проведемъ ОТ, VX, ТХ, OF; al, Zb, Za, Ы .
Такъ какъ тела К Х , SZ  лежатъ на равныхъ основашяхъ, ивгЬютъ
Фиг. 479.
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равныя высоты, ребра же ихъ перпендикулярны къ плоскостямъ основатй, 
то они, на основанш нерваго случая, равны. А потому К Х ^ А Е  и &Z—CF 
(кн. 11, пред. 30), следовательно AE=OF.
Предложете 32. Параллелепипеды АВ  и &D, имйюпце равныя высоты, 








Доказат. На GF построимъ параллелограмъ F H = A E  (кн. 1, 
пред. 45) и построивъ тело G1, найдемъ что AB—GI (кн. 11, пред. 31).
Такъ какъ тело GI разсйкается плоскостью DG, параллельной Ш , 
то G I:GD=FH :G F  (кн. 11, пред. 25). Но AB—GI, и AE=FH , сле­
довательно А В : GB—A E : GF.
Предлооюете 33. Подобные параллелепипеды АВ  и ОВ, относятся
/
между собою какъ утроенное отношеше сходственныхъ сторонъ АЕ  и GF 
(фиг. 481).
Доказат. Продолжимъ АЕ , GE , НЕ, до техъ поръ пока EI=GFy 
E K = F M , EL=FQ. Построимъ параллелограмъ IK , равно какъ и тело 
10 ; построимъ также параллелограмъ 6г/, и на площадяхъ основанш GI 
и IK , построимъ тела 2£Р, равной высоты съ теломъ Тела 
и GZ) подобны, а потому углы AEG , СУЖ равны, следовательно также 
/  ТЕК— /_ GFM, но EI—CF, и EK—FM, изъ этого следуетъ, что IK, 
ОМ равны и подобны (кн. б, опред. 1). По той л*е причине IL, GQ, равно 
какъ и ОЕ, BF  равны и подобны. А потому три параллелограмма тела 
10 равны и подобны тремъ параллелограммамъ тела СВ, равно какъ и
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нротиволежанце первымъ (кн. 11, пред,, 24); следовательно 10, CD равны 
и подобны (кн. 11, опред. 10).
Фиг. 481. '








Такъ какъ AB°°CD, то:
АЕ :CF=EG : FM=EH: FQ (кн. 11, опред. 9 и кн. 6, опред. 1)
ио:
CF=EI, FM =EK, FQ=EL
слгЬдовательно:
А Е : EI—E G : ЕК—ЕН: EL
Но:
А Е : E I= A G : GI 
EG .E K —GI: IK (кн. 6, пред. 1)





AG: GI—G I: IK—P E : IL
A G :G I= A B :E N \




Р Е : IL = P K  : 10
А В : EN—EN: РК =РК : 10
А В : 10—(АВ: EN)3
А В : E N = A G : G I = A E : E l
следовательно:




A B :C D =(A E : G F f
Замтьчате. Отсюда следуетъ, что изъ четырехъ, находящихся въ не­
прерывной пропорцш, прямыхъ лишй, первая относится къ четвертой, какъ 
параллелепипедъ построенный на первой относится къ подобному и подобно 
расположенному параллелепипеду, построенному на второй, потому что отно- 
nieHie первой къ четвертой равно утроенному отношенш первой ко второй.
Предлооюете 34. Въ равныхъ иараллелепипедахъ АВ  и СВ, площади 
основашй А К  и СО обратно пропорцтнальны высотамъ. А если площади 
осЕовашй А К  и СО обратно пропорщональны высотамъ, то параллелепи­
педы АВ  и СВ, равны.
Первый слушй. Пусть ребра AG, EF, К В , HI, и CL, MN, OB,PQ 
перпендикулярны къ нлощадямъ основашй А К  и СО, то высоты тгЬлъ 




1. Если А В = С В , то A K :C O —CL:AG.
a) Площади основашй равны. Такъ какъ АК—СО и АВ~СВ, то 
CL—AG\ въ противномъ бы случай АВ  и СВ были бы неравны (кн. 11, 
пред. 31), что противоречить положенно. А потому очевидно что, А К : СО= 
—CL: AG.
b) Площади основашй неравны. Пусть АК>СО , то CL^>AG, потому 
что А В =С В ; въ противномъ бы случай АВ  и СВ не могутъ быть рав­
ными, что противоречить положенно. Сделаемъ C B =A G , и построим  ̂
параллелепипедъ CS.
Такъ какъ А В =С В , то:
A B ’OS=CB :CS (кн. 5, пред. 7)
Но:
А В : C S = A K : СО (кн. 11, пред. 32)
И - • '
следовательно:
• А К : СО=CL: OR
следовательно и А К : CO—GL: Л.6г, потому что GB=AG.
*
2. Если АК: GO=CL: AG, то AB—GD.
a) Площади основатй равны. Такъ какъ AK=GO, и Л1Г:(70=  
z=̂ GL :AG, то GL— AG , следовательно АВ=СВ  (кн. 11, пред. 32).
b) Площади основатй неравны. Пусть AK>GO , а потому 
Сделаемъ СЖ—Лбг, и построимъ нараллелепипедъ Ж
Такъ какъ CR=AG, то получимъ на основатй нашего положен!я:
• АК: GO—GL : GB
Но*
АК: GO=AB: GS (кн. 11, пред. 32)
и
C L : CJR—GQ: PR=CD : GS (кн. 6, пред. 1 и кн. 11, пред. 25).
Следовательно: AB:GS=GD:CS; а потому AB=CD  (кн. 5, пред. 9). 
Второй случай. Пусть ребра AG, EF, КВ , ДХ и CL, Ж2У, OD,PQ 
' не перпендикулярны къ площадямъ основатй АК  и GO (фиг. 483).
Фиг. 483.
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CD: GS=-GQ: PR—CL : GR (кн. 11, пред. 25 и ки. 6, пред. 1)
На плоскости основатй АК  и GO опустимъ перпендикуляры изъ 
точекъ G, F, В, I  и L, N, D, $, которые пересекутъ эти плоскости 
въ точкахъ Г, 7 , 5  и а, Z, X  Построимъ параллелепипеды D27
и Da; тела ВТ  и АВ имеютъ высотою TG, a Da и CD имеютъ высотою 
aL (кн. 6, опред. 4). .
1. Если AB=CD, то АК: GO=aL :TG-. .
Такъ какъ AB=GD , а АВ—ВТ  (кн. 11, пред. 30) и GD=Da, то 
BT=Da, следовательно, на основатй перваго случая, TS: aZ==aL: Т(г. 
Но TS=AK  и aZ=GO (кн. 11, пред. 24), следовательно : СО= 
■=aL: TG.
2. Если JLjST: GO=aL: TG, то AB=CB .
Такъ какъ .AiT— и GO—aZ (кн. 11, пред. 24), то получимъ па 
основанш нашего положетя TS.:aZ=aL:TGy следовательно, на основа-
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ши перваго случая ТВ—Da. Но ТВ—АВ  и Da=CD  (кн. 11, пред. 30), 
следовательно A B =C D .
Предложеше 35. Если чрезъ вершины А и D  двухъ плоскихъ угловъ 
Z.BAC и Z.EDF  проведемъ две прямыя линш AG  и DL , образующая, 
со сторонами данныхъ угловъ, равные углы Z BAG, Z.FDL  и Z.GAC, 
Z LDF, и если изъ произвольныхъ точекь G и L, выше сказанныхъ пря­
мыхъ, опустимъ перпендикуляры GK  и LM  па плоскости данныхъ угловъ, 
и если чрезъ основашя ихъ А  и D  проведемъ прямыя К А  и MD , то 
эти послйдшя прямыя съ проведенными AG  и DL  образуютъ равные углы 
Z.KAG  и /.M D L  (фиг. 484).
Фиг. 484.
A D
Доказат. Отложимъ AH—D L  и чрезъ точку П  проведемъ прямую 
H I  параллельную GK; прямая H I  встречающая плоскость проведенную 
чрезъ ВАС  въ точке / ,  равно какъ и прямая GK  къ ней перпендику­
лярны (кн. 11, пред. 8). Изъ точекъ jГ, Ж  опустимъ на прямыя АВ, АС, 
D E D F  перпендикуляры IB, IC, ЖЕ, ЖЕ  ̂ и проведемъ прямыя НС, 
СВ, ВН, L F , FE, EL. Такъ какъ H I  перпендикулярна къ плоскости 
проведенной чрезъ ВАС , следовательно она перпендикулярна къ прямымъ 
IA, IB, IC  (кн. 11, опред. 3), то (кн. 1, пред. 47) \ЗНА=Е}Н1-1-П1Л-, 
но □ L i = D J C L-f-[J(L4., следовательно а по­
тому, такъ какъ O S I-h O iIG = [jS C ,  то и □  НА= П  ЯСЧ- □  СА) следо­
вательно / .3 C A = d  (кн. 1, пред. 48). По той же причине Z.LFD—d. 
Следовательно /„HCA=^/_LFD. Но но положенно ^ Н А С — A L D F , и 
A H = D L ,  следовательно A C = D F  (кн. 1, пред. 26).
Далее, такъ какъ QAH=\UAI-*-\Z\IH, но [ЗЛ1=\ЗАВ-^-С\В1, то 
nA H = \JA B -h \3B I-h -[3IH ;  следовательно, такъ какъ [JBI-hO lH ==  
= [J B H 1 то и \Z}A H =C ]A B-i-[3B 3, а потому Z A B H —d (кн. 1, 
пред. 48). Но той же причине Z D E L = d . Следовательно L Л В Н =  
~ £ D E L .  Но по положенно / ,В А Н =  / .E D L  и A H = D L , следовательно 
A B = D E  (кн. 1, пред. 26).
Итакъ AB—DE, A C = D F , а по положешю /„BAC=Z.EDFi то
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BG EF  и Z  AC В— Z  DFE (кн. 1, пред. 4 ) ;  следовательно, такъ какъ 
Z IC A =  Z MFD—d, то и Z  В Cl— Z  EFM. По той лее причине Z  СВ1= 
=  LFEM, следовательно CI=FM  (кн. 1, пред. 26). Но AC—DF  и 
Z 1C A— Z MFDy а потому AI—DM  (кн. 1, пред. 4), следовательно 
\ЗА1=П1Ш .
Такъ какъ Z AIH. и Z.DML суть углы прямые, то □ A H = = n JJr-h 
Ч-ПЛТ и П Т)Ъ— □  DM-+-□  МЦ но AH =DL , а потому \Z\AH=rjDL, 
следовательно □  ̂ 4/4-0 1Н=ПВМ-\- Q ML. Но по предъидущему \̂ \А 1=  
=  \Z\DM, следовательно □  IH =  □.ML, откуда LET — JfL. Но по 
предъидущему AI—DM  и HA—DL, следовательно Z HAI— Z LDM 
(кн. 1, пред. 8).
Сл%детвге, Отсюда ясно, что если изъ вершинъ А и В  двухъ рав­
ныхъ плоскихъ угловъ ВАС и EDF , проведемъ равныя прямыя АН  и 
DLt образуются со сторонами данныхъ угловъ углы равные, то перпенди­
куляры HI и LM, опущенные изъ оконечностей Н  и L, проведенныхъ 
прямыхъ, будутъ равны.
Предлооюете 36. Если три прямыя А, В и С пропорщональны, то 
нараллелепипедъ построенный на этихъ трехъ прямыхъ равенъ равноу- 




Доказат. Пусть Е  будетъ телесный уголъ, составленный изъ трехъ 
плоскихъ угловъ Z  BEG, Z  GEF и Z FED. Отложимъ на каждой изъ 
прямыхъ DE, GE, EF  части равныя В, и построимъ параллелепипедъ 
EI. Далее, пусть BL равна А; при прямой KL , въ точки К  построимъ 
телесный уголъ, составленный плоскими углами Z MBN’ Z - ^ R L ,  Z.LBM, 
равный телесному углу Е  (кн. 11, пред. 26); отложимъ BN=^B и ВМ—С> 
и построимъ параллелепипедъ ВН.
Такъ какъ А.: -В==В: С и A—BL, B=RN=EF=EGh=ED  и 
С—ЕМ, то R L : E F = E D : RM. Но L LRM— L DEF, следовательно
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нараллелограммъ ML—BF  (кн. 6, пред. 14). Такъ какъ, чрезъ вершины 
Z B E F и Z LBM, въ точкахъ Е  и В, проведены равныя прямыя EG  и BN 
ташя, что £LBN — Z.FEG и Z JI B N = /mBEG, то перпендикуляры, опущен­
ные изъ точекъ G и N  на плоскости угловъ JDEF и MRL, равны 
(кн. 11, пред. 35, след.), а потому тела E I  и ВН  равной высоты. Но по 
нредъидущему площади ихъ основашй B E  и ML равны, следовательно 
В Н =Е 1  (кн. 11, пред. 31).
Предложеше 87. Если четыре прямыя линш АВ, СВ, EF, GH про- 
порцюнальпы, то построенные на нихъ параллелепипеды AI, СК, EL, GM 
подобные и подобно расположенные будутъ пропорциональны. Если построен­
ные на четырехъ прямыхъ подобные и подобно расположенные наралледе- 









Доказали. 1. Такъ какъ A I °° СК, то A I : С К = (А В : СВ)Я (кн. 11, 
пред. 33). По той же причин^ EL: G M =(E F : GH)3. Но по положенно 
АВ: C B = E F : GH, следовательно AI: C K = E L : GM.
2. Такъ какъ A I:  О К = (А В : СВ)3 и EL :G M =(EF : GII)' (кн. 11, 
пред. 33), и по положенно AI: CRz=EL: GM, то А В : CB=^EF: GH.
Предложеше 38. Если двЬ плоскости АВ  и CD взаимно перпенди­
кулярны, то перпендикуляръ, опущенный изъ произвольной точки Е  од­
ной изъ плоскостей, на другую, встречаетъ прямую АВ  взаимиаго пере­





Доказат. П усть етотъ перпендикуляръ не встречаетъ плоскость А В  на 
прямой АВ, а пройдетъ вне этой последней, какъ напр, прямая E F ; изъ точки
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F t плоскости АВ, опустимъ перпендикуляръ FG на прямую AD, онъ будетъ 
нериендикуляренъ къ плоскости CD (кн. 11, опред. 4). Проведемъ EG, 
то /_FGE~d, но Z.EFG=d, следовательно въ &EFG два угла—2d, 
что невозможно (кн. 1, пред. 17). Следовательно, перпендикуляръ опу­
щенный изъ точки Е  на плоскость Л Д  не можетъ упасть вне прямой 
AD , а потому пересЬкаетъ ее. .
Предложенье 39. Если мы разделимъ пополамъ противолежапця сто­
роны АН  и GF параллелепипеда AFy и проведемъ чрезъ точки делешя 
I, К) М , L) О, N, Р, Q плоскости 1Ж, NQ, то прямая пересечешя ТВ
..этихъ плоскостей и дюгональ параллелепипеда взаимно делятся попо-
■ *  ■
ламъ (фиг* 488).
Доказат. Проведемъ DT, ТЕ, ВВ  и BG. Такъ какъ DN  и ОЕ 
параллельны то Z DNT=  Z TOE (кн. 1, пред. 29). Но DN —OE, и 
Ш ^ТО, следовательно DT=TE  и /.NTD—/.OTE  (кн. 1, пред. 4), а ' 
потому DTE есть прямая лишя (кн. 1, пред. 14). По той же причине 
BB=BG , и ВВС  также прямая лишя. .
Такъ какъ СА равна и параллельна какъ DBt такъ и EG} то DB 
также равна и параллельна EG (кн. 11, пред. 9). Следовательно DE  и 
GB равны и параллельны (кн. 1, пред. 33), откуда прямыя DG и ТВ 
лежатъ въ одной плоскости (кн. 11, пред. 7).
Такъ какъ DE  и BG  равны и параллельны, и DT=TE, BR=RG, 
то DT=GB. Но Z TDS=  Z 8GB (кн. 1, пред. 29) и L D ST =£B 8G  
(кн. 1, пред. 15), следовательно TS—8B и D8=8G  (кн. 1, пред. 26), а 
потому обе прямыя ТВ и DGy въ точкЬ 8У взаимно делятся пополамъ.
Предложете 40. Две призмы AEBCFD и HGIMKL равной 
высоты, изъ коихъ одна имеетъ основашемъ параллелограмъ AEFC, а 
другая треугольникъ GHI, котораго удвоенная площадь равна площади 
параллелограмма, равны между собою (фиг. 489).
Доказат. Построимъ параллелепипеды ED и GO. По положешю 
параллелограмъ AF—2AGJ3I и HI—2AGHI (кн. 1, пред. 34), а потому
Фиг. 488.
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AF=HI: следовательно, такъ какъ высоты равны, параллелепипеды EJ)
**>
и GO (кн. 11, пред. 31), а потому и ихъ половины равпы. Но AEFGBD
■ Фиг. 489.
Ж





Книга вторая „О т%лахъ“
Про д л о же н !  я.
' Предлооюете 1. Подобные, вписанные 
ABODE и FGHIK , относятся между собою, 
BL  и GM (фиг. 490).
Фиг. 490.
въ круги многоугольники 
какъ квадраты д1аметровъ
Доказат. Проведемъ прямыя BE, AL , GK, FM. Такъ какъ много­
угольники подобны, то Z.BAE—/.G F K  и BA: AE—GF : F K  (кн. 6, 
опред. 1); а потому треугольники АВЕ  и FGK  равноугольны 
(кн. 6, пред. 6), следовательно /.A E B —/.FKG. Но Z A E B = /.A L B  и 
L F K G = L F M G  (кн. 3, пред. 21), следовательно Z ALB— / FMG; но 
Z В A L = d = / GFM (кн. 3, пред. 31), следовательно и / .A B L —/.FGM. 
Йзъ этого следуетъ что треугольники ABL и FGM  равноугольны. 
Следовательно:
B L : GM—B A : GF
а потому:
Но:
(B L : GM У=(ВА: GF )2 
(BL: GM fs=[JBL: QGM  (кн. 6, пред. 20)
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(BA: GF f —ABODE: FGHIK
«
Следовательно также:
ABODE : F G E IK —U B L : □  GM.
Предложете 2. Круги ABOD it EFGH  относятся между собою 
какъ квадраты ихъ д!аметровъ BD  и F H  (фиг. 491).
Фиг. 491.
. А  ' '
Доказат. Если бы не было \Z\BD: □JF.H^Kp. ABCD: кр. EFGH, 
те пусть [3 BD : [JFH=K]). ABCD : В, где В  есть площадь, которая или 
меньше или больше круга EFGH.
Случай первый. Пусть площадь -й<кр. EFGH’ и C\BD : C\FH=
=кр. ABCD: В.
Впишемъ въ кругъ EFGH  квадратъ EFGH  (кн. 4, пред. 6); то 
этотъ послйдшй будетъ больше полукруга. Чрезъ точки Д  JP, G, Н  про* 
ведемъ касательныя, то внутреншй квадратъ EFGH  равенъ половине 
внешняго (кн. 1. пред. 41). Но кругъ меньше внешняго квадрата, следо­
вательно внутреншй квадратъ более половины круга.
Разделимъ пополамъ дуги EF., FG, GH, НЕ въ точкахъ I, к ; х , м  
и проведемъ прямыя JEJJ, JJP, FK} KG, GL) LH, НМ, Ж®, то каж­
дый изъ полученныхъ треугольниковъ LHG, МЕН
больше половины сегмента въ который онъ вписанъ. Въ самомъ деле, 
если мы проведемъ чрезъ точки I, К , L, Ж  касательныя, и построимъ 
параллелограммы на EF , Рбг, 6г.ЕГ, НЕ; то каждый изъ поименованпыхъ 
треугольниковъ равенъ полоиине параллелограмма, въ которомъ онъ нахо­
дится. Но каждый сегментъ менее соответствующаго е м у  параллелограмма, 
следовательно каждый изъ упомянутыхъ треугольниковъ более половины 
еоответствующаго ему сегмента.
Продолжая, такимъ образомъ, далее подобное делеше пополамъ дугъ 
круга, и делая при каждомь дйдеши вышеупомянутое построеше,
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получимъ сегменты, El, IF, F K  и т. д., сумма которыхъ меньше 
избытка круга EFGH надъ площадью R (кн. 10, пред. 1). Следо­
вательно, такимъ образомъ полученный многоугольникъ EIFKGLHM>R.
Бъ кругъ ABCD впишемъ многоугольникъ ANBOCPDQ подобный 
многоугольнику EIFKGLHM , то d B D : \^\FH=ws,ov.ANB. . .: мног.2£Ж... 
(кн. 12, пред. 1). Но мы предположили, что [JBD : C\FH=k]).ABCD : R, 
следовательно кр. ABCD : В == мног. A N B : мног. EIF .... Но очевидно 
Kp.J.BCZ)>MHor. ANB.... Следовательно Б>мног. EIF,... (кн. 5, пред. 14), 
что противоречить предъидущему R<EIF... А потому не можетъ быть 
Q B D : \Z\FH=Kp.ABCD: Д  когда Б<кр. EFGH.
По той же причине не можетъ быть \Z\FH: {3BD=np.EFGH: Z, 
когда площадь Z<Ck^.ABCD. .
Случай второй. Пусть площадь Р>кр. EFGH и □  B D : □Л й==  
=кр. АВСВ : Б, следовательно также D-Fi?: □Ш )=2?:кр. ABCD.
Пусть R : k]).ABCD=kj). EFGH: Z, но -й>кр. EFGH, а потому 
кр»ABCD>Z  (кн. 5, пред. 14). Но мы положили, что \Z\FH: [JBD =  
= R : кр. ABCD, следовательно [JFH: □B D =K p. EFGH : Z, что невоз­
можно, на основанш перваго случая, такъ какъ ^<кр. ABCD. А потому 
не можетъ быть □  B D : □2'тй = к р . ABCD : В , при Б>кр. EFGH\ а также, 
на основашй перваго случая, при положены кр. EFGH. Следовательно 
\3B D : □ Р Я = к р . ABCD: кр. EFGH.
Предложеше 3. Всякая треугольная пирамида ABCD, можетъ быть 
разбита на две равныя и подобныя другъ другу треугольныя пирамиды, 
подобныя каждая целой, и на две равныя призмы, которыя вместе взятыя 




. В  Ж  с  .
Доказат. Пусть основаше пирамиды будетъ треугольникъ ABC, а 
ея вершина D . Разделимъ пополамъ прямыя АВ, ВС, СА, AD , DB, DC 
въ точкахъ Е, F, G, Н, I, К, Проведемъ прямыя EH, EG, GH, обра- 
зуемъ треугольную пирамиду AEGH■ далее проведя прямыя HI, IK, 
КН  образуемъ треугольную пирамиду HIKD; наконецъ проведя прямыя
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IF, FG образуемъ призму EBFGHI на основанш EBFG  и призму 
GFGKHI на основатй FGG. Требуется доказать:
1. Что обе треугольныя пирамиды AEGH  и HIKD  съ вершинами 
Я  и D и съ основашями AEG и Я Ж , равны и подобны между собою.
Такъ какъ АЕ=ЕВ, и AH=iHD, то ЕН  параллельна прямой
г
BD (кн. 6, пред. 2); по той же причине H I  параллельна АВ; а потому 
HEBI есть параллелограмъ, следовательно НЪ=.ЕВ (кн. 1, пред. 34); а 
потому, такъ какъ ЕВ^АЕ, то и АЕ=Н1. Но AH =H D  и Z Е А Н =  /  IHD
I
(кн. 1, пред. 29), следовательно ААЕН ш  AHID  и E H = ID  (кн. 1,
• *
пред. 4 и кн. 6, пред. 6). По той же причине A A H G ^ A H K D  и 
KD=GH .
Изъ этого следуетъ, что НЕ равна и параллельна DI> HG равна 
и параллельна K D , а потому / .E H G =  L ID K  (кн. 11, пред. 10), сле­
довательно A E H G ш AID К  (кн. 1, пред. 4 и кн: 6, пред. 6). По той 
же причине Д  АЕ G ^  Д  HI К.
Изъ этого видно, что пирамиды AEGH  и HIKD  образованы одина- 
ковымъ числомъ, равныхъ и подобныхъ плоскостей, а потому оне равны и 
подобны между собою (кн. 11, опред. 10).
2. Что построенныя пирамиды AEGH  и HIRD  подобны целой ABCD.
ТаКъ какъ H I  параллельны АВ; то треугольники ADB  и HDI 
равноугольны (кн. 1, пред. 29), а потому ихъ стороны пропорщональны 
(кн. 6, пред. 4), следовательно треугольники ADB  и HDI подобны (кн. 6, 
опред. 1). По той же причине треугольники BDC, D IK  и ADC, DHK 
также подобны.
Такъ какъ В А  параллельна IH  и АС параллельна НК, то Z ВАС== 
=  /.1Н К  (кн. 11, пред. 10), а такъ какъ Н 1=В Е =Е А  и HK=CG=aGA,
то В А :А С = 1Н :Н К  (кн. 5, пред. 15), следовательно A  ABC00 AHIK
-  *
(кн. 6, пред. 6). Изъ этого следуетъ, что пирамиды ABCD и HIKD  по­
добны (кн. 11, опред. 9), следовательно оне подобны и пирамиде AEGH, 
потому что эта последняя подобна пирамиде HIKD , на основатй первой 
части этой теоремы.
3. Что призмы EBFGHI и GFGKHI, которыя мы получимъ, от- 
нявъ отъ целой пирамиды обе вышепоименованный малеаьшя пирамиды, 
Р51вны между собою.
Такъ какъ BF—FC, то EBF6г= 2Д  GFC (кн. 1, пред. 41), а, по­
тому сказанный призмы имеютъ одинаковыя высоты, такъ какъ въ первой 
площади основашя EBGF  противолежитъ прямая Н1, а во второй пло­
щади основашя GFC противолежитъ площадь IKH. Следовательно эти 
призмы равпы (кн. 11/пред. 40).
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4. Что об'Ь призмы E B F G H I  и GFGK.HI вместе взятия больше 
половины целой пирамиды АВС В.
Проведя E F , E I  образуеиъ пирамиду E B F I  съ основашемъ E B F  
и вершиной I, очевидно, что призма E B F G H I> пирамиды E B F I. Но 
пирамиды E B F I  и AEGJEL, какъ составленныя одинаковымъ числомъ рав­
ныхъ и подобныхъ плоскостей, равны и подобны между собою. Следова­
тельно призма E B F G H I> пирамид.AEG H . Но мы имели, что призма 
2ЖР(тЯ1—призме FG G K H I, и пир. A E G H — mvp, Н1ЖВ. Следовательно 
призма F G G K H I> ъ щ .Е Ш Б . А потому призма E B F G H I  ч-призма 
G F С К Ш > пир.-42?СгЯЧ-пир. Н1ЖВ. Изъ этого следуетъ, что целая пи­
рамида А В С В  разделена на две неравныя части, изъ которыхъ большая 
заключаетъ обе призмы, а меньшая—обе пирамиды. Следовательно обе 
призмы, вместе взятыя, меньше половины целой пирамиды.
Предлооюете 4. Если разложимъ две треугольный пирамиды A B C G  и 
B E F  G , одинаковой высоты, на две равныя, другъ другу и целой подобныя 
пирамиды, и на две равныя призмы, и если разложимъ полученныя пирамиды 
снова подобнымъ же образомъ, то продолжая подобное разложеше далее, 
мы получимъ, что все призмы одной изъ пирамидъ относятся ко всемъ соот- 
ветственнымъ призмамъ другой пирамиды, какъ площадь основашя ABC, 
одной изъ нихъ относится къ площади основашя B E F  другой (фиг. 493).
Доказат. Такъ какъ обе пирамиды ABG G  и B E F H  одинаковой вы­
соты, то очевидно, перпендикуляры, опущенные изъ точекъ 6r, Н  на плос­
кости A B C  и D EF, равны. Но, перпендикуляръ, опущенный изъ точки G 
и прямая GG параллельными плоскостями A B C  и OLM, разсекаются на 
пропорцшнальныя части (кн. 11, пред. 17); изъ этого следуетъ, что выше­
упомянутый перпендикуляръ опущенный изъ точки G, плоскостью O LM  
делится пополамъ, такъ какъ GG плоскостью OLM  въ точке Ш  делится 
пополамъ. По той же причине перпендикуляръ, опущенный изъ точки Н  
на плоскость B E F  делится пополамъ плоскостью BTS. Но вышеупомяну­




тельно призмы KNOMLO и QVFSTB имеютъ одинаковыя высоты, а по­
тому он'Ь относятся мел«ду собою какъ площади основашй KNC и QVF 
(кн. 11, пред. 28 и 32). Но призмы, въ каждой изъ пирамидъ ABCG и 
BEFFL’ равны между собою, а потому: призма IKNBLO : призме KNCMLO— 
=призма EPQ VTB: призм £ Q VFSTB; или призма IKNBL  Он-призма 
KNCMLO: призме EPQVTB-hпризма QVFSTB—пщзша, KNOMLO: призме 
QVFSTB (кн. 5, пред. 18, 16). Следовательно: AKNC: AQVF— призма 
EPQVTB: призме QVFSTB.
Такъ какъ B N =N C  и АК—КС, то N K  параллельна АВ  (кн. 6, 
пред. 2); а потому Д  А В С 70 AKNC  (кн. 6, пред. 4). По той 
же причине AJDEF^aQVF. Но BG=2CN  и E F = 2F V , а потому 
ВС: ON =  EF: FV. Следовательно Д  ABC: AENC =  AJDEF: AQVF 
(кн. 6, пред- 22), или же Д ABC: AD EF— A E N G : Д  §К^=призма 
IKNBLO-+-призма KNCMLО : иризме EPQFTi^-f-иризма QVFSTB) на 
основанш выше доказаннаго. Разлагая подобнымъ же образомъ полученныя 
маленьшя пирамиды OLMG и BTSH , будемъ иметь какъ выше, что 
площади основатй OLM\ BST относятся между собою какъ призмы въ 
обеихъ вышесказанныхъ пирамидахъ. Итакъ AOLM : A B ST =A A B C :
: ADEF, а потому A  ABC: A D E F — 2 приз, въ ABOG: 2 приз, въ 
DEFH  =  2 приз, въ OLMGr: 2 приз, въ BTSH, следовательно и какъ 
A  ABC: ADEF=4: приз, въ ABCG : 4 приз, въ DEFH. Точно такимъ ж е. 
образомъ доказывается и для призмъ AIKO и DPQB, и вообще для всехъ 
следующихъ делешй одного и того же порядка.
Предложете 5. Треугольныя пирамиды ABCG и DEFH , одинако­
вой высоты, относятся между собою какъ площади основашй АВС и DEF 
(фиг. 494).
Фиг. 494.
/ ________  /
X
/ /
Доказат. Если бы не было А А В С : Д 2Ж Р =пир. A B C G : m]).DEFHf 
то мы имели бы А АВС : h D E F —ш]). AJBCG-: X, где тело X  больше или 
меньше пир. DEFH.
Первый случай. Пусть тело Х<пир. DEFH, и пусть А А В С :
: A D E F = пир. ABCG :Х.
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Разложимъ пир. BEFH  на две менышя равныя, подобныя между^са- 
бою и подобныя целой и на две равныя призмы (кн. 12, пред. 3), такъ что обе 
призмы вместе взятыя меньше половины целой пирамиды BEFH, Эти менышя 
пирамиды разложимъ подобнымъ же образомъ, и будемъ продолжать такое 
разложеше, до тйхъ поръ пока мы дойдемъ до такихъ пирамидъ, которыя, 
вм’Ьст’Ь взятыя, меньше чймъ избытокъ пир. BEFH  надъ тйломъ Х(кн. 10, 
пред. 1). Пусть эти пирамиды будутъ BPQB и RTSH, то остаю­
щаяся въ пир. B E F H  призмы больше тЬла X.
Пусть другая пир. ABGG разложена подобнымъ же образомъ на 
тоже число пирамидъ, то ААВС: А1ШР==приз. въ ABGG: призме въ BEFH  
(кн. 12, пред. 4). Но мы положили, что ААВС: ABEF=^imp. ABGG: X, 
следовательно пир. ABGG: Х=призм. въ ABGG: призм, въ BEFH. Но 
пир. ABCG>wpvs. въ ABGG, следовательно Х>приз. въ BEFH{m. 5, 
пред. 14), что противоречить предъидущему положешю, приз, въ BEFH>X. 
А потому не имеетъ места пропорщя Д  ABG: ABEF=uwp. A BGG: X , когда 
Х<пир. BEFH. По той же причине не можетъ быть A B E F : Д АВС=  
=пир. BEFH: Z, при ^<пир. ABCG.
Второй случай. Пусть Х>пир. DEFH  и A ABC: АВЕЕ=ш р. 
ABGG:X, а потому и A B E F : ААВС—Х : пир. ABGG. Пусть Х:пир. 
ABGG—шр. BEFH : Z, следовательно и X : пир. BEFH—imp. ABGG: Z, 
а потому ^<пир. ABGG (кн. 5, пред. 14). Но мы положила, что A B E F : 
Д АВС==Х: пир. ABCG, следовательно A B E F : ААВС=цшр. BEFH: Z, 
что на основашй перваго случая невозможно. А потому невозможно, чтобы 
А А В С : ABEF—mp. ABGG: X, при Х>пир. BEFH, а на основанш пер­
ваго случая также невозможно, при Х<пир. BEFH. Следовательно AABGi 
ABEF=nwp. ABGG: пир. BEFH.
Предложеше в. Многоугольный пирамиды ABGDEL, JZGHIKM\ 
равной высоты, относятся между собою какъ площади ихъ основашй 
ABGBE и FG H IK  (фиг. 495).
Фиг. 495.
Доказат. Разделимъ эти основашя на треугольники ABC, АСВ, 
ABE, FGH, FHI, FIK, и проведемъ чрезъ GAL, DAL, НЕМ,
I
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IFM  плоскости, то многоугольныя пирамиды разобьются на треугольныя.
Такъ какъ ААВС: AACD — пир. A B C L : пир. AGDL (кн. 12, 
пред. 5), то:
АВСВ : А̂ .(71)==пир.A B G D L : пир. ACDL (кн. 5,-пред. 18).
Но мы имйемъ также:
A A C D : A A D E —ищ. AG D L : пир. ADEL  
Откуда сравнивая послйдшя дв£ пропорщи, получимъ:
ABCD : &ADE=mnp. ABO D L : пир. ADEL  (кн. 5, пред. 22), 
а потому необходимо:
ABCDE : A A D E =  пир. ABCDEL :ищ). ADEL  
По той же причин^:
F G E IK : A F I K =  пир. F G E IK M : пир. FIKM  
а потому также: .
Такъ какъ:
A A D E : Д И Х = п и р . A D E L : пир. FIKM  
а на основанш предъидущаго:
ABCDE: A A D E =  пир. ABC D E L : пир- ADEL.
%
Откуда сравнивая эти пропорцш, получимъ:
ABODE: & F I K = пир. ABCDEL: пир. F IK M  
но но предъидущему:
AJBGDE: FGEIK=imy, ABCDEL: пир. FGEIKM
Предложете 7. Всякая трехсторонняя призма ABGDEF, можетъ 
быть разложена на три равныя треугольныя пирамиды (фиг. 496).
Фиг. 496.
A F IK :F G E IK =  пир. FIKM: пир. FGEIKM
В А.
Докатт, Прбведемъ прямыя BD\ ЕС, CDa
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Такъ какъ A B E D  есть параллелограмъ (кн. 11, опред. 13), то 
Д A B D =  Д  E D B  (кн. 1, пред, 34), следовательно пирамиды A B D C  и EDBG  
им^я вершины въ точке С равны (кн. 12, пред. 5). Но пир. E D B C  и пир.EBGD  
суть одна и таже пирамида, следовательно пир. ABD C — пщ . EBCD.
Далее, такъ какъ F G B E  параллелограмъ, то A E B G — A E C F  (кн. 1, 
пред. 34), следовательно пирамиды EBCD  и EGFD  имея вершины въ точке 
D  равны (кн. 12, пред. 5). Но мы имели лир. EBCD— пщ . ABDC. Следова­
тельно пир, E G F D = пир. ABGD. Изъ этого следуетъ, что призма A B G D E F  
разбита на три равныя треугольныя пирамиды ABD C , BEGD , EGFD.
Залтчанье. Изъ этого предложешя следуетъ, что всякая пирамида 
есть треть призмы, имеющей съ ней одно и тоже основаше и равныя 
высоты.
Въ самомъ деле пир. ABD G  съ пир. GABD  равны; но пирам. 
A B D G =  з приз. A B C D F E , следовательно также пир. G A B D =  i  призм. 
A B G D E F ,
Если призма многосторонняя, то она можетъ быть разбита на трех- 
стороншя.
Предложеше 8. Подобныя треугольныя пирамиды ABGG, D E F H  
относятся между собою какъ тройное (кубы) отношеше соответствующихъ 
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Доказат. Построимъ параллелепипеды BI, EN. Такъ какъ пир. АВ QG °̂ 
оопир. DEFH, то L ВСА= LEFD, £AGG=£DFH, £ВССЬ=£ЩН, и
BG :EF—AG: DF—GG: HF (кн. 11, опред. 9), следовательно GM^FQ,
•  •
GlooFN, GLcoFP (кн. 6, опред. 1). Но въ обоихъ параллелепипедахъ сто­
роны, лежапця противъ трехъ вышеупомянутыхъ плоскостей, равны и по­
добны (кн. 11, пред. 24). А потому B I°°E N  (кн. 11, опред. 9), следова­
тельно B I : E N = (B G : E F У (кн. 11, пред. 33). Но призма есть половина 
параллелепипеда, а пирамида треть призмы, следовательно пирамида есть 
шестая часть параллелепипеда, а потому B I:  -#1У=пир. A B C G  : пир. 
D E F H  (кн. Г>, пред. 15). Следовательно также пир. A B G G : пир. D E F E —
*=(BC:EFy. ■ •
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Залиъчате. Изъ этого предложешя также следуетъ, что много­
угольный подобныя пирамиды относятся между, собою какъ тройное отно­
шеше соотвйтствугощихъ сторонъ. Разложивъ подобныя многоугольныя 
площади основашй на одинаковое число подобныхъ треугольниковъ (кн. 6, 
пред. 20), т. е. разложивъ многоугольныя пирамиды на треугольныя, то 
одна изъ треугольныхъ пирамидъ данной многоугольной относится къ 
треугольной пирамидй другой многоугольной, какъ вей треугольныя 
пирамиды одной ко всЬмъ треугольнымъ пирамидамъ другой, т. е. какъ 
одна многоугольная пирамида къ другой многоугольной. Но такъ какъ 
треугольныя пирамиды относятся между собою какъ тройное отноше­
ше соотвйтствующихъ сторонъ, то въ такомъ лее отношенш находятся 
и многоугольныя пирамиды.
Предложете 9. Въ равныхъ треугольныхъ пирамидахъ ABCG, 
DEFH, площади основанш АВС, DEF  находятся въ обратномъ отноше­
ши высотъ. Если же площади основашй АВС, DEF  находятся въ обрат­
номъ отношеши высотъ, то пирамиды ABCG, DEFH , равны между со­
бою (фиг. 498).
Доказат. Построимъ параллелепипеды B I , EN.
1. Пусть пир. A B C G =пир. DEFH , то, такъ какъ Ъ1— 6 пир. ABCG, 
и EN—Ь пир. DEFH, B I= E N ’ следовательно (кн. 11, пред. 34) ВК: 
:12Д£==высота въ EN: высоте въ .^ /—высота пир. D EFH : высоте пир. 
ABCG, Но ВК: Е М = /\А В  С: A  DEF, следовательно также А ЛВС: 
: А  •ЭД22'==®ысота пир. D E F H : высоте пир. ABCG.
2. Пусть IS АВС: /\2Ж Р=высота пир. D E F H : высоте пир. ABCG. 
Такъ какъ A ABC: / \D E F ~ B K : ЕМ, то В К : 1£М=высота пир. DEFH
: высоте пир. AlBCG, или ВК : 1£М==высота въ E N : высоте въ В1, сле­
довательно B I= E N  (кн. 11, пред. 34). Но B I— 6 пир. ABCG и ЕМ== 
= 6  пир. DEFH , следовательно пир. ABCGh=^пир. DEFH.
Предложите 10. Всякш конусъ есть треть цилиндра, имеющаго съ 




Доказат. Если бы цилиндръ ие былъ равенъ утроенному конусу, то 
цилиндръ или больше, или меньше трижды взятого конуса.
Фиг. 499.
Первый случай. Цилиндръ больше утроеннаго конуса.
Впишемъ квадратъ ABCD въ кругъ, служащщ основашемъ цилиндру 
и конусу, этотъ квадратъ будетъ больше половины круга. На квадрате 
построимъ призму, равной высоты съ цилиндромъ, эта призма будетъ 
больше половины цилиндра. •
Въ самомъ деле, если мы опишемъ квадратъ около круга, то внут- 
ренши квадратъ равенъ половине вн^шняго. Но призмы, построенный на 
этихъ квадратахъ, имЗнопця равныя высоты съ цилиндромъ, относятся меж­
ду собою какъ площади основашй, следовательно призма, построенная на 
внутреннемъ квадрате, равна половинЬ призмы построенной на внешнемъ 
квадрате. Но такъ какъ цилиндръ меньше призмы на внешнемъ, то призма 
построенная на внутреннемъ квадрате ABCD больше половины цилиндра.
Разделимъ пополамъ дуги круга АВ, ВС, СП, ПА, въ точкахъ 
Е, F, Gr, П  и соединимъ точки делешя, то каждый изъ полученныхъ та­
кимъ образомъ треугольниковъ, какъ напр. АЕВ, больше половины соот­
ветствующей ему половины сегмента (кн. 12, пред. 2). Построивъ на каж- 
домъ изъ этихъ треугольниковъ призмы одинаковой высоты съ цилиндромъ, 
то каждая изъ нихъ больше половины соответствующего отрезка цилиндра.
Въ самомъ деле, если мы чрезъ точки Д .... проведемъ прямыя па­
раллельныя къ АВ, , построимъ параллелограммы, и на этихъ пос-
ч
лйднихъ построимъ параллелепипеды, одинаковой высоты съ цилиндромъ,
то каждая изъ призмъ, построенныхъ на треугольникахъ АЕВ ,.... равна
половине такого параллелепипеда, а половина параллелепипеда больше от­
/
рйзка цилиндра, следовательно призма больше половины отрезка цилиндра.
Разделивъ снова пополамъ дуги круга АЕ,  и продолжая далее
построеше подобное предъидущему, мы наконецъ дойдемъ до такихъ 
отрезковъ цилиндра, которые больше избытка цилиндра надъ утроеннымъ 
конусомъ (кн. 10, пред. 1). Пусть эти отрезки цилиндра будутъ надъ
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А Е , ЕВ ,...., то остающаяся многосторонняя призма съ основашемълЦЕВ...., 
и равной высоты съ цилиндромъ. больше утроенпаго конуса. Но известно 
также, что эта многосторонняя призма равна утроенной пирамиде, имею­
щей съ конусомъ одно и тоже основаше и одинаковую высоту (кн. 12, 
пред. 7, замйч.). Следовательно такая пирамида больше конуса съ основа- 
шемъ ABGD. Но такъ какъ эта пирамида заключена въ конусе, то она 
меньше конуса. Это противоречить одно другому. Следовательно цилиндръ 
не можетъ быть больше утроеннаго конуса.
Второй случай. Пусть цилиндръ меньше утроеннаго конуса, то об­
ратно конусъ больше одной трети цилиндра.
Пусть снова въ кругъ вписанъ квадратъ A B C D , то этотъ последит, 
больше половины круга. Построимъ на квадрате пирамиду, одинаковой вы­
соты съ конусомъ, то эта последняя больше половины конуса-
Въ самомъ деле, пусть будетъ, какъ въ первомъ случае, около 
круга описанъ квадратъ, то внутреншй квадратъ равенъ половине впеш- 
ияго. Построивъ на обоихъ квадратахъ призмы, одинаковой высоты 
съ конусомъ, которыя будутъ относиться между собою какъ пло­
щади ихъ основашй (кн. 11, пред. 32), то внутренняя призма равна по­
ловине внешней, а также третяя часть первой равна половине третьей части 
второй, т. е. пирамида построенная на внутреннемъ квадрате равна половине 
пирамиды построенной на внешнемъ квадрате. Но последняя, какъ заклю­
чающая конусъ, больше конуса. Следовательно пирамида построенная на 
внутреннемъ квадрате A B C D , имеющая одинаковую высоту съ конусомъ, 
больше половины конуса.
Разделимъ снова пополамъ дуги круга А В ,... и проведемъ АЕ,...., 
такъ что каждый изъ треугольниковъ, какъ напр. А Е В , былъ бы больиге 
половины соответствующая отрезка круга; построимъ на каждомъ изъ этихъ 
треугольниковъ А Е В ,.... пирамиды одинаковой высоты съ конусомъ, то каж­
дая изъ нихъ больше соответствующего ей отрезка конуса. Продолжая да­
лее подобное делеше пополамъ дугъ круга и подобное построеше, мы 
наконецъ дойдемъ до такихъ отре.зковъ конуса, которые меньше избытка 
конуса надъ третьей частью цилиндра (кн. 10, пред. 1). Пусть эти 
отрезки будутъ иадъ А Е , Е В то остающаяся пирамида на основашй 
A E B F ...., одинаковой высоты съ конусомъ, больше третьей части цилиндра. 
Но эта пирамида есть третяя часть призмы, одинаковой высоты и одина­
ковой площади основашя съ цилиидромъ (кн. 12, пред. 7, замеч.). Следо­
вательно призма на основашй A E B F .... больше цилиндра, на круг!) A  BCD, 
одинаковой съ иимъ высоты. Но она заключена въ цилиндре, а потому 
она меньше его, что противоречить предъидущему. Следовательно ци­
линдръ не можетъ быть меньше утроеннаго конуса; но по прежде дока-
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данному онъ не можетъ быть и больше, а потому конусъ есть третяя 
часть цилиндра.
Предложеше 11. Конусы А К , Е М ‘ и цилиндры одинаковой высо­
ты I K ) L M , относятся между собою, какъ площади ихъ основашй ABCD, 
E F G H  (фиг. 500).
Фиг. 500.
в
Доказат. Если бы этого не было, то:
АВСВ : E F G H =  кон. А К : X  
где тгЬло X  должно быть или меньше, или больше конуса ЕМ.
Первый случай. Пусть т’Ьло Х <  конуса ЕМ , такъ что конусъ Е М =
в
Впишемъ въ кругъ E F G H  квадратъ E F G H , то этотъ послед Hit болг :пе 
половины круга. На этомъ квадрате построимъ пирамиду FM, одинаковой 
высоты съ конусомъ Е М , то она больше половины конуса, потому что она 
равна половина пирамиды, равной съ ней высоты, построенной на описанномъ 
квадрате (кн. 12, пред. 6), а конусъ меньше последней.
Раздел и въ пополамъ дуги круга ЕЕ\ FG,.... и делая такое же по- 
строен1е какъ для втораго случая предъидущаго предложешя, и продол­
жая такимъ образомъ далее, мы наконецъ дойдемъ до такихъ отрез­
ковъ конуса, которые меньше Z  (кн. 10, пред. 1). Пусть это будутъ от­
резки надъ Я Д ..., то остающаяся пирамида F M  на основашй H N E  
одинаковой высоты съ конусомъ ЕМ , больше X. '
Виишемъ въ кругъ А В С В  многоугольникъ D BA...., подобный и по- . 
добно расположенны й многоугольнику H N E ...., и на немъ построимъ пи­
рамиду В К , одинаковой высоты съ конусомъ А К .
Такъ какъ (кн. 12, пред. 1):
ПАС:  \Z\EG— hieov. D B A ....: мног. HNE....
П А С :  nE G = K \). ABCD : кр. E F G H
и (кн. 12, пред. 2):
то (кн. 5, пред. 11):
кр, ABGD : кр. EFGH=wmv. DBA.,..: мног. HNE....
Но мы положили, что:
кр. ABGD : кр. EFGH— кон. АК: X
а потому и:
мног. DBA.,.: мног. HNE...—кон. А К : X.
Но (кн. 12, пред. 6):
мног. D BA....: мног. HJSfE. . .=  пир. В К : пир. FM  
■ Следовательно:
кон. А К : Х =пир. В К : пир. FM.
Но пирамида лежитъ внутри конуса, а потому конусъ АВГ>пир. В К. 
Изъ этого следуетъ, что и Х>пир. FM  (кн. 5, пред. 14), что противо­
речить предъидущему, что пир. F M >X . Следовательно не можетъ быть:
кр. ABGD: Kp.-EjP(xiZ==KOH. А К : X
при Х <  конуса ЕМ.
Такимъ же точно образомъ можно доказать, что не можетъ быть:
кр. EFGBГ: кр. ABOD=кон. Е М : Y
при F < конуса АК.
Второй случай. Пусть Х>конуса ЕМ , то изъ проиорцш:
кр. ABGD: кр. EFG H =  кон. А К : X  
будемъ им^ть обратно:
кр. EFGH: кр. ABGD—X : кон. АК.
Пусть будетъ:
X : кон. ^4Il=koh. Е М :Y
где F < конуса АК, то:
кр. EFG H : кр. ABGD=kон. ЕМ: Y
что, на основанш перваго случая, невозможно. А потому не можетъ быть:
кр. ABGD: кр. EFGH=nон. А К : X
при Х>конуса ЕМ, и на основанш перваго случая, также невозможно, 
при Х<конуса ЕМ. Следовательно необходимо:
, кр. ABGD : кр. EFGH=K(m. А К : кон. ЕМ.
Такъ какъ цилиндры въ три раза больше конусовъ, одинаковой съ 
ними высоты и одинаковаго основашя (кн. 12, пред. 10), то они отио-
I
сятся между собою какъ конусы, следовательно:
кр. ABGD: кр. EFGH=mix. на ABGD : цил. на EFGH.
Предложена’ 12. Подобные конусы ВК, FM , а также подобные ци­
5 2 4
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линдры относятся между собою какъ утроенное (кубы) отношеше даамет- 
ровъ BD, FH  ихъ основашй (фиг. 501).
Фиг. 501.
Доказат. Если бы этого не было, то пусть:I .
(ВП: т у = кон. В К : N
где тйло N, или меньше, или больше конуса FM.
Случай первый. Пусть будетъ IV< конуса FM.
Сделаемъ тоже построете, какъ при начале перваго случая предъ­
идущаго предложешя: то мы получимъ пирамиду GM, которой вершина 
будетъ М, а основаше будетъ площадь многоугольника E O F пирамида 
эта больше тела N.
Впишемъ въ кругъ АВСВ многоугольникъ ASB.... подобный много­
угольнику EOF...7 и на этомъ многоугольнике построимъ пирамиду СК, 
коей вершина К. Пусть одна изъ боковыхъ поверхностей пирамиды СК 
будетъ AKSB, а пирамиды GM треугольникъ МОЕ. Проведемъ IS, LO.
Такъ какъ конусъ В К ^  конусу FM, то BJD:FH=IK:LM  (кн. 11, 
опред. 24); но В В : FH—B l: FL, следовательно B I:F L —IK :L M , или 
B I:IK —FL:LM . Но при точкахъ I  и L углы прямые, т. е. /_В 1К =  
—LFLM. СлгЬдовательно A B IK °° AFLM  (кн. 6, пред. 6).
Далее BI: IS=;FL : LO, а на основанш подоб1я многоугольниковъ, 
ZmBIS=Z.FLO, а потому Л B IS ^  FLO (кн. 6, пред. 6).
Мы имели что B I : I K = F L : LM, но B I= IS  и FL=LO, а потому 
IS : IK—LO :LM. Но Z S IK =  Z OLM=id. Следовательно A K S I‘*> A  MOL
(кн. 6, пред. 6).
Такъ какъ A B IK ^  AFLM, следовательно К В : B I= M F : FL\ и 
ABIS°° AFLO, следовательно B I:B S —FL:FO; сравнивая эти пропор­
ции, получимъ: К В : B S = M F : FO, или S B : KB=-OF :MF.
Такъ какъ A K S I00 A MOL, то KS:SI=MO: OL, a A BIS°° FLO, 
следовательно SI: IB = O L : OF; сравнивая эти пропорцш, получимъ: 
KS: BS=M O  : OF. Но мы имели прежде S B : KB— OF : MF. Следова­
тельно сравнивая эти пропорцш KS: KB=M O:M F,
А потому стороны треугольниковъ KSB , MOF пропорщональны. Сле­
довательно A KSB ^  A  MOF (кн. 6, пред. 5); следовательно пир. BISK^> 
с^пир.FLOM  (кн. 11, опред. 9); откуда (кп. 12, пред. 8):
пир. B I8 K : пир. FLOM =(BI: F L f—(B B : F H f
Проведя изъ остальныхъ точекъ окружностей АВСВ, EFGH , къ 
централь I, L, прямыя лиши, и построивъ, на полученный такимъ обра- 
зомъ треугольникахъ пирамиды, коихъ вершины будутъ въ К , М, то на 
основашй предъидущаго следуетъ, что отношеше каждой соответствую­
щей пары такихъ пирамидъ равно утроенному отношенно В В : FH , т. е. 
что отношешя всехъ такихъ паръ равны между собою. Следовательно 
(кн. Ь, пред. 12):
пир. B IS K : пир. FLOM=uscb пир. на ABGD: всемъ пир. на EFGH—
=целая пир. С К : целой пир. GM.
Следовательно:
(B B :F H y= пир. СК: пир. GM
Но мы предположили:
(ВВ :FH)3 =  кон. B K :N .
Следовательно: .
кон. В К : .2У=пир. С К : пир. GM.
Но такъ какъ конусъ заключаегъ въ себе пирамиду, то конусъ 
2?2Г>пир. СК. Следовательно также N >  пир. GM (кп. 5, пред. 14), что 
противоречить выше написанному,что пир. GM> N. А потому, не можетъ 
быть:
{ВВ : FH  )3=кон. В К : N
при .№<конуса FM. Подобнымъ же образомъ можно показать, что не мо­
жетъ быть:
' (FH : ВВ) 3=кон. F M : Z
при Z <  конуса В К,
Второй случай. Пусть будетъ Д>конуса FM  и:
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{В В : FH  )3=кон. В К : N
следовательно:
Пусть:
N: конусу B K =(F H : ВВ)3.
N : кон. В К— кон. F M : Z
где следовательно B K > Z  (кн. 5, пред. 14). Следовательно:
(FH : ВВ)Н= кон. FM: Z
• у  #
что на основашй перваго случая невозможно. А потому не можетъ оыть.
(BD : F E Y = kov. В К : N
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при 2V> конуса FM; па основашй перваго случая также невозможно, при 
2V< кон уса FM . Следовательно:
(В В  : F H )3= кон. В К : конусу FM .
Такъ какъ цилиндры въ три раза больше конусовъ, имйющихъ съ 
ними одну и туже высоту и одно и тоже основаше (кн. 12, пред. 10), 
сл'Ьдовательио они относятся между собою какъ конусы, а потому также:
• цил. В К : цил. F M = ( B B : F H ) \
Предлооюете 13. Если мы лерес&чемъ цилиндръ А В , плоскостью HG, 
параллельной противолежащимъ площадямъ основашй А В , СВ, то отсе­
ченные цилиндры B G , G B  относятся между собою какъ ихъ оси F I  и 
I F  (фиг. 502).
Фиг. 502.
Р  Л  В  Ж  D Т  X
Доказат. Продолжимъ ось EF  цилиндра АВ  по о&Ь стороны до 
К, L; на Е К  ианесемъ произвольное число частей ЕМ, М К  равныхъ 
EI, а на FL  произвольное число частей FN, NL , равныхъ IF; чрезъ 
точки Ж, К у Д  X, проведемъ плоскости равныя и параллел ьныя площа­
дямъ основашй АВ, СВ и построимъ цилиндры PQ, QB, BS, SX.
Такъ какъ цилиндры JPQ, QB, В G одинаковой высоты КМ,МЕ,Е1, 
относятся между собою какъ площади ихъ основашй (кн. 12, пред. 11), но 
такъ какъ эти послйдшя равны, то и сами цилиндры также равны, именно 
PQ—QB=BG. Следовательно K I  есть такой же кратности отъ EI, ка­
кой цил. IJG отъ цил. BG. По той же причин'Ь IL  такой же кратности
отъ IF , какой цил. GX отъ цил. GB. А потому когда KI==1L, то и
?6г=СгХ Сл'Ьдовательио E l : IF—B G : GB (кн. 5, опред. 5).
* в
Предлооюете U . Конусы ABG, CBI и цилиндры BE, BF\ ивгЬгопце 
одинаковыя площади основашй АВ, СВ, относятся между собою какъ ихъ 
высоты HG, K I  (фиг. 503).
Доказат. Продолжимъ IK  до Ж, отложимъ KM—HG и вообразимъ
себъ около оси КМ  цилиндръ BL.
. Такъ какъ цилиндры BE, B L , одинаковой высоты HG, КМ , то они
относятся между собою какъ площади ихъ основанш (кн. 12, пред. 11), но 
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какъ цилиндръ F M  разс&ченъ плоскостью CD, параллельной площадямъ 
основанш, то D L : D F = M K : K I  (кн. 12, пред. 13). Но D L = B E , и 
M K=H G . Следовательно B E : D F = H G  : K l.
Такъ какъ цилиндры BE, B F  относятся между собою какъ конусы 
ABG , GDI (кн. 12, пред. 10), то:
кон. A B G : кон. GDI—H G : KI.
. Предлооюете 15. Если конусы ACR, EGM , или цилиндры AN, ЕО 
равны между собою, то площади основашй AG, EG  обратно пропорщо­
нальны высотамъ IK, LM. И если площади основашй обратно пропорщо­





Доказат. 1. Пусть цил. AN=ujtJi. ЕО, то высоты IK, LM  или равны, 
или же неравны.
a) Если IK—LM, то AN:EO*=AC:EG  (кн. 12, пред. 11); ио 
AN—EO, следовательно AC=EG; а потому AG : E G = L M : IR.
b) Если L M >IK , пусть будетъ LP—IK. Проведемъ чрезъ Р  плос­
кость ТВ параллельную площадямъ основашй, и вообразимъ ce6ii на пло­
щади EG  цилиндръ ЕВ.
Такъ какъ AN=EO, то A N :E B = E O :E B  (кн. 5, пред. 7). Но 
A N : Е В = А С : EG (кн. 12, пред. 11), и E O :E B =:LM :LP  (кн. 12, 
пред. 13). Следовательно А С : EG—Ь М : L P = L M : IK.
2. Пусть АС: E G = L M : IK, то на основашй иредъидущаго построе-
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шя AC: EG—L M : LI?. Ho AG: EG=AN:*EIl (кн. 12, пред. 11) и 
L M : L P = E 0 : ЕВ  (кн. 12, пред. 13). Следовательно A N : E R =E O : ЕВ, 
а потому AN=EO  (кн. 6, пред. 9).
Тоже самое относится къ конусамъ AGE, EGM  (кн. 12, пред. 10), 
т. е. если А С : EG—L M : IX , то кон. А&йГ=кон. EGM, а если кон. АСК=  
=кон. EGM, то AC: EG—L M : IK.
Предложеше 16. Вписать въ болышй изъ двухъ данныхъ концентри- 
ческихъ круговъ ABCD и EFGH  правильны! многоугольникъ съ чет- 
нымъ числомъ сторонъ, который бы не касался меныпаго круга (фиг. 505)?
Фиг. 505. '
В
Ргьшеше. Проведемъ д1аметръ ВВ  и возставимъ къ нему, въ точке 
6г, перпендикуляръ GA и продолжимъ его до (7, то АС будетъ прямая ка­
сающаяся круга EFGH  (кн. 3, пред. 16). Разделимъ пополамъ полуокруж­
ность BAD и будемъ продолжать это делеше далее, то наконецъ мы дой-
I
демъ до такой части JOD, которая будетъ меньше АВ  (кн. 10, пред. 1). 
Опустимъ изъ точки I  на ВВ  перпендикуляръ IK , продолжимъ его до L, 
и проведемъ IB, DL , то IB = B L .
Такъ какъ IL параллельна АС, а последняя касается круга, то IL 
не будетъ его касаться, а темъ более не будутъ его касаться ID, DL. 
Внося въ кругъ ABGD одну за другою прямыя лиши равныя ID, такъ 
чтобы начало одной, совпадало съ концемъ другой, то въ болышй кругъ
будетъ вписанъ правильный многоугольникъ съ четнымъ числомъ сторонъ,
t %
который не касается меныпаго круга.
' Предложеше 17. Въ болышй изъ двухъ данныхъ концентрическихъ 
шаровъ вписать многогранникъ, который бы не касался своею поверхностью
меныпаго шара (фиг. 506)?
Построете. Проведемъ плоскость чрезъ общш центръ А, плоскость эта 
пересечетъ поверхности шаровъ покругамъ. Такъ какъ (кн. 11, опред. 14) 
шары образованы вращешемъ полукруга около его неподвижнаго д!аметра, то,
какое бы положеше не имелъ полукругъ, продолженная его плоскость каждый
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разъ образуетъ на шаре кругъ, и притомъ большой, такъ какъ д1аметръ 
дара, очевидно, равный д1аметру полукруга, больше всехъ прямыхъ лишй 
проведенныхъ въ круге или шаре (кн. 13, пред. 15). Пусть такимъ обра­
зомъ получены на поверхности болынаго шара кругъ ВСВЕ, а на поверхнос­
ти меныпаго шара кругъ FGH. Проведемъ въ этихъ сечешяхъ д1аметры
I •
ВВ, СЕ, взаимно перпендикулярные. Въ болышй изъ обоихъ концентри- 
ческихъ круговъ ВСВЕ, впишемъ (кн. 12, пред. 16) правильный многоу­
гольникъ, съ четнымъ числомъ сторонъ, который бы не касался мень- 
шаго, круга FGH. Пусть сторонами этого многоугольника, въ квадранте BE, 
будутъ BI, IK , KL, LE . Проведемъ IA, и продолжимъ ее до М. Къ 






встречающей поверхность болыпаго шара въ точке N. Чрезъ AN  и чрезъ 
каждый изъ д1аметровъ ВВ, IM  проведемъ плоскости, то эти последшя, 
на основанш выше сказаннаго, образуютъ на поверхности шара болыше 
круги; половины этихъ круговъ BNB, INB  перпендикулярны къ плос­
кости круга ВСВЕ (кн. 11, пред. 18) подобно AN.
Такъ какъ д1аметры ВВ, IM, СЕ равны, то полукруги BNB, INM, 
ВЕВ  равны, следовательно квадранты BN, IN, BE  также равны. А по­
тому стороны многоугольника, которыя были внесены въ квадрантъ BE, 
могутъ быть внесены въ B N  и IN. Пусть сторонами этими въ SN  будутъ 
ВО, OP, QP, QN, а въ IN  сторонами будутъ ZR, MS, ВТ, TN. Прове-
демъ OR, PS, QT' то, какъ мы докажемъ въ после дствш, каждая изъ 
четырехстороннихъ фигуръ IB OR, ROPS, SPQT, а также (кн. 11, пред. 2) 
&NQT находятся въ одной плоскости.
Представимъ себе прямыя лиши проведенныя изъ центра шара А 
въ точки О, R, Р, S', Q, Ту такимъ образомъ построимъ между обоими 
квадрантами BN, 1N многогранникъ, составленный изъ пирамидъ, кото­
рыхъ общая вершина въ А, а площади основашй которыхъ суть IBOR, 
ROPS, SPQT, NQT.
Въ квадрант^ BE, на каждой изъ остальныхъ сторонъ IK, KL, LE, 
сделаемъ такое же построете какъ и на BI; въ трехъ остальныхъ квад- 
рантахъ ВС, CD, DE  сдЬлаемъ тоже, что и въ BE; въ другой половине 
полушара повторимъ тоже. Такимъ образомъ мы впишемъ въ болышй шаръ 
многогранникъ, состояний изъ пирамидъ, съ указаннымъ выше свойствомъ;
многогранникъ этотъ не будетъ касаться своею поверхностью меныпаго шара./
Роьшете. 1. Докажемъ, что каждая изъ четырехстороннихъ ; • уръ 
IB OR, ROPS, SPQT лежитъ въ одной плоскости.
Опустимъ на плоскость круга BCDE, изъ точекъ О, R, перпенди­
куляры OV, RX, которые встречая линш пересечешя BD, IM  (кн. 11, 
пред. 38), будутъ параллельны (кн. 11, пред. 6); проведемъ УХ.
Такъ какъ отъ каждаго изъ полукруговъ BND, ШЖ отсечены рав­
ныя дуги ВО, IR, то Z АВО=  Z AIR (кн. 3, пред. 21). Но углы при точ­
кахъ V, X  суть прямые, и O B=RI, следовательно OV=RX  и В У =1Х
(кн. 1, пред. 26).
Такъ какъ ВА=1А, но B V—IX, а потому A У=АХ, следовательно:
BV: УА=>1Х: ХА
изъ этого следуетъ, что УХ параллельна IB  (кн. 6, пред. 2). Но 
по предъидущему OV, RX  параллельны и равны . между собою. Сле­
довательно УХ, RO равны и параллельны (кн. 1, пред. 33). А 
потому также RO и IB  параллельны (кн. 11, пред. 9). Точно такимъ же 
образомъ доказывается, что PS и TQ параллельны IB; а потому PS па­
раллельна RO и TQ параллельна PS. Такъ какъ RO параллельна IB, 
то четырехсторонняя фигура IB OR лежитъ въ одной плоскости (кн. 11, 
пред. 7). По той лее причине каждая изъ остальныхъ многостороннихъ 
фигуръ ROPS, SPQT лежатъ въ одной плоскости.
2. Докажемъ, что поверхность вписаннаго многогранника не касается 
поверх пости меныпаго шара, на которой находится большой кругъ FGS.
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Опустимъ изъ центра шара А  перпендикуляръ A Z  на плоскШ 
четыреугольникъ 1В ОВ, , пересйкаюпцй эту плоскость въ точке Z  и 
проведемъ въ этой плоскости прямыя линш B Z \ ZO , къ которымъ также 
будетъ перпендикулярна прямая A Z  (кн. 11, опред. 3), следовательно 
(кн. 1, пред. 47):
U AB—U A Z + U Z B
и
U A O = U A Z + U Z O
Но АВ=АО, а потому:
.  П А В ^П А О
откуда:
\3AZ-h\jZO =  n A Z + O Z B  
следовательно: ,
. Q Z (h=Q Z B
а потому Z O = Z B . Точно такимъ же образомъ доказывается, что прямыя, про­
веденныя изъ точки Z  къ точкамъ I, В, соответственно равны ZB, ZO. Сле­
довательно кругъ описанный около точки Z, рад1усомъ ZB, пройдетъ чрезъ 
точки I, В, О, а потому четырехсторонняя фигура вписана въ этотъ кругъ.
Лрилтч. 1. Если мы опустимъ изъ точки А  перпендикуляръ Az на плоскость 
BOPS и проведемъ zO, zP, то точно такимъ же образомъ доказывается, что кругъ опи­
санный около точки z рад1усомъ zO, пройдетъ также чрезъ точки В, S, Р , а потому че­
тырехсторонняя фигура вписана въ этомъ круг£ и т. д.
- * * /
Такъ какъ I B > X V  и Х У =В О , то 1В >В О , но 1В =1В ^В О , а 
потому какъ IB, такъ и ВО>ВО. Следовательно, въ круге описанномъ 
около IBOB, каждая изъ равныхъ дугъ IB, ВО, IB  больше дуги 
ОВ; а потому Z,OZB есть тупой уголъ, следовательно (кн. 2, пред. 12) 
UBO>UBZ-^rUZO, т. е.:
\
O B O > 2 Q B Z .
' \
Изъ точки О проведемъ OV перпендикулярную къ BD. Такъ какъ 
jB D <2D F  и (кн. 6, пред. 1): '
В В : B V = B B .B V : B V .V B
то:
D B.BV< 2 В Г .Г В
В В .В Г =О В О  и BV.VB—\ 3 0 r
Следовательно \3B0<C2\Z\0V. Но \Z\BO^>2\Z\BZ. Следовательно 
QOV>\Z\BZ. Далее, такъ какъ В А =А 0  и [JBA—[JAO и:
U B A -= U B Z ^ U Z A
равно какъ:
' \JAO =  □  О V-h ТА .
то:
[JBZ-h □  Z A = Q  О V-h □  VA
Но по выше сказанному П О F > D Б Д  следовательно O T A < Q Z A , 
а потому A Z > A V , следовательно темъ более AZ>AG . Итакъ A Z  пер­
пендикулярна къ одной изъ боковшхъ сторонъ многогранника, a AG 
перпендикулярна къ поверхности меньшаго шара. Следовательно много­
гранникъ (стороною IBOB) не касается поверхности меньшаго шара.
N
Примгъч. 2. Равнымъ образомъ многогранниЕъ не касается стороною OPSB поверхт 
ности меньшаго шара. Опустимъ изъ точки А  на OPSB перпендикуляръ Az, и проведемъ 
Oz, Pz, то кругъ описанный около z рад1усомъ zO пройдетъ чрезъ точки JP, S, В. Такъ 
какъ IB  больше ч'Ьмъ ВО, SP , и IB =B S=O P , то каждая изъ BS, ОР соответственно 
больше ВО, SP. Въ круге, описанномъ около четырехсторонней фигуры, дуги BS, ОР 
равны и больше ВО, SP. Следовательно уголъ. PzO при точк’Ь z тупой, а потому 
□  О Р > 2 П # 0  (кн. 2, пред. 12).
Изъ точки Р  проведемъ Pv перпендикулярно О А, и продолжимъ ОА до d. Точно 
также, какъ прежде, доказывается что Az>Av, а следовательно темъ более Az>AG , изъ 
чего следуетъ, что и сторона BOPS не касается поверхности меньшаго шара. Равнымъ 
образомъ ни одна изъ другихъ сторонъ многогранника не касается поверхности меньшаго 
шара. .
N
Другое доказательство, что AZ^> A G.
Въ точке 6г возставимъ къ AG перпендикуляръ GK  и проведемъ 
АК. Разделивъ продолженную дугу BE  пополамъ, то останется (кн. 10, 
пред. 1) еще часть BI\ которая меньше дуги, которой хорда была бы 
GK\ а потому и прямая лишя BI<iGK. Но такъ какъ по выше доказан­
ному четырехсторонняя фигура IBOR вписана въ кругъ и ОВ=В1—1В, 
прямая лее О В  меньше каждой изъ предъидущихъ, то уголъ OZB тупой,
следовательно B 0>B Z. Но GK>BO , следовательно темъ более G K >B Z  
а потому \Z\GKy>U}BZ.
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Но, проведя прямую ОВ, (кн. 6, пред. 8, сйд.):
Такъ какъ: '
U A K = U A G -v-UG-K
и
.  nAB=UBZ-*-UAZ 
Но: ’






Ц - А б г —ь- П  П  ВZ—f— I I AZ.
% •
' Но мы имели \jBZ<\3CrK, следовательно OAZ>[JA6r, а потому
AZ>AG.
Зампчате. Если въ шаръ В  впишемъ многогранникъ подобный 
многограннику вписанному въ шаръ А, то оба многогранника относятся 
между собою какъ утроенное (кубы) отношеше д1аметровъ этихъ шаровъ.
Доказат. Раздаливъ многогранники на одинаковое число одинаково 
расположенныхъ пирамидъ (коихъ вершины лежатъ въ центре шаровъ, а 
основашя суть стороны многогранниковъ), то эти пирамиды подобны (кн. 12, 
пред. 8). (Стороны прилежапця къ вершине суть рад1усы шаровъ).
Следовательно каждая пара одинаково расположенныхъ пирамидъ въ обоихъ
шарахъ находятся въ томъ лее отношеши, какъ утроенные (кубы) Д1аметры 
шаровъ. Итакъ всгЬ пирамиды въ шаре А  относятся ко всемъ пирамидамъ 
въ шаре Д  какъ одна изъ пирамидъ въ А, къ одной изъ пирамидъ въ 
В. А потому отношеше многогранниковъ равно утроенному отношенпо 
дааметровъ шаровъ.
Предложете 18. Шары ABC, DEF  относятся между собою какъ 
утроенные (кубы) д1аметры ВС, EF  (фиг. 507).
Доказат. Если бы это не имело место, то пусть:
1 ‘ \
' \  1 *
t . {ВС: E F y = шар. А В С :Х
такъ ?то тело X  или меньше, или больше шара DEF.
Случай первый. Положимъ Х<шар. DEF. Пусть шаръ IIQ I^X  бу­
детъ концентрический съ шаромъ DEF\ впишемъ (кн. 12, пред. 17) въ
болышй шаръ DEF  многогранникъ, коего поверхность не касается мень-
• * §
шаго шара RGI, а въ шаръ АВС впишемъ многогранникъ подобный предъ* 
идущему; мы будемъ иметь (кн. 12, пред. 17, замеч.):
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миогогр. ABC: многогр. DEF-~(BC: E F y  
Но по положенно:
шар. АВС: шар. GHI=(BC: EF  )3.
а потому:
шар. АВС: шар. 6гй7=многогр. АВС: многогр. DEF
но какъ шаръ А В О  многогр. АВС, то и шаръ 6rZ£Z>многогр. DEF. 
Но такъ какъ шаръ GHI вписанъ въ многогранникъ DEF, то шаръ 
6гЛ7<многогр. DEF , что противоречить предъидущему. А потому не 
можетъ быть: .






Подобпымъ же образомъ доказывается, что не имеетъ места пропорщя:
шаръ D E F : Z = (E F : ВС У
\ 9 .
при ^<ш ара АВС.
Случай второй. Пусть Х^>шара DEF и:
%
(ВС: EF  )3=шаръ ABC: X
следовательно, когда шаръ K LM =X y то:
(E F : 1?(7)3=шаръ K LM : тшир.АВС
шар. K L M : шар. АВС=  шар. B E F : Z
Пусть будетъ:
. \
гдй шар. A B C >Z , следовательно:
. (E F : ВС )3= ш ар ъ  D E F : Z
что невозможно на основанш перваго случая, где Z<Cшара ABC. А по­
тому не можетъ быть:
(ВС : E F  )3= ш ар . A B C : X
\
при Х >ш аръ DEF\ а на основашй перваго случая также не можетъ быть 
при Х < ш ара DEF. Следовательно необходимо:i .
t
(ВС: E F )3= шар. A B C : шар. DEF.
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КНИГА XIII.
Книга третяя „О тЪлахъ“
П р е д л о ж е н !  я.
Предложеше 1. Если прямую АВ , въ точк’Ь С, разделимъ въ край­
немъ и среднемъ отношенш, то квадратъ построенный на прямой, состав­
ленной изъ половины АВ  данной прямой и изъ болыпаго отрезка АС, ра­








X  & Е
Доказат. На прямыхъ АВ , СВ построимъ квадраты АЕ, DF; по-
строимъ фигуру въ квадрат^ B F какъ въ пред. 4, кн. 2, и продолжимъ FC до Gr.
\  •
Такъ какъ прямая АВ  разделена въ крайнемъ и среднемъ отноше- 
ши, то (кн- 6, опред. 3):
А В : А С =А С : СВ
а потому (кн. 6, пред. 17) АВ.СВ=П]АС. Но:
АВ.СВ=СЕ и u a c = f o .
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Следовательно GE=FO . . Такъ какъ А В =2А В  и А В = А К , АВ=АО  
то АК—2АО, следовательно, какъ (кн. 6, пред. 1):
А К :А О =К С :С О




но по выше доказанному CE=FO , а потому (кн. 1, пред. 2):
А2£=[11АВ=гномону OMLFGAO.
Но АВ=2АЛ), а потому (кн. 6, пред. 20, след.) □  AB=i\Z\ АВ, сле­
довательно:
- гномонъ 0MLFGA0=4:\3AB
но В О =\ЗА В , то (кн. 1, пред. 2) BF<=6\JAB, где А В = ъ А В  и:
■ I
B F ={3C B =\J(G A -hA B )=n(G A -h12 АВ).
Залмъчате. Предложете доказывается аналитически, если искомое 
принять за известное и на основашй выведенныхъ отсюда следствШ иолу- 
чаютъ известныя истины. Напротивъ, предложете доказано синтетически, 
если съ помощью известныхъ истииъ доходятъ до искомой.
Пусть прямая лишя АВ  (фиг. 509) въ точке С разделена въ край-
Фиг. 509.
А С
В  7 7 В
немъ! й среднемъ отношенш, и пусть АС болыпш отрезокъ, прибавимъ къ\ ' .
продолженной прямой АВ  ея половину АВ\ требуется доказать, что
№GD=*bUAJ№
1) Аналитическое доказательство. Примемъ за известное, что D С1)=  






Но мы предпололшли ВА—2АВ , а потому 2{АВ.АС)=ВА.АС; мы 
предпололшли также, что:
В А  : А С =А С : СВ .
а потому Следовательно:
(Б^.^Сг)-ьи Б .Б С ,)= 4 Ш 1 ).
Но (кн. 2, пред. 2): .
(Ш .^(7)-1-(^Б .Б (7)=П ^Б .
Следовательно 4UAB=UAB, что и должно быть, такъ какъ 2АВ=АВ.









а потому (кн. 1, пред. 2):
OAC-\-OA.B-h2(AB.AC )= 5  ПАВ.
Но (кн. 2, пред. 4): .
ПАСП-ПАВ-\-2(АВАС)=ПВС. ‘
Следовательно ОВС^ЬОАВ^ т. е.:
В(АСЧ-1 А В )=  5П г -4J5. '
Прилтч. 1. Уже древиимъ было известно два способа для доказательства теореыъ 
и р(Ьшеи1я задать, какъ это видно изъ настоящей книги Началъ Евклида: способъ анали- 
тическгй (dvaXvote pasp'bmeHie) и сштетическгй (ovv&sals сложеше). Я войду въ нг&ко­
торыя подробности относительно этихъ способовъ, такъ какъ я думаю, что преподаватель 
долженъ, цо возможности, доказывая теоремы и р§шая задачи, указывать на харастеръ«I * . *
процесса и мало по малу уяснять оба эти способа. Это гЬмъ важнее, что элементарная 
геометрш, въ качеств'!) общеобразовательной науки, наилучше можетъ уяснить пропессъ 
мышлешя, такъ какъ никакая другая наука не можетъ сравниться съ нею въ правиль-
а потому (кн. 1, пред. 3):
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пости логического развимя истинъ. Кроме этого я не знаю пи одного математического со* 
чинетя, въ которомъ бы оба эти способа были обстоятельно изложены, а аналитически! 
способъ, по большей части, понимается неправильно.
Способъ аналитически. Въ тринадцатой книгЬ Началъ Евклида мы паходимъ крат­
кое опред&леше анализа и синтеза, но Паппусъ говоритъ, что изобретете аналитичес­
к ая  способа принадлежитъ Платону, хотя въ сочинешяхъ Платона мы не паходимъ ни­
чего относительно этого способа. Кто бы нибылъ творецъ аналитическая способа, но Ев- 
клидъ первый его формулировалъ слйдующпмъ образомъ: въ анализе предложенную тео­
рему принимаютъ за истину, чтобы изъ нея вывесть сл’йдсшя, которыя бы привели къ из­
вестной уже истине. Изъ этого определешя и примеровъ, которые Евклидъ даетъ для 
пояснешя, можно заключить, что онъ смотритъ на теорему какъ доказанную, если изъ нея 
вытекаетъ, какъ необходимое следств1е, какое нибудь, уже доказанное, известное предло- 
жеше.
Но уже Аристотель заметидъ, что изъ ложнаго предложешя можно вывесть, какъ не­
обходимое следств!е, предложете истинное, такъ напримеръ, изъ ложнаго предложешя: 
въ каждомъ треугольнике стороны пропорщональны противолежащимъ угламъ, вытекаетъ, 
какъ необходимое следстые, предложете истинное: что противъ равныхъ угловъ лежатъ и 
стороны равныя. Следовательно, истина, выведеннаго следсшя, не даетъ намъ права де­
лать заключеше о истине предложешя.
Но если изъ принятаго предложешя за истинное вытекаетъ, какъ необходимое след- 
CTBie, несообразность съ известными истинами, то ыы вправе заключить, что предложенная 
теорема ложна, такъ какъ истинное предложете не можетъ дать ложнаго следсшя; напр.:
Задача. Чрезъ данную точку между двумя параллельными лишями провести такую 
прямую, которая бы въ этой точке делилась пополамъ, т. е. чтобы отрезки ея, между дан­
ною точкою и параллельными, были равны?
Ргьшете. Пусть данныя прямыя будутъ (фиг. 510) АВ  и CD и данная между ними 
точка О. Положимъ, что задача решена и что искомая прямая есть JEF, которая, следо­
вательно въ точке О делиться пополамъ, т. е. JEO=OF. Изъ точки О опустимъ перпенди­
куляръ L M  на одну изъ прямыхъ, то онъ будетъ перпендикуляръ и къ другой. Если прямая 
JEF въ точке О делиться пополамъ, то Д  O L K =  Д  OFM, такъ какъ OE—OF, /^L0JE= 
—Z_FOM и /_O LE=/_FM O  какъ прямые, следовательно и OL=OM. Что возможно 
только въ томъ частномъ случае, когда точка О лежитъ на средине прямой LM. Следова­
тельно вообще задача невозможна.
Следовательно изъ анализа, такимъ образомъ формулированная, можно, въ первомь 
случае, только сказать, что теорема можетъ быть истинна, а во второмъ случае, мы 
заключимъ, что предложенная теорема ложна.
Такъ обыкновенно понимаютъ аналитически способъ, который отъ того и получилъ 
назвашя разргьшетя, такъ какъ предложенная теорема разлагается на свои составныя части, 
до техъ поръ, пока не дойдутъ до известной истины или несообразности.
Паппусъ формулировалъ аналитически способъ иначе, онъ далъ ему такую форму,
А:
Фиг. 510.
 L  Ж В
с -D
541
что онъ ведетъ всегда къ определенному результату. Въ анализе, говорить Паппусъ, предло­
женную теорему принимаютъ за истину и ищутъ изъ какой другой, уже известной тео­
ремы, она можетъ быть выведена, какъ необходимое сл едсте, и если такая теорема най­
дется, то предложенная будетъ доказана. Если лее такой известной теоремы не находится, 
то ищутъ изъ какой теоремы, еще не доказанной, она можетъ быть выведена, и найдя та­
кую теорему, вопросъ сводится къ тому, чтобы доказать эту последнюю. Съ этой послед­
ней поступаютъ какъ съ предложенной, т. е. опять ищутъ изъ какой известной теоремы 
она можетъ быть выведена, какъ необходимое слгЬдств1е, и если такая теорема находится,
I
то предложенная будетъ доказана, если нетъ, то поступаютъ опять подобнымъ образомъ, 
пока наконецъ, не дойдутъ до теоремы известной, откуда и заключаютъ, что предложен­
ная теорема справедлива.
Изъ этого видимъ, что аналитически способъ состоитъ въ установлены непрерывнаго 
ряда предложены, начиная съ предложенной теоремы и оканчивая известней. Каждая изъ . 
теоремъ этого ряда есть следств1е теоремы непосредствепно за ней следующей. У Евклида 
рядъ теоремъ идетъ въ обратномъ смысле, именно: каждая изъ теоремъ ряда, есть следств1е 
непосредственно предъидущей.
Посмотримъ кашя услов!я необходимы, чтобы оба процесса Евклидовскш и Папиуса 
вели къ определенному результату.
Если две теоремы такъ связаны между собою, что каждая изъ нихъ есть следств!е 
другой, то таюя две теоремы называются взаимными.
Если въ ряде предложений, о которомъ мы выше говорили, два по/ледовательныя 
предложешя взаимны, то можно разематривать вторую теорему какъ слuiдств!е первой, 
вместо того чтобы разематривать ее какъ имеющую следсгаемъ первую.. Если такая 
взаимность имеетъ место, начиная съ первой теоремы ряда до последней, то можно ска­
зать, что аналитически способъ состоитъ въ установлены ряда теоремъ, изъ коихъ вто­
рая есть сл'Ьдств!е первой, которую нужно доказать, третяя есть сг£дств1е второй и т. д. 
пока не дойдемъ до известнаго истиннаго предложешя. .
Такъ какъ вывесть следстчме изъ данной теоремы легче, чемъ найтл теорему, ко­
торой данная есть следств1е, то можно прилагать Евклидовскш аналитически процессъ съ 
темъ услов1емъ, чтобы каждый разъ, когда изъ данной теоремы выводится, :сакъ следств1е, 
другая, убедиться, что обе эти теоремы взаимны, тогда и этотъ процессъ ведетъ также 
верно къ доказательству данной теоремы какъ и Паппуса.
Здесь представляется вопросъ: какую изъ различныхъ теоремъ,, изъ коихъ предло­
женная можетъ быть выведена, какъ следств!е или которыя могутъ быть выведены, какъ 
следств1я данной, следуетъ выбрать? Тотъ же вопросъ представляется и относительно каж­
дой изъ теоремъ аналитическаго ряда.
Ответа на этотъ вопросъ дать нельзя, такъ какъ ни какихъ правилъ для этого не* 
существуете Рядъ теоремъ можетъ быть прододженъ неопределенно, а известной теоремы 
не представиться, иногда-же такой рядъ заканчивается весьма скоро известнымъ предло- 
жешемъ. Это зависить отъ способности соображешя и обширности геометрическихъ лоз-
нанш.
Примгьръ. Возьмемъ для примера известную теорему Пиеагора: во всякомъ
прямоугольномъ треугольнике квадратъ построенный на гипотенузе равенъ сумме квадра­
товъ построенныхъ на катетахъ.
4
Доказат. Пусть АВО будетъ данный треугольникъ (фиг. 511), въ которомъ уголъ А 
прямой. Положимъ что предложеше справедливо, т. е. пусть будетъ:
' . £С2= А В Я-+-АС>'
Эта теорема есть следств!е другой: во всякомъ прямоугольномъ треугольнике каж­




жащимъ между основашемъ перпендикулира, онущеннаго изъ вершины прямого угла на 
гипотенузу, и катетомъ. И въ самомъ деле, если эта теорема справедлива, то мы им'Ьемъ:
AB2=B C .B D , AC*=BC.CD
складывая получимъ предложенную теорему. Следовательно предложенная теорема сведена 
на другую, которую надобно доказать.
Вторая теорема будетъ сл*Ьдств1е третьей: во всякомъ прямоугольномъ треугольнике, 
перпендикуляръ, опущенный изъ вершины прямаго угла на гипотенузу, дйлитъ треуголь­
никъ на два треугольника подобные между собою и каждый подобенъ целому.
Эту последнюю теорему легко доказать, следовательно и предложенная справедлива. 
Въ этомъ примере рядъ теоремъ состоялъ изъ трехъ, изъ коихъ первая была следств1емъ 
второй, а вторая следств1емъ третьей.
Докажемъ туже теорему аналитическимъ процессомъ Евклида.
Если мы имеемъ: . .
ВС2= А В *+ А С 2
то:
AC*=BC2—AB*=(BC-hAB) (ВС—АВ)
т.,е. одинъ изъ катетовъ долженъ быть средне лропорщоналенъ между суммою и разностью 
типотенузы и другаго катета.
Очевидно, что предложенная теорема и выведенная изъ нея, какъ следств1е, суть 
взаимныя. Надобно доказать эту последнюю,
Для этого, изъ точки В  какъ изъ центра опишемъ рад!усомъ. В А  кругъ (фиг. 512) 
и продолжимъ гипотенузу до встречи съ кругомъ въ точке Е. Очевидно, что СЕ=ВС-\-АВ,
Фиг. 512.
a LC=BC —АВ. Следовательно надобно показать, что АС , касательная къ кругу, есть 
средне пропорщональная между СЕ и CL.
Если эта последняя теорема будетъ справедлива, то изъ иея будетъ выходить, какъ
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cjrSscTBie третяя теорема: что треугольники АЕС  и ALC, имеющее одинъ уголъ С общш 
и стороны заключающая этотъ уголъ пропорцюнальны, будутъ подобны.
Очевидно опять, что эти две последтя теоремы взаимны, следователь но остается 
доказать последнюю: что треугольники ЛЕС  и ALC  подобны, а это следуетъ изъ того, 
что эти треугольники равноугольны.
Въ этомъ последнемъ процессе надобно было удостовериться всякш разъ, что две 
последовательный теоремы взаимны, чтобы отъ истины последней заключать о истине 
предложенной. Если такая взаимность не имеетъ места, или если мы не удостоверились въ 
взаимности, то надобно удостовериться обратнымъ порядкомъ доказательства въ справед­
ливости предложенной теоремы.
Для примера я возьму следующую задачу:
Задача. Построить квадратъ по данной разности д1агонали и стороны?
Ртиетв. Пусть ABCD  будетъ требуемый квадратъ (фиг. 513), А Е  данная раз­
ность, СЕ будетъ равна стороне квадрата, следовательно, треугольникъ СЕВ будетъ 
равнобедренный. Если продолжимъ JBE до встречи съ AD  въ точке F , то углы треуголь­
ника A E F  будутъ равны угламъ треугольника СЕВ, следовательно и Д Л Е Е  будетъ 
равнобедренный и мы будемъ иметь A F = A E . Точка F  следовательно можетъ бытъ по­
строена, а за темъ и требуемый квадратъ.
Фиг. 513.
W ъ Т А.
Въ самомъ деле, ностроивъ линш А Е  равную данной разности, проведемъ неопре­
деленная прямыя AM  и AN, составляющая углы съ А Е  равные, каждый, половине пря- 
маго. На линш A N  возьмемъ AF—A E  и продолжимъ F E  до встречи съ AM  въ точке 
В, АВ  и будетъ сторона квадрата, который и построимъ, если изъ точки В  возставимъ
I
перпендикуляры ВС къ АВ  и CD къ AN.
Такъ какъ мы не удостоверились во взаимности, то надобно показать, что фигура 
построенная по услов!ю AF—A E  есть квадратъ и удовлетворяем задаче. Во первыхъ 
это квадратъ, такъ какъ уголъ А  есть прямой. Кроме этого углы треугольника СЕВ 
равны угламъ равнобедреннаго Д AEF, следовательно и Д  СЕВ будетъ равнобедренный 
и мы будемъ иметь С Е=СВ, следовательно А Е  будетъ действительно разность д!агонали 
п стороны квадрата.
Мне кажется я достаточно выяснилъ аналитически способъ, перейду къ синтезу.
Способъ сиптетическгй. Синтезъ отличается отъ анализа только обратнымъ поряд­
комъ теоремъ начинающихся въ анализе съ предложенной и оканчивающшея, какою ни­
будь известною теоремой. •
Въ синтезе начинаютъ съ известныхъ предложен ш, чтобы вывесть изъ нихъ друия, 
какъ необходимыя следсшя, изъ этихъ последпихъ выводятъ новыя и продолжаютъ, та­
кимъ образомъ, до техъ поръ, пока не дойдутъ до предложенной теоремы. Изъ этого ви-
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диыъ, что если ыы знаемъ аналитическое доказательство теоремы, то изъ него получимъ 
синтетическое, поставивъ въ обратномъ порядке аналитически рядъ предложенщ. .
Прим'Ьромъ для синтетическаго способа можетъ служить обыкновенное доказатель­
ство, изложенное въНачалахъ Евклида, теоремы Пиеагора (кн. 1, пред. 47).
Къ этому способу относится тоже замечаше, что и къ анализу именно: кашя предло­
жешя мы должны выбрать для исхода? Ответа на этотъ вопросъ и здесь дать нельзя, часто 
можно сделать много попытокъ безъ успеха. Анализъ, въ этомъ отношеши имеетъ не­
которое преимущество предъ синтезомъ, въ анализе исходная теорема даиа—это нредло- 
женная теорема для доказательства.
Способъ приведенъя къ нелгьпости—абсурду, Два предложешя, изъ коихъ каждое 
есть отрицаше другого, называются противоречащими. Справедливость одного изъ этихъ 
предложены влечетъ ложность другаго и обратно.
Изъ этого последняя замечашя вытекаетъ не прямой способъ доказательства из­
вестной теоремы и состоитъ въ томъ, что разсматрйваютъ ей противоречащую и показы* 
ваютъ ея ложность. Обыкновенно это противоречащее предложенбудетъ заключать нес­
колько случаевъ и чтобы это противоречащее предложеше было ложно необходимо чтобы 
каждый изъ случаевъ былъ ложенъ, въ противномъ случае, т. е. если хоть одинъ изъ 
всехъ случаевъ не будетъ ложенъ, то предложенная теорема будетъ ложна.
Следовательно, надобно разсматривать каждый случай отдельно и показать, что 
каждый изъ нихъ, будучи принять, ведетъ къ нелепости. Для примера можно взять пред. 
6, кн. 1 Началъ Евклида.
Заметимъ еще, что способъ предчьловъ есть ничто иное какъ способъ приведешь къ 
нелепости.
Заметимъ, что изобретете этого способа приписываютъ Евклиду. Древше геометры 
часто употребляли этотъ способъ, такъ какъ софисты своими тонкими возражешями при­
нуждали ихъ къ этому.
Предложете 2. Если квадратъ, построенный на прямой АВ  равенъ 
пять разъ взятому квадрату построенному на одномъ изъ ея отрЬзковъ 
АС, то отр:Ьзокъ CD=2AC  въ точке В  будетъ разделенъ въ крайнемъ 
и среднемъ отношенш такъ, что СВ есть другой, болышй отрезокъ дан­
ной прямой АВ  (фиг. 514).
Фиг. 514. 
JL Ж  F
Доказат. На прямыхъ АВ, СВ построимъ квадраты AF, С&, до- 
полнимъ (какъ въ кн. 2, пред. 4) фигуру въ AJF и продолжимъ FB  до К
Такъ какъ [JAB=>b[3AC, т. е. AF=bAO, то: 
Гномонъ OMLFB СО=4:А 0^=4 ВАС
Но DC=2AC, а потому (кн. 6, пред. 20, след.) \Z\DC=4:\3AC, т. е. 
CG=4:A0, следовательно гномонъ OMLFBCO=CG.
Такъ какъ DC=>2AC, но D C =C K  и АС=СО, то (Ж ==200, сле­
довательно КВ=&ВО\ а потому, такъ какъ:
L 0-i-0B ~ 2  ОВ
то:
LO-h-OB=KB
Но мы имели гномонъ OMLFBCO=CG. Следовательно (кн. 1, пред. 3) 
OF=BG ; но BG—CD.DB, такъ какъ CD=DG  и OF=UJBC, следова­
тельно CD.DB=OBC; а потому (кн. 6, пред. 17):
CD : В С =В С : ВВ
Изъ этого следуетъ, что CD, т. е. 2АС, въ точке В, разделена въ 
крайнемъ и среднемъ отношенш; а потому СВ>ВС  (следующая Лемма),
следовательно B O D B .
Лемма. Что CD, т. е. 2 А О  ВС, доказывается следующимъ обра­
зомъ:
Пусть не будетъ 2 А О  ВС, а пусть, если возможно, ВС=*2АС, сле­
довательно ^В04:Е\АС, а потому:
ПВО-ьПАС=ЬПАС .
Но мы предположили, что ПВА*=ЬОАС, следовательно мы бы имели:
UBA—UBC-+-UAC .
что невозможно (кн. 2, пред. 4). А потому не можетъ быть ВО=2АС.
Если бы мы предположили, что В 0 2 А С ,  то изъ подобныхъ заклю- 
чешй следовало бы, что:
□ АВ  <  □ CB-bUAC
что еще менее возможно. Следовательно необходимо 2 А О  ВС.




в— I------------- 1— В
DC• пусть еще A B^2AD  и OiCD=bOAD, то требуется еще инымъ 
образомъ доказать, что:
А В : А С =А С : СВ 
и что АС> СВ.
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1) Аналитическое доказательство. Примемъ за доказанное, что:
А В :А С = А С :С В










т. е. (кн. 2, пред. 4):
UCD=bUAD
что было принято выше.
2) Синтетическое доказательство. Такъ какъ ПС2)=5ШАО; но 












а потому АВ.ВС=^АС, следовательно: .
А В : А С = А С : СВ 
а такъ какъ АВ>АС, то и АС> СВ.
Предложете 3. Если прямая АВ, въ точке С, разделена въ краи- 
Немъ и среднемъ отношенш, то квадратъ построенный на прямой ВВ, 
составленной изъ меныпаго отрезка ВС и половины болыпаго DC, равенъ
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Доказат. На прямой АВ  построимъ квадратъ А Е  и дополнимъ фи-
ГУРУ
Такъ какъ A C = 2 D C то □  AC=4:\Z\DC, т. е. BS=4:FG. Но (кн. 6? 
пред. 17) AB.BC=[JAC, т. е. CE=BS ' следовательно CE=iFG.
Такъ какъ A D = D C , а таюке (кн. 1, пред. 34) * H K = E F , то 
GF—HL, следовательно G K =K L, т. е. MN—NE, откуда (кн. 1, 
пред. 36) M F=FE. Но (кн. 1, пред. 43) MF=CG, следовательно C G =  
~F E , а потому прибавивъ CN, то гномонъ OGDBNFO=CE , или по выше 
доказанному, =:£FG, следовательно DN=bFG. Итакъ DN=C1DB, а также 
FG=\Z\DC. Следовательно \Z\DB=bC\DCy т. е.:
• n(BO-hi А С )= 5 П 12 АС.
Залтчате. Пусть АВ , въ точке С, разделена въ крайнемъ и сред­
немъ отношенш, АС болышй отрезокъ и CD— \ АС, требуется доказать 




1) Аналитическое доказательство. Примемъ за доказанное, что 
□ 2 Ф =  5[JCD, такъ какъ (кн. 2, пред. 6):
DBD=(AB.BC)-i-nCD
" I
то AB.BC=^[2CD. Но на основанш предположеннаго АВ.ВС=\ЗАС ., 
следовательно □ J .(7 = 4 \3CD, что и должно быть, такъ какъ AC==2AD.
2) Синтетическое доказательство. Такъ какъ AC=2DC, то \Z\AC=
==4П  DC, но (кп. 6, пред. 17) Q АС=АВ.ВС, следовательно А В, 1Ю=;
=4QJ[)(7, а потому:
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А В Ж -^ П В С
т. е. (кн. 2, пред. 6):
□ D B = 5 Q D G
Предлооюете 4. Если прямая АВ, въ точк'Ь С, разделена въ край­
немъ и среднемъ отношенш, то сумма квадратовъ построенныхъ на целой 
АВ  и на меныпемъ отрезке СВ, равна утроенному квадрату, построен­
ному на болыпемъ отрезке АС (фиг. 518).
Фиг. 518.
А .С В









Доказат. На прямой АВ  построимъ квадратъ АВЕВ  и дополнимъ 
фигуру.
Такъ какъ:
АВ : АС=АС :СВ
то АВ.СВ= ГЗАС, т. е. A K —HG.
Но (кн. 1, пред. 43) A F =F E , а потому, прибавивъ СК, А К —СЕ, 
следовательно:
СЕ-Л-АК— 2 А К =  2HG 




гномонъ F H A B E G F + C K ^ H G
а потому:
гномонъ FHA B E  GF-\- CK-\-HG=3HG
Итакъ:
гномонъ FHABE GF-\-CK-\-HG=AE-\- СК— ПАВ-+- □  ВС
и HGk=[3AC. Следовательно:
ПАВ+ПВС=ЪПАС.
Замгъчате. Пусть АВ, въ точке <7, разделена въ крайнемъ и сред-
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немъ отношенш и пусть АС болышй отрезокъ, требуется доказать инымъ 





1) Аналитическое доказательство. Такъ какъ:
. ПАВ-Л-ПВС^ВПАС
и (кн. 2, пред. 7): .




2 (А В .В С )= 2 П А С
а потому AB.BC=?\3ACj что справедливо (кн. 6, пред. 17), такъ какъ 
прямая АВ, въ точке С, разделена въ крайнемъ и среднемъ отношенш.
2) Синтетическое доказательство. Такъ какъ:
А В : А С = А С : СВ
i
то (кн. 6, пред. пред. 17) AB.CB=QAC, а потому 2(AB.CB)=2[JAC , 
следовательно:
2 (АВ. CB)-+-nAC=3DAG
Но (кн. 2, пред. 7): .
2(АВ.СВ)-ь П АО =П А В ч-ПВС
следовательно:
П АВ-^П ВС=гП АС
Предлооюете 5. Если прямую АВ, въ точке С, разделимъ въ край­
немъ и среднемъ отношенш, и на ея продолженш къ ней приложимъ 
прямую АВ , равную большему отрезку АС, то целая прямая Х>Д въ 
точке А , разделена : крайнемъ и среднемъ отношенш, болышй же от­
резокъ есть данная прямая АВ  (фиг. 520).




А В : АС—А С : СВ
D
Фиг. 520.
А  С В
* .\
L Л • Ж
■ -  ■ _ \
К
о а ж
то (кн. 6, пред. 17) А В .С В = П А С т. е. СЕ=СН; но (кн. 1, пред. 43) 
СН =ВН  и СЕ=НЕ, следовательно DH=HE; а потому, прибавивъ НВ, 
DK—AE , т. е. ВВ.ВА=Ц АВ, следовательно (кн. 6, пред. 17):
В В :А В = А В :В А
а такъ какъ В В > А В , то и А В > В А .
Залтчате. Пусть прямая АВ, въ топке (7, разделена въ крайнемъ 
и среднемъ отношенш, А О  СВ и къ АВ  приложена прямая АВ^АС, 
требуется доказать инымъ образомъ, что (фиг. 521):




1) Аналитическое доказательство. Такъ какъ:
В В : В А = В А : АВ
но АВ—АС, а потому:
В В : В А = В А : АС
следовательно (кн. о, пред. 19, след.):
В В : В А = А В : ВС
а потому (кн. 5, пред. 17, след.):
В А : АВ—АС: СВ
Но А В =А С , следовательно:
какъ было предположено.
В А : АС—А С ; СВ
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2) Синтетическое доказательство. Такъ какъ: ,
В  А : А С = А С : СВ
но А С =А В ,  то:
В А : A D = A D : СВ
следовательно (кн. 5, пред. 18):
В П : В А = В А : ВС  
откуда (кн. 5, пред. 19, след.):
В В : В А = В А : АС 
. Но А С = А В , следовательно: '
В В : В А = В А : АВ
»
и В А > А В .
Л
Предложеше 6. Если ращональную прямую АВ, въ точке С, раз­
делимъ въ крайнемъ и среднемъ отношенш, то каждый изъ ея отрезковъ 
АС и СВ есть еычетъ (фиг. 522).
Фиг. 522.
А С
Доказат. Продолжимъ ВА до точки В  и отложимъ А В ~ ь  AJB, то 
(кн. 13, пред. 1) С\СВ=ЬОАВ. Изъ этого следуетъ, что □(?!) и ОВА
относятся между собою какъ числа, а потому (кн. 10, пред. 6) они соиз­
меримы. Но В  А— \ АВ  ращональна, а потому также ращоналенъ DDA.
• • •
Следовательно (кн. 1.0, опред. 6) UCB ращональный, а потому и (кн. 10, 
опред. 8) СВ также ращональна.
Но такъ какъ квадраты СВ и АВ  относятся между* собою не какъ 
квадратныя числа, то (кн. 10, пред. 9) СВ и АВ  по длине несоизме­
римы. А потому СВ и АВ  ращональны, только въ степени соизмеримы; 
следовательно (кн. 10, пред. 74) АС есть еычетъ. .
Такъ какъ прямая АВ , въ точке С, разделена въ крайнемъ и
среднемъ отношенш, то (кн. 6, пред. 17) АВ.ВС=ОАС, следовательно 
(кн. 10, пред. 98) СВ есть первый еычетъ.
Предлооюете 7. Если въ пятиугольнике ABC BE, съ равными сторо­
нами, три угла, следующее. одинъ за другимъ, по порядку, или же не
по порядку, равны, то пятиугольникъ будетъ правильный (фиг. 523).
« ■
Доказат. Случай первый. Три угла А , В, С, следуютъ одинъ за дру­
гимъ по порядку.
Проведемъ АС, BE , FB.
5 5 2
Такъ какъ въ АЕАВ  и ААВС, по положенш £ А = / тВ  и СВ~ 
—В А = А Е , то (кн. 1, пред. 4) AC—BE, Z В С А = £ В Е А  и £ А В Е =
Фиг. 523. .
А • '
=^/.САВ. Изъ этого следуетъ, что въ A A F B  / тА В Е = /тСАВ, а потому 
(кн. 1, пред. 6) A F =B F , но по предъидущему А С =В Е , следовательно 
(кн. 1, пред. 3) FC=FE. Итакъ въ ACFJD, ABFE, стороны СВ=ВЕ  
и FD  общая. Следовательно (кн. 1, пред. 8) Z FCD—^ F E D ; но по 
предъидущему Z  ВС A — Z  АЕВ, следовательно (кн. 1, пред. 2) £B C D =  
— Z  АЕВ. Но мы предположили Z  В С В ^  Z  A— Z  В, следовательно 
Z А Е В =  Z  А =  Z  В. Подобнымъ же образомъ доказывается, что Z СВЕ=  
=  / тА = / тВ. Следовательно АВСВЕ  равноугольная фигура.
Случай второй. Три угла А, С, В , следуютъ одинъ за другймъ не 
по порядку.
Проведемъ ВВ.
Такъ какъ въ А А В Е  и АВСВ  по предположено Z А =  Z С, В А =  
~ВС, А Е =С В , то (кн. 1, пред. 4) В Е =В В , Z  Л Е В =  Z O D # и (кн. 1, 
пред. 5) Z В Е В =  Z ВВЕ , следовательно (кн. 1, пред. 2) Z А Е В =  Z СВЕ. 
Но мы также предположили, что Z СВЕ— Z - 4 =  Z О, следовательно 
Z .A E D = /.A ~ Z .C . Подобнымъ же образомъ доказывается, что / .А В С =  
= Z .A = Z .C . Следовательно фигура АВСВЕ  равноугольна.
Предложете 8. Въ пятиугольной фигуре АВСВЕ , съ равными сто­
ронами и равными углами, д1агонали BE  и АС} проведенныя изъ вершинъ 
двухъ, следующихъ одинъ за другймъ, угловъ А  и В, делятся въ край­
немъ и среднемъ отношенш, и болышй отрезокъ равенъ стороне фигуры 
(фиг. 524). -
Доказат. Около данной фигуры опишемъ кругъ (кн. 4, пред. 14).
Такъ какъ въ А В А Е и ААВС  по положешю Z А =  Z В, Е А = А В =  
~ВС, то (кн. 1, пред. 4) В Е =А С  и Z  ВАС— Z  АВЕ, следовательно 
(ки. ,1, пред. 6 и пред. 32) Z.A F E =2£B A F , но (кн. 6, пред. 33) 
/.Е А С =2£В АС , а потому / mEAC=^/mAFE, следовательно (кн. 1, 
пред. 6) FE=EA=:AB. .
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Такъ какъ Е А = А В , то (ки. 1, пред. 5) Z А В Е =  Z АЕВ, но по
предъидущему Z А В Е =  Z.BAF, а потому AAEB— /LBAF, следовательно
Фиг. 524.
въ &АВЕ и Л ABF  уголъ АВЕ  общш, а также Z B A E = /mAFB , сле­
довательно эти треугольники равноугольны, откуда (кн. 6, пред. 4):
Е В : В А = А В : B F
но B A =E F \ следовательно:
B E : E F = E F : FB
въ этой пронорцш В Е > E F , а потому и E F ^> F B . Изъ этого следуетъ, 
что дмгональ B E , въ точке F, разделена въ крайнемъ и среднемъ отно­
шение, и болышй отрезокъ E F = A B . .
Подобнымъ же образомъ доказывается, что и АС, въ точке F , разде­
лена въ крайнемъ и среднемъ отношенш, и болышй отрезокъ=ЛВ.
Предлооюете 9. Если мы приложимъ одну къ другой стороны СП и ВС, 
вгшсанпыхъ въ одипъ и тотъ же кругъ, шестисторонней и десятисторон­
ней фигуры, то целая прямая. ВВ  разделена въ крайнемъ и среднемъ от­
ношенш, и болышй отрезокъ будетъ сторона СВ шестисторонней фигуры 
(фиг. 525). .
Доказат. Найдемъ центръ круга Е-, проведемъ'прямыя ЕВ, ЕС, ЕВ  
и продолжимъ B E  до А.
а  * .
Такъ какъ ВС есть сторона десятисторонней фигуры, то дуга АСВ==з 
= 5  дуг. ВС, следовательно дуга J.O =4 дуг. ВС. Но (кн. 6, пред. 33):
‘ дуг. АС : дуг. В С =  Z ЛЕС: Z СЕВ
Следовательно Z А ЕС =  4 Z  СЕВ. Такъ какъ (кн. 1, пред. 5) Z ЕВС=  
=  Z ЕСВ, то (кн. 1, пред. 32) Z АЕС=2  Z ЕСВ. Такъ какъ (кн. 4, пред. 15) 
EC=CD, следовательно .(кн. 1, пред. 5) Z СЕВ— Z СВЕ, а потому
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(кн. 1, пред 32) / .E C B —2/.EDC; но по предъидущему £АЕС=*2/тЕСВ, 
следовательно Z ЛЕС—к Z EDC. Но по предъидущему также Z АЕС=
= 4  Z СЕВ, следовательно Z EDC=> Z СЕВ; а потому, такъ какъ вътреу- 
гольникахъ А ВЕС, ABED  уголъ i£Z?Z) общш, и Z.BED=Z.ECB, 
следовательно эти треугольники равноугольны, откуда (кн. 6, пред. 4):
въ этой пропорцш D O  СВ, такъ какъ.BD>DC. А потому прямая BD , 
въ точке (7, разделена въ крайнемъ и среднемъ отношеши, и болышй от­
резокъ DC равенъ стороне шестисторонней фигуры.
Предлооюете 10. Квадратъ, построенный на стороне АВ, пятисто­
ронней фигуры ABCDE, вписанной въ кругъ, равенъ сумме квадратовъ, 
построенныхъ на сторонахъ шестисторонней и десятисторонней фигуръ, 
вписанныхъ въ тотъ же кругъ (фиг. 526). .
Доказат. Возьмемъ центръ круга F, проведемъ A F  и продолжимъ 
ее до G. Проведемъ ЕВ, изъ точки F  на прямую АВ  опустимъ перпен­
дикуляръ FH  и продолжимъ его до точки К. Проведемъ АК, КВ; изъ 
точки F, на прямую АК, опустимъ перпендикуляръ FL  и продолжим* 
его до М; проведемъ KN. '
Такъ какъ полукруги ABCG, AEDG  равны, равно какъ и дуги АВС 
и AED, а потому дуги CG и DG  равны; следовательно CG есть дуга 
десятистороиней фигуры. Такъ какъ F K  перпендикулярна къ АВ, то дуга 
АК= дуге  КВ, следовательно А К  также есть дуга десятисторонней фи­
Фиг. 525.
D B : В Е = Е В : ВС
а потому, такъ какъ B E =C D , то и:
В В : D C = D C : СВ
«
гуры и 2 дуг. 2Ж==дуг. ^.Б=дуг. ВС. По той же причине 2 дуг. К М =  




а потому (кн. 6, пред. 33) Z GFB—2 Z BFM. Но B F = F A ,  а потому 
(кн. 1, пред. 5) / .F A B = / .A B F ,  следовательно (кн. 1, пред. 32) £ G F B — 
—2/.F A B .  Следовательно L B F M — £F A B ;  но такъ какъ въ треуголь- 
никахъ A A B F , A B F N  уголъ A B F  общШ, / mA F B = / mBNFy то эти тре­
угольники равноугольны. Следовательно (кн. 6, пред. 4):
А В : B F = F B : B N
а потому (кн. 6, пред. 17):
A B .B N = U F B
Такъ какъ A L = L K  и LN  общая и притомъ перпендикулярная, то 
(кн. 1, пред. 4) K N = A N  и Z  LKN— Z  L A N =  Z  NBK: следовательно, 
такъ какъ въ треугольникахъ А АКВ  и A A K N  уголъ N AK  общШ и 
Z  А К В ~ £  KNA, то эти треугольники равноугольны. Следовательно (кн. 6, 
пред. 4):
, B A : К А = К А  : AN
а потому (кн. 6, пред. 17):
B AA N —UKA.
Но мы прежде доказали, что:
AB.BN—O F B
Следовательно (кн. 2, пред. 2):
'  •  •
nF B -+-nK A =(A B .B N )-h(B A .A N )=:Q A B  -
%
где АВ, FB , КА  суть стороны, пяти, шести и десятисторонней фигуръ.
556
Предложете И . Сторона АВ  нятисторонней фигуры ABODE, впи­





Доказат. Возьмемъ центръ круга F, проведемъ AF , продолжимъ ее 
до G и Щ проведемъ АС, АВ  и сделаемъ F B — >!• . .
Такъ какъ AF  и B F  ращональны, то F!£, а потому и В К  ращо- 
нальны. Такъ какъ полукруги ABCG и AEBG  равны, а также равны 
дуги ABC, AED, то дуги CG, GD равны, следовательно (кп. 3, пред. 27)
I
Z.OAL— /_DAL. Но (кн. 3, пред. 29) AC—AD и AL  общая, следова­
тельно (кн. 1, пред. 4) углы при точке L прямые и CD=2CL. По той 
же причине углы ири точке Ж также прямые и АС=2СМ. Следовательно, 
такъ какъ въ AALC , AAM F  уголъ LAG общШ и Z A C L =  /  MFA, 
то изъ этого следуетъ, что эти треугольники равноугольны. Следовательно 
(кн. 6, пред. 4):
L C : CA=zMF: FA  1
а потому и:
2LC: I GA=2MF  :* F A = M F : 1 FA
ч
\  •
Но 2LG=DC, I СА=СМ , z FA—FK. Следовательно:
D G :C M =M F :F K
а потому (кн. 5, пред. 18):
DC-+-CM: СМ =М К : F K  
следовательно (кн. 6, пред. 22):
- DiDC-hCM): П С М =В М К : U F K  
Но (кн. 13, пред. 8) DC есть болышй отрезокъ, д1агонали АС, проти-
s
. вол ежащей углу Д  разделенной въ крайнемъ и среднемъ отношенш, 
следовательно СМ— { С А, а потому (кн. 13, пред. 1): '
U (D C +C M )=bU C M
Следовательно:
□ Л £ К = 5 П Я У
изъ этого сл^дуетъ, что K F  ращональна, а потому и П -О 7 ращоналенъ,)
. следовательно (кн. 10, пред. 6) ЦЦЖЙГ, а потому и М К  ращональны. 
Такъ какъ B F =4F K , то B K = bF K , следовательно (кн. 6, пред. 20, след.):
U B m = 2 b U F K
но по предъидущему:
U M K = b U F K  .
а потому:
.О М Г = 5П Д О Г
*
Изъ этого следуетъ (кн. 10, пред. 9, след.) что ВК, КМ  только въ 
степени соизмеримы; следовательно (кн. 10, пред. 74) MB есть еычетъ, и 
къ ней прибавлена МК.
Пусть будетъ дана прямая Ж такая, что:
. ивк—пкм=пж
. т. е. что -В-йГ квадратитъ надъ КМ  на квадратъ Ж Такъ какъ K F  и FB  
по длине соизмеримы, то также по длине соизмеримы (кн. 10, пред. 16) 
КВ  и BF, а также BF  и ВН, следовательно соизмеримы (кн. 10, 
пред. 12) В К  и ВН. Такъ какъ:
пвк^ъпкм
т. е.: >
□  В К : U K M = \  : 5
1 ч
а потому (кн. 5, пред. 19, след.):
* U B К : П № = 5 : 4 '
Следовательно (кн. 10, пред. 9) КВ  и N  по длине несоизмеримы; а
потому MB есть четвертый еычетъ.
Проведемъ А В , то (кн. 6, пред. 8) &АВН  и А А В М  равноугольны,
следовательно (кн. 6, пред. 4):
Н В : В А = А В : ВМ
КВ\ВМг=ПАВ
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а потому , (кн. 6, пред. 17):
Итакъ ИВ ращональна, но ВМ  четвертый вычетъ, следовательно 
(кн. 10, пред. 95) АВ  есть малая иррацгоналътя.
Предложете 12. Квадратъ, построенный на стороне АВ , вписаннаго въ 
круг^ треугольника АВС, равенъ утроенному квадрату, построенному на 





Доказат. Возьмемъ центръ В  круга, проведемъ AD, продолжимъ ее 
до Е  и проведемъ BE. .
Такъ какъ треугольникъ А  АВС равностороннШ, то дуга ВЕС есть 
третяя часть, а дуга BE  шестая часть целой окружности; следовательно 
BE  есть сторона шестисторонней фигуры, а потому (кн. 4, пред. 15)
В Е=ВЕ.
Такъ какъ А Е =2Е В , то (кн. 6, пред. 20, след.):
. П А Е = Ю Е В = Ю В Е  ■
Но (кн. 3, пред. 31) / A B E = d , а потому (кн. 1, пред. 47):





a A B — Z 0 B E = 3 0 D E
тжЬВЕ=ЬАЕ. 1 / 
Предложете 13. Задача. Вписать въ данный шаръ тетраедръ?
Теорема. Квадратъ, построенный на. д1аметре шара равенъ полтора 
раза взятому квадрату, построенному на ребре вписаннаго въ шаръ тет­
раедра.
1) Поетроете тетраедра (фиг. 529). ,
Пусть АВ  будетъ д1аметръ даннаго шара (кн. 6, пред. 9), д!аметръ
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этотъ въ точк'Ь С такъ разделенъ, что АС=2СВ. На прямой АВ  опишемъ 
полукругъ ADB] въ точк'Ь (7, прямой А.В, возставимъ перпендикуляръ CD
Фиг. 529.
и проведемъ DA, DB. Опишемъ рад1усомъ CD, около произвольной точки 
Н  кругъ EFG , а въ этотъ последит впишемъ (кн. 4, пред. 2) равносто-
въ точк’Ь II, возставимъ (кн. 11, пред. 12) перпендикуляръ Н К = А С  и 
проведемъ КЕ, KF, KG ; тгЬло, коего площадь основашя есть &EFG, а 
котораго вершина въ Щ будетъ требуемый тетраедръ.
2) Доказательство построетя, .
1. Что это гЬло есть тетраедръ.
Такъ какъ (кн. 11, опред. 3) КН  образуетъ съ НЕ, HF , HG пря­
мые углы, уголъ при С также прямой и АС=ЫК, CD=HEj а потому 
(кн. 1, пред. 4) DA=-ZE. По той же причинЬ KF, а также KG  равны 
AD. Изъ этого следуеть, что A D = K E —K F = K G .
Такъ какъ (следующ. Лемма):
роннш треугольникъ EFG , проведемъ EH , HF, HG. Къ площади круга,
•  *
Но AD  равна каждой изъ прямыхъ Е Е , ■ KF, KG, следовательно 
все четыре треугольника EFG , KEF , KFG, KGE  равносторонни и 
равны. Следовательно (кн. 11, опред. 26) тело ограниченное этими треу­
гольниками есть тетраедръ.
2. Что этотъ тетраедръ вписанъ въ данный шаръ.
Приложимъ къ К Н  прямую HL=BC1 то A B = K L .  Такъ какъ 
(кн. 6, пред. 8):
A C :C D =C D :C B  
а АС=КН ; CD=HE) СВ—EL, то:
К Н : НЕ—Е Н : HL
\
следовательно, проведя E L , (кн. 6, пред. 8, след.), уголъ KEL  будетъ прямой. 
Следовательно полукругъ, описанный на K L , пройдетъ чрезъ точку Е. 
Если мы станемъ вращать этотъ полукругъ, около неподвижнаго д1аметра 
KL, то онъ пройдетъ необходимо чрезъ точки F, G. Следовательно вершины 
тетраедра Е , F , G, К  будутъ лежать на поверхности шара, коего д!а- 
метръ K L =A B .
3) Доказательство теоремы.
Такъ какъ АС—2СВ, то АВ=ЗСВ, а потому АВ=> I АС. Но (кн. 6, 
пред. 8 и кн. 6, пред. 20, след.):
В А : А С = П В А : B A D
Следовательно и:
• П А В = fU A D  •
где AD  есть д1аметръ шара, a AD  сторона тетраедра.
Лемма. Требуется еще доказать, что:
A B :B C = \J A D :\J D C
' 0
Построимъ, какъ выше, полукругъ ADB. Ыа прямой АС построимъ 
квадратъ ЕС и построимъ параллелограмъ FB  (фиг. 530).
Такъ какъ треугольники A DAB, A D  АС равноугольны, то (кн. 6, 
пред. 4):
В А : A D = D A : АС 
следовательно (кн. 6, пред. 17):
B A .A C =\JA D
Такъ какъ (кн. 6, пред. 1):,









А В : B C = U A B : АС.СВ 
Фиг. 530.
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А В : ВС=ПАВ:ПВС.
Предложете 14. Задача. Вписать въ данный шаръ октаедръ? 
Теорема. Квадратъ, построенный на д1аметре шара, вдвое больше 
квадрата, построеннаго на ребре, вписаннаго въ шаръ, октаедра.
1) Построете октаедра (фиг. 531).
Пусть д!аметръ АВ  даннаго шара, въ точке (7, разделенъ пополамъ. 
На А В опишемъ полукругъ А В В , къ АВ, въ точке О, возставимъ пер­
пендикуляръ СВ и проведемъ ВВ. Пусть EFGH будетъ квадратъ, коего 
сторона= В В .  Проведемъ HF, EG, пересекаюпцяся въ точке Ж. Къ 
плоскости EFGH , въ точке К, возставимъ (кн. 11, пред. 12) перпенди­
куляръ K L , продолжимъ его по другую сторону плоскости до точки М, и 
отложи мъ jKL, а также КМ, равныя одной изъ прямыхъ ЖЕ, KF\ KG , 
КН. Изъ точекъ L, М  проведемъ прямыя къ точкамъ Е, F, G, Н} то 
построенное такимъ образомъ тело, будетъ требуемый октаедръ.
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2) Доказательство построешя. . .
1. Что это тйло есть октаедръ.
Такъ какъ К Е = Е Е  и Z.E K E =d, то (кн. 1, пред. 47):
П Я Е = 2 П £ Е  
Фиг. 531.
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Но мы имеемъ также, LK=zKE  и Z L K E = d , а потому:
U E L = 2  П Ш
следовательно:
а потому HE—EL; но по той же причине LH—HE; следовательно 
&LEH  равностороншй. Подобнымъ же образомъ доказывается, что треу- 
голышки LEF, LFG, LGH  также равносторонне и равны Д LEH; а 
также равны этому треугольнику четыре треугольника, коихъ основашя 
EFj FG, GH, НЕ  суть основашя предъидущихъ, а вершины въ точке Ж,
по другую сторону плоскости EFGH. Следовательно (кн. 11, опред. 27)
✓ .
фигура ограниченная этими треугольниками есть октаедръ.
2. Что этотъ октаедръ вписанъ въ данный шаръ.
Такъ какъ L K = K M = K E ,  то полукругъ, описанный на LM, прой­
детъ чрезъ точку Е. Если будемъ вращать этотъ полукругъ около непод- 
вижнаго д1аметра LM, то на основанш той же причины онъ пройдетъ 
чрезъ точки F , 6r, Н. А потому вершины октаедра будутъ лежать на по­
верхности шара, коего д1аметръ LM, а этотъ д1аметръ=А5.
Такъ какъ L K = K M , R E  общая, и углы при точке К  обпце, то 
(кн. 1, пред. 4) LE=EM , но (кн. З^пред. 31) Z LEM =d; следовательно: *
U L M ^ U L E
А Б : B C = {J A B : П ВВ
а потому, такъ какъ АВ=>2ВС, то:
П А Б = 2 U D B =& U LE
следовательно:
. ПЕМ =:ПАБ
а потому L M = A B .
3) Доказательство теоремы. .
Мы только что доказали, что:
U L M ^ U L E
и что LM—ABу а потому:
U A B = 2 D L E  '
где АВ  есть д1аметръ шара, a LE  сторона октаедра.
Предлооюете 15. Задача. Вписать кубъ (гексаедръ) въ данный шаръ? 
Теорема. Квадратъ, построенный на д!аметре шара, равенъ утроен­
ному квадрату, построенному на стороне куба, вписаннаго въ данный 
шаръ.
1) Построете куба (фиг. 532).
Фиг. 532.
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Но (кн. 6, пред. 8 и кн. 6, пред. 20, сл&д.):
Пусть д1аметръ АБ  даннаго шара, въ точке (7, разделенъ на так1я 
части, что АС=2СБ , или АВ—ЗСВ. На прямой АБ  опишемъ полукругъ
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ABB , къ прямой АВ , въ точке" (7 возставимъ перпендикуляръ СВ 
и проведемъ ВВ. Построимъ квадратъ EFGH , коего сторона равна 1)Б; 
къ плоскости этого квадрата въ точкахъ Е , JF, G-, £Г возставимъ (кн. 11, 
пред. 12) перпендикуляры JSjBT, JPi, бгЖ, fflV, изъ коихъ каждый==Д2?; 
построимъ искомый кубъ ИГ.
2) Доказательство построешя. .
1. Что .FW есть кубъ это очевидно (кн. 11, опред. 25).
2. Что этотъ кубъ вписанъ въ данный шаръ. - 
Проведемъ KG, EG , KF. Такъ какъ Е К  перпендикулярна къ плос­
кости EFGH , то (кн. 11, опред. Ъ) /mK E G =d, полукругъ описандый на 
У ” пройдетъ чрезъ точку Е. Но FG  перпендикулярна къ FL , FE, а по­
току (кн. 11, пред. 4) она перпендикулярна къ плоскости E F LK , следо­
вательно Z G F K =d ; изъ этого следуетъ, что полукругъ, описанный на 
.БГбг. пройдетъ чрезъ точку -F, и по той же причине пройдетъ чрезъ ос­
тальная вершины куба; а потому вершины эти будутъ лежать на поверх­
ности шара, коего ддаметръ K G , а д1аметръ этотъ-А В -
Такъ какъ Z G FE=d  и G F = F E = E K , то (кн. 1, пред. 47):
{J E G = 2 B E F = 2 U E K
следовательно:
П Е О ч-П Е К
т. е.:
□2C6f=3D-EKb=3D2>jB 
потому что Е К = В В . Но АВ=ЗВС  и (кн. 6, пред. 8 и кн. 6, пред. 20, след.):
А В :В С =>П А В :П В В
а потому:
П А В = гП В В
следовательно: • .
U A B = U K G  .
а потому A B =K G .
3) Доказательство теоремы. Мы доказали, что:
.  U G K = b U E K  .
и GK=sAB, а потому: (
D G K=\JAB
следовательно:
; ' В А В = Ю Е К
где АВ  есть даамётръ шара, а Е К  сторона куба.
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Предлооюете 16. Задача. Вписать въ данный шаръ икосаедръ
(фиг. 533)?
Фиг. 533.
Теорема. Сторона, вписаннаго въ шаръ, икосаедра есть малая up- 
ращональная (фиг, 533). ,
1) Построете икосаедра. .
Пусть д1аметръ АВ  даннаго шара въ точке С разделенъ на таюя 
части, что АС=4:СВ (фиг. I), а потому АВ=5СВ. На АВ  опишемъ полу­
кругъ АВВ , къ АВ  возставимъ, въ точке С, перпендикуляръ CD, и про­
ведемъ ВВ.
« ■
Пусть, въ фигуре II, около центра W  описанъ кругъ, коего д1а- 
метръ=ХШ. Въ этотъ кругъ впишемъ пятистороннею фигуру EFGHK^ съ 
равными сторонами, разделимъ пополамъ дуги въ точкахъ L, Ж, N, О, Р, 
проведемъ прямыя, составляющая пятистороннею фигуру £Ж Ж )Р  съ<рав-
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ными сторонами, а также проведемъ прямыя, составляющая десятистороннею 
фигуру ELFM  съ равными сторонами.
Въ точкахъ JE7, F, G, Н, К  возставимъ перпендикуляры EQ, FR 
GS, ЛТ, 7TF къ площади круга, каждый изъ нихъ сд,Ьлаемъ=1>5; чрезъ 
ихъ оконечности проведемъ прямыя, составляются пятистороннею фигуру 
QESTV съ равными сторонами, проведемъ также прямыя QL, LB, RM,
MS, SN, NT, ТО, OF, VP, PQ.
Въ центре W  возставимъ перпендикуляръ WZ, къ площади круга, 
что представлено на фиг. II, и продолжимъ его по другую сторону пло­
щади круга до Y , сделаемъ W X  равную стороне шестисторонней, a X Z  
и W Y  равными стороне десятисторонней фигуръ; проведемъ прямыя изъ 
точки Z  къ вершинамъ угловъ фигуры QRSTV, подобнымъ же образомъ 
проведемъ прямыя изъ точки Y  къ вершинамъ угловъ фигуры LMNOP\ 
Такимъ образомъ построенное тело, будетъ требуемый икосаедръ.
2) Доказательство построетя.
1. Что это тело есть икосаедръ.
Такъ какъ на фиг. П, EQ, FR перпендикулярны къ одной и той 
же плоскости (къ площади круга), то оне параллельны (кн. 11, пред. 6), 
но оне равны, а потому (кн. 1, пред. 33) также равны и параллельны 
QR,• EF; следовательно QR есть сторона вписанной въ кругъ пятисторон­
ней фигуры съ равными сторонами, такъ какъ EF  есть сторона такой 
фигуры. [ По! той же причине остальныя прямыя RS, 1ST, TV, VQ суть 
стороны пятисторонней фигуры QRSTV съ равными сторонами.
Но EQ равна DB , а потому она равна рад1усу круга, следовательно 
она есть сторона шестисторонней фигуры, a EL  равна стороне десятисто­
ронней фигуры, и Z.LEQ=d, изъ этого следуетъ (кн. 13, пред. 10), что 
QL есть сторона пятисторонней фигуры, а по той же причине LR  есть 
также сторона той же фигуры. Но QR есть сторона той же фигуры, сле­
довательно AQRL  равностороннш. По той же причине треугольники 
RSM, STN,] TV О, VPQ также равносторонше.
Такъ какъ LR , RM , ML суть также стороны пятисторонней фигуры 
съ равными сторонами, то Д Х Ж В  равностороннш. По той же причине 
треугольники MNS, NOT, OP Г, PLQ также равносторонше.
На фиг. Ш, представлены многоугольники RSTVQ ж LMNOP; изъ 
поименованныхъ треугольниковъ показаны только те, коихъ основашя ST, 
TV, VQ, а вершины N, О, Р, равно какъ и те, коихъ стороны NО, ОР, 
а вершины Т, V.
Такъ какъ XW, QE перпендикулярны къ одной и той же плоскости 
(площади круга), то (кн. 11, пред. 6) оне параллельны, но оне также
равны, а потому (кн. 1, пред. 33) WE, XQ также параллельны и равны; 
следовательно XQ есть сторона шестисторонней фигуры, такъ какъ WE  
есть рад1усъ круга. Итакъ X Z  есть сторона десятисторонней фигуры, а 
£ Q X Z = d .  Следовательно (кн. 13, пред, 10) QZ есть сторона пятисто­
ронней фигуры; по той же причине VZ, аДпо нредъидущему и QV суть 
стороны той же фигуры. Следовательно Д  VQZ равностороннШ. То же са­
мое относится къ треугольникам^ коихъ основашя УТ, TS, SR, RQ, а 
коихъ вершины лежать въ точке Z. Точно также доказывается это и для 
треугольниковъ, коихъ основашя РО, ON, NM , ML, LP , и коихъ вер­
шины лежатъ въ точке Y. Изъ этого следуетъ (кн. 11, опред. 29), что 
построенное тело есть икосаедръ.
2. Что этотъ икосаедръ вписанъ въ данный шаръ.
Такъ какъ въ фиг. Ш, W X  есть сторона шестисторонней фигуры, 
a X Z  десятисторонней, то (кн. ] 3, пред. 9) WZ, въ точке X, разделена 
въ крайнемъ и среднемъ отношеши, и W X  есть болышй отрезокъ, а 
потому:
W Z  : W X = W X : X Z  
но WX=>WP  и X Z — WY, следовательно:
’ W Z : W P = W P : W Y
, •
Но углы PW Z, P W Y  суть прямые, а потому проведя PZ, треуголь­
ники P W Z , P W Y  будутъ подобны (кн. 6, пред. 6). Следовательно 
(кн. 6, пред. 8) /_ Y P Z = d .  А потому (кн. 3, пред. 31) полукругъ опи­
санный на Y Z  пройдетъ чрезъ точку Р. .
Изъ предъидущей пропорцш: -
W Z : W X = W X : X Z
где W Z = X Y  и W X = X Q ,  следуетъ что:
X Y : X Q = X Q : X Z
Следовательно, проведя QY, уголъ YQ Z=d. А потому полукругъ, 
олисанный на YZ, пройдетъ чрезъ точку Q.
. Если теперь вышеупомянутый полукругъ станетъ вращаться, около своего 
неподвилшаго даа-метра YZ, то на основанш техъ же причинъ онъ прой­
детъ чрезъ остальньтя точки икосаедра, которыя поэтому лежатъ на по­
верхности шара, коего д1аметръ есть YZ. Этотъ последшй=^Ц5.
А такъ какъ W Z  разделена, въ точке X, въ крайнемъ и среднемъ 
г отношенш, то, разделивъ пополамъ W X  въ точке а, будемъ иметь (кн. 13, 
вред. 3):
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O Z a = 5 D a X
Ho YZ=%Za и TFX=2aX, следовательно:
□  YZ—Ь □  W X =b \JBD  
Но АВ=ЬВС  и (кн. 6, пред. 8 и кн. 6, пред. 20, след.):
А В : В С = П  А В : U B B
следовательно:
П А В =Ь П В В
откуда:
U Y Z = U A B
а потому Y Z = A B .
3) Доказательство теоремы.
Такъ какъ д1аметръ шара ращоналенъ и квадратъ, на немъ построен­
ный, равенъ сумме пяти квадратовъ, построенныхъ на рад1усе круга 
EFGHK, то рад1усъ, а потому, и д1аметръ этого круга ращональны; сле­
довательно (кн. 13, пред. 11) сторона, вписанной въ такой кругъ пяти­
сторонней фигуры, т. е. сторона икосаедра, есть малая ирращональная.
Замгьчате. Отсюда следуетъ, что квадратъ, построенный .на д1аметре 
шара, равенъ пять разъ взятому квадрату, построенному на рад1усе того 
круга, на которомъ построенъ икосаедръ, и что д1аметръ шара составленъ 
изъ стороны шестисторонней и двухъ сторонъ десятисторонней фигуръ, 
вписанныхъ въ этотъ кругъ.
Предлооюете 17. Задача. Вписать въ данный шаръ додекаедръ? 
Теорема. Сторона, вписаннаго въ шаръ, додекаедра есть еычетъ.
1) Построете додекаедра (фиг. 534).
Две боковыя площади ABGB и GBEF построеннаго куба (кн. 13, 
пред. 15) приложимъ перпендикулярно другъ другу. Разделимъ ихъ стороны 
въ точкахъ 6г, Н, К , L , М, Д  О пополамъ и проведемъ прямыя GK, 
HL, МЩ N0. Прямыя NP, РО, EQ разделимъ въ крайнемъ и среднемъ 
отношенш въ точкахъ Д  S, Т, и пусть Р Д  P/S', QT будутъ болыше от­
резки. Въ этихъ точкахъ возставимъ (кн. 11, пред. 12) перпендикуляры 
.RF, SW, ТХ  къ боковымъ площадямъ куба, перпендикуляры эти возста­
вимъ въ наружу, сделаемъ ихъ равными вышеупомянутымъ болыпимъ от- 
резкамъ PR. PS, QT и проведемъ прямыя VB, ВХ, XG, GW, WV, ко­
торыя лежатъ въ одной плоскости, заключаютъ равные углы, и ограничи- 
ваютъ собою пятистороннею фигуру съ равными сторонами, построенную 
на ребре куба BG. Построивъ, на каждомъ изъ двенадцати реберъ куба, 












Проведемъ BRt BS , BW. Такъ какъ прямая Jk/P, въ точке R, раз­
делена въ крайнемъ и среднемъ отношеши и РВ есть болышй отрезокъ, 
то (кн. 13, пред. 4): ^
□Р2Г-нП2йВ==ЗПРВ
но PN =N B  и PR—В V, следователь»):
□ Д № -ьО Ж В =  ЗЩ ВР  
Но (кн. 1, пред. 47):
следовательно:
n B N + Q m = E \B R
□ 5 R = = 3 D B F
а потому □BiJ-t-D jR F, т. е.:
‘ a B V = i U B 7
следовательно (кн. 6, пред. 20, след.) BV=-2RV. Но R S = 2R P = 2R V, 
а потому VW—2RV, следовательно ВУ=зVW. Подобнымъ образомъ до­
казывается и равенство остальныхъ сторонъ фигуры BVWGX . .
Ь) Она лежитъ въ одной плоскости.
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Чрезъ точку Р  проведемъ прямую PY, параллельную прямымъ RV  и 
въ наружу куба.
Проведемъ ГЯ, ЯХ, то YHX  есть прямая лишя, такъ какъ HQ, 
въ точкЬ Т, разделена въ крайнемъ и среднемъ отношенш, и QT болышй 
отрезокъ, а потому:
HQ: QT=QT : ТН  
е, rQ=H P  и Q T =T X =P Y , следовательно:
Я Р : P Y —T X : Т Я  
Но (кн. 11, пред. 6) ЯР, параллельны, равно какъ и FH , РГ,
л
первыя потому что оне перпендикулярны къ плоскости BD, а втор ыя какъ 
перпендикулярныя къ плоскости BF. Следовательно (кн. 6, пред. 32) 
YX , ИХ  лежатъ на одной прямой Y X ; а потому (кн. 11, пред. 1) фи­
гура BVW GX , въ которой лежитъ YX, находится въ одной плоскости,
с) Она равноугольна.
Такъ какъ NP  разделена, въ точке В, въ крайнемъ и среднемъ от­
ношенш и РВ есть болышй отрезокъ, то (кн. 13, пред. 5):
Ш Ч -Р В : P N = N P : PS
Но PB—PS, а потому:
NP-hPR=NS
а также:
NS: NP—N P : PS
.  - '»
Следовательно NS, въ точке Р, разделена въ крайнемъ и среднемъ 
отношеши, и NP  есть болышй отрезокъ, следовательно (кн. 13, пред. 14):
П Я 8 + П 8 & = ъ а т
но PN =N B  и SP=SW , а потому:
□ д е ч - п £ ж = з а ж в
следовательно также:
q s w =4:UNb
Но (кн. 1, пред. 47):
02Ш-1-П m = n p s
следовательно; *
.  q b s + o s w
т. е. (кн. 1, пред. 4(7):
.  U B W ^ U N B
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B W = 2 N B = B C
Но, на основанш доказаннаго въ первой части, ВУ—В Х  и VW ^OX, 
следовательно (кн. 1, пред. 8) Z В VW — £  BXG. Подобнымъ же образомъI
доказывается и равенство остальныхъ угловъ VWG, ВХО, BVW .
2. Что этотъ додекаедръ вписанъ въ данный шаръ.
Продолжимъ YP  во внутрь куба до Z, то Y Z  встретить (кн. 11, 
пред. 39) д1агональ куба, оне пересекутся пополамъ въ точки Z, Следо­
вательно Z  есть центръ шара, описаннаго около куба, a P Z  равна поло­
вине стороны PN  куба. Проведемъ TZ.
Такъ какъ N8  разделена въ крайнемъ и среднемъ отношенш, и NP  
есть болышй отрезокъ, то (кн. 13, пред. 4):
□ Ж ,ч-П Я Р -=ЗП Ш >
Но NP=zPZ и P S = Y P , а потому N S = Y Z , а также SP=PB f а 
потому S P =  VY. Следовательно:
□  YZ-hD V Y
т. е. (кн. 1, пред. 47):
□ VZ—3UNP '
Но (кн. 13, пред. 15) квадратъ построенный на дааметре шара ра- 
венъ утроенному квадрату, построенному на стороне куба, а потому и 
квадратъ, построенный на рад1усе равенъ утроенному квадрату, построен­
ному на половине стороны NP. Следовательно VZ есть рад1усъ шара, 
Z  центръ шара, и V  точка на поверхности шара. Подобнк ъ же образомъ 
доказывается, что кроме точки V и всякая другая вершина додекаедра 
лежитъ на поверхности шара. Следовательно додекаедръ вписанъ въ дан­
ный шаръ. -
3) Доказательство теоремы.
Такъ какъ JVP, въ точке В, разделена въ крайнемъ и среднемъ от- 
нощенш, и PR есть болышй отрезокъ, то:
* «
N P :P B = P B :R N
а потому также (кн. 5, пред. 15):
2 Ж “: 2РВ =2РВ : 2BN
а потому (кн. 6, пред. 20, след.):
т. е.:
NO: В8—В 8: BN+80
5 7 2
но NO >RS , а потому и RS>RN-hSO, следовательно N0  разделена въ 
крайнемъ и среднемъ отношеши и RS болышй отрезокъ. Но д1аметръ 
шара рацюналенъ, и (кн. 1В, пред. 15) квадратъ, построенный на 
немъ равенъ утроенному квадрату, построенному на стороне N0, а по­
тому N0 также ращональна. Следовательно (кн. 13, пред. 6) ея отрезокъ 
RS есть вычетъ; но RS— V Ж, а потому сторона додекаедра есть вычетъ.
Замечате. Изъ этого следуетъ, что болышй отрезокъ стороны куба,
•  .  * » *
разделенной въ крайнемъ и среднемъ отношеши, равенъ стороне доде-
“V •
каедра. .
Предложете 18. Задача. Найти стороны пяти телъ, разсмотренныхъ 
въ предъидущихъ предложешяхъ (фиг. 535).
Фиг. 535.
2> Л
Теорема. Если квадратъ, построенный на дгаметре шара, описаннаго 
около этихъ пяти телъ, разделить на шесть равныхъ частей, то квадратъ 
построенный на стороне тетраедра равенъ четыремъ такимъ частямъ, ок- 
таедра—тремъ, куба— двумъ. Изъ остальныхъ же двухъ, коихъ отношешя 
къ другимъ и отношеше между собою, не рацшнальны, сторона икосаедра 
больше стороны додекаедра. .
1) Построенге сторонъ.
Пусть д1аметръ АВ  даннаго шара, въ точкахъ С и D, разделенъ 
на татя части, что АС==СВ и AD=2DB. На АВ  опишемъ полукругъ 
ADB , въ точкахъ С и D  прямой АВ, возставимъ перпендикуляры СД 
DFj проведемъ AF, FB  и разделимъ FB, въ точке N, въ крайнемъ и 
среднемъ отношенш, такъ что BN  болышй отрезокъ. Далее, въ точке А} 
возставимъ къ АВ  перпендикуляръ AG, сделаемъ его равнымъ АВ  и 
проведемъ GG, которая пересечетъ полукругъ въ точке Н; изъ точки П  
опустимъ на АВ  перпендикуляръ П К  и сделаемъ CL—CK, такъ что
LK~2KC\ наконецъ въ точк'Ь L, возставимъ къ АВ  перпендикуляръ LM  
н проведемъ ВМ Ь то сторона тетраедра будетъ AF; куба—BF; ок­
таедра—BE; додекаедра—ВЩ и икосаедра—ВМ.
2) Доказательство построенгя. .
a) Такъ какъ AD =2D B, то AB=3DB, т. е.:
A D : D B =  3 :1
или (кн. 5, пред. 19): .
В А : А В =  3: 2 .
т. е.;
B A = IA D  ,
Но (кн. 6, пред. 8) A A F B coAAFD, а потому (кн. 6, пред. 20, след. 2):
B A :A D = n A B :H A F  
следовательно и: ,
D A B : D A F =  3: 2
т. е.:
□ A f e i L U F  ' .
но АВ  есть д1аметръ шара, следовательно (кн. 13, пред. 13) AF  есть
сторона тетраедра.
b) Такъ какъ AD=2DB> а потому AB=BD B  и (кн. 6, пред. 8, и
• j
кн. .6, пред. 20, слЬд.):




но АВ  есть дааметръ шара, следовательно (кн. 13, пред. 15) B F  есть
сторона куба.
c) Такъ какъ сторона куба FB , въ точке -ZV, разделена въ крайнемъ 
и среднемъ отношенш, то (кн. 13, пред. 17, след.) болышй отрезокъ BN  
есть сторона додекаедра.
d) Такъ какъ АС=СВ, то АВ=з2ВС и:
А В : В С = О А В : ОВЕ .
а потому
: О АВ=2ВВЕ
но АВ  есть дааметръ шара, следовательно (кн. 13, пред. 14) BE  сторона 
октаедра.
e) Такъ какъ:
A G ^A B —2AC
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и (кн. 6, пред. 4): :
G A : А С = Н К : КС
то и НК=2КС, следовательно (кн. 6, пред. 20):
П Н К=Ю КО
а потому ПНКчгПКО, т. е. (кн. 1, пред. 47):
пнс=ьокс




Но А В =2В С  и ЪК=&КС , а потому:
ВС : К С = А В : L K
Следовательно и:
U A B =bU L K  •
Но АС=^СВ и KC—LC, а потому A K = L B , а также:
AB=LK4r-2 СВ
но J..B есть дааметръ шара, следовательно (кн. 13, пред. 16, след.) L K и 
LB  суть стороны, вписанныхъ въ одинъ и тотъ же кругъ шестисторонней 
и десятисторонней фигуръ. Такъ какъ KC=G L , а потому (кн.,3, пред. 14) 
ML—HK\ но какъ H C = 2K C = K L , то ML—KL\ а потому ML есть также 
сторона шестисторонней фигуры, a LB  сторона десятисторонней и 
Z,M LB=d, Следовательно (кн. 13, пред. 10) MB  есть сторона пятисто­
ронней фигуры, а потому (кн. 13, пред. 16) она есть также сторона ико- 
саедра.
3) Доказательство теоремы. '
На основанш теоремъ предложешй 13, 14 и 15 мы нашли, что:
Q A B =  I OAF=2CiBE=SDBF  -
Разделивъ О АВ на шесть равныхъ частей, то 4 изъ нихъ прШдутся 
на □  AF, 3 на □  BE  и 2 на ПВЕ, такъ что отношешя сторонъ тетраедра, 
октаедра и куба ращональны. Такъ какъ стороны икосаедра и додекаедра 
иррацюнальны, ибо одна изъ нихъ есть малая ирращональная (кн. 10, 
пред. 16), другая (кн. 10, пред. 17) вычетъ, а потому отношешя этихъ 




Что сторона икосаедра БЫ  больше стороны додекаедра BNt дока­
зывается слйдующимъ образомъ:
1. Такъ какъ треугольники FDB, FAB  равноугольны, то (кн. 6, 
пред. 4):
В Б : B F = B F : В А
следовательно (кн. 6, пред. 20, след.):
В Б : BA—D B B : UBF
или:





Но AD—2BB, а потому:
ВАВ=4:ОВБ
следовательно DAD>DBF, а потому A B > B F , а следовательно тЬмъ 
более A L>B F . Но, такъ какъ KL  есть сторона шестисторонней фигуры 
и K L —LB  сторона десятисторонней, то (кн. 13, пред. 9) A L , въ точке 
JST, разделена въ крайнемъ и среднемъ отношенш, и KL  болышй отре­
зокъ, но B F  Также была разделена въ крайнемъ и среднемъ отношенш, 
въ точке IV, и B N  болышй отрезокъ. Следовательно K L > B N , но такъ 
какъ KL—ML, то и M L> BN; но (кн. 1, пред. 19) B M >M L , следова­
тельно темъ более BM >BN .
2. Или иначе. Такъ какъ А В = 2В В , то АВ—ЗВВ. Но (кн. 6, 
пред. 8) A  FAB^° Д  FBB, а потому:
АВ : В В = О А В : DBF
%
следовательно:








• D K L > D B N
а потому KL^>BNi но K L = L M } следовательно LМ>ВЩ  а потому тЬмъ
более BM >BN .
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Лемма. Что 3 Q 5 P T>6D j5iV r доказывается сл'Ьдующимъ образомъ: 




(FB.BN )~h(BF.FN )>  2(BF. FN)
Но (кн. 2, пред. 2):
(FB.BN)-h(BF.FN)=DBF
I .
и такъ какъ BF, въ точке 2V, разделена въ крайнемъ и среднемъ отно- 
шенш, то (кн. 6, пред. 17):
' BF.FN—UBN  .
следовательно:
H B F >2U B N
а потому:
$U B F >bU B N
* • •
Замгьчате. Кроме поименованныхъ пяти телъ, нЬтъ другаго, состав- 
леннаго изъ равныхъ фигуръ съ равными сторонами и равными углами.
Въ самомъ д4л$:
1) Изъ двухъ треугольниковъ, или изъ двухъ плоскихъ угловъ нельзя 
составить (кн. 11, опред. 11) телесный уголъ. Изъ трехъ равностороннихъ 
треугольниковъ состоитъ телесный уголъ тетраедра, изъ четырехъ—ок- 
таедра, изъ пяти—жоеаедра. Но изъ шести, или более равностороннихъ 
треугольниковъ нельзя (кн. 11, пред. 21) составить телесный уголъ, такъ
в ф.  ф
какъ уголъ подобнаго треугольника= Id, а следовательно сумма шести 
такихъ угловъ=4с?, а семи и более угловъ> 4 $ .
2) Изъ трехъ квадратовъ состоитъ телесный уголъ кубщ но изъ че­
тырехъ, которые=4<2, нельзя составить (кн. 11, пред. 21) телесный уголъ.
3) Изъ трехъ равностороннихъ и равноугольныхъ пятистороннихъ 
фигуръ состоитъ телесный уголъ додекаедра; но изъ четырехъ нельзя соста­
вить т&леснаго угла (кн. 11, пред. 21), такъ какъ (следующая Лемма) уголъ 
подобной фигуры=1! d, следовательно сумма четырехъ такихъ у г л о в ъ > 4
4) Изъ другихъ многоугольниковъ еще менее возможно составить
телесный уголъ.
Лемма. Что уголъ равноугольной, пятисторонней фигуры съ равными 
сторонамй=1 5 d доказывается такимъ образомъ (фиг. 536).
Около этой пятисторонней фигуры ABGDE опишемъ кругъ, коего 
дентръ F, проведемъ прямыя FA, F B , FC, FD, FE , которыя разделять 
пополамъ (кн. 4, пред. 4) равные углы фигуры. Такъ какъ сумма угловъ
около F = 4d  и они равны, то каждый изъ нихъ= id, или 1— ^прямаго 
угла, следовательно (кз. 1, пред. 32):
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Z F A B - h  Z A B F =  I d
Фиг. 536.
A .
но Z FAB=i Z F B О, следовательно и Z FBC-h Z ABF. т. e.
£ A B C =  ci d .
Прилтчапге 2. Изъ предъидущихъ построены зторонъ пяти правшгьныхъ тйлъ 
легко вывесть ихъ аягебраичесЕ1я выражешя чрезъ рад!усъ шара, въ который онгЬ впи­
саны.
Если назовемъ чрезъ В  pafliycb шара, въ который виис .̂ -А правильныя т*Ьла, чрезъ 
а сторону какого нибудь изъ нихъ, то соображаясь съ предъидущшш построетями, най­
демъ:
Сторона тетраедра: '
а =  ^ г В  V  6 •
о
Сторона гексаедра: .
а =  —В  / 3
О
Сторона октаедра'.
а =  BV  2
Сторона додекаедра:
« =  i  т  /IB— v'l)
Сторона шосаедра:
a=i-V/10(5-vr5)








г =  ~ В  V 3О
»•= 4--SV3
Для додекаедра:
\ /  5 + 2  V 5
Г : =  ■ -----------------------------------15
Для икоеаедра:
> / 5 + 2  V 5 
“  15




Поверхность каждой грани, если ез назовемъ чрезъ и  будетъ и— —В 2 V 3, слйдова-
. О
тельно, если чрезъ А  назовемъ всю поверхность тетраедра, то найдемъ:
. А — ^ -В 2 V ?
Гексаедра:
и—  i -  В 2, А = 8 В 2Оо
Октаедра:
и — i В2 V 3, А = & В 2 V 3
Додекаедра:
Икоеаедра:
и =  1г  В 2 1 / 10(5— V 5), А — 2В2У  10(5— у/ 5)
1




Если поверхность А  умножимъ на — г, г  есть рад .̂ ъ шара вписанпаго въ пра­
вильное тйло, то очевидно найдемъ его объемъ V.
V= V3 . ~  R=  ^ № v'h
Гексаедра.
. V—  8В 2. ~  В  V l =  ^~В3 / 3У “
Октаедра.
F==4i?2 V~3 . \Zlj= ~ R 39 3
Додекаедра.
У = 2B2|/ lO  (3— V15). -L В | / 5-1-2 V 5 =  —В3/ 3° (3-1- V 5)
3 15 9
Цкосаедра.
У ~ 2 Щ 5 у / 9 — V 15) • -  М У  b-h2V b— —В3l / l O + S v ' B .
. ° 1 5 ----  3
К Н И Г А  X IV .
Книга четвертая „О телахъ“
По мтьтю тъкоторыхъ приписываемая Гипсиклу Александртскому.
Книга первая „О пяти т^лахъ.
\ ■ 
Дорогой мой Протархъ, однажды при былъ въ Александрно Базилидъ
изъ Тира, онъ былъ рекомендованъ моему отцу, какъ отличающшся по­
добно ему любовью къ математике, большую часть времени своего пребы- 
вашя онъ провелъ въ общенш съ нимъ. Однажды они просматривали со- 
чинешя Аполлошя о соотношенш, вписанныхъ въ одинъ и тотъ же шаръ, 
додекаедра и икосаедра, и объ отношенш между ними; имъ показалось, 
что разсуждешя Аполлошя не совсЬмъ справедливы, и они написали, 
какъ мне сообщалъ мой отецъ, поправки ими сделанныя. Впоследствш 
мне попалось подъ руки другое сочинеше Аполлошя, которое содержало 
въ себе верное решеше упомянутой задачи; чтеше этого сочинешя до­
ставило мне большое удовольств1е. Сочинеше изданное Аполлошемъ можетъ 
каждый просмотреть, такъ какъ его можно везде найти; настоящее же со­
чинеше, которое я впоследствш, на сколько я могу судить, съ возможнымъ 
старашемъ дополнилъ, я думаю тебе, имеющему прекрасный познавая по 
всемъ наукамъ, а въ особенности по геометрш, представить прежде всего 
какъ сведущему судье; въ твердомъ ожидаши, что ты изъ дружбы 
къ моему отцу, равно какъ изъ расположешя ко мне, склонится подарить 
своимъ внимашемъ мою попытку. Но время окончить мне предислов1е и 
приступить къ самому делу.
П р е д л о ж е н !  я. .
Предложенье 1. Перпендикуляръ DE% опущенный изъ центра В  круга,
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на сторону ВС, пятисторонней фигуры виисанной въ кругъ, равенъ поло 
ваи'Ь прямой, составленной изъ рад1уса B F  круга и стороны FG, десяти­








Доказат. Продолжимъ B E  по обе стороны до F  и А, проведемъ ВС, 
CF, сделаемъ E G = E F  и проведемъ GC. Такъ какъ дуга JBFC равна 
пятой части целой окружности, дуга ACF равна полуокружности и дуга 






Но (кн. 6 ,-пред. 33):
дуг. АС: дуг. FC— AABC: £Е В С
следовательно:
Z  АВ  ( 7 = 4  Z  ЕВС
но (кн. 3, пред. 20) /.А В С = 2 /.В Е С , а потому: .
4 Z  ЕВС—2 Z  ВЕС '
следовательно 2 Z FBC=  Z ВЕС. Но (кн. 1, пред. 4) Z ВЕС— /_FGC, 
следовательно /.FGO=2 Z.FBC, а потому (кн. 1, пред. 6 и кн. 1, 
пред. 32) BG=GC- но (кн. 1, пред. 4) GC=FC, следовательно BG=FC. 
Но GE=BF , следовательно:
В E—EF~r~F С 
а потому, прибавивъ по BE, получимъ:
2 BE=BF-t-FC
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Замчъчате. Изъ (кн. 12, пред. 13) следуетъ, что перпендикуляръ, 
опущенный изъ центра круга, на сторону, вписаннаго въ этотъ кругъ 
треугольника, равенъ половинЬ рад!уса.
Предлооюете 2. Въ одинъ и тотъ же кругъ вписаны пятисторонняя 
грань додекаедра и трехсторонняя грань икоеаедра, вписанныхъ въ 
одинъ и тотъ же шаръ.
Аристеусъ въ своемъ сравнеши пяти т£лъ и Аполлошй во второмъ 
сочиненш „о сравнеши додекаедра съ икосаедромъ“ утверждаютъ, что по­
верхность додекаедра относится къ поверхности икоеаедра, какъ доде- 
каедрь къ икосаедру, такъ какъ перпендикуляры, опущенные изъ центра 
шара на пятистороннею грань додекаедра и трехстороннею грань ико- 
саедра, равны. Мы же дадимъ зд£сь доказательство предложеннаго 
предложешя, предпославши ему следующую лемму.
Лемма. Если мы въ кругъ впшпемъ пятистороннею фигуру AGBHC 
съ равными сторонами, то сумма квадратовъ, построенныхъ на стороне 
АС. и на д!агонали АВ, равна пять разъ взятому квадрату построенному 




^  х  '
Изъ центра D  опустимъ перпендикуляръ D F  на сторону АС, про­
должимъ его по обе стороны до В, В  и проведемъ АЕ; то эта прямая
будетъ сторона десятисторонней фигуры. Такъ какъ B E — 2DE, то (кн. 6,
пред. 20, след.):
U B E = I U B E
Но (кн. 3, пред. 31) /.B A E = d , а потому (кн. 1, пред. i 7):
U BE=U BA-+-U AE  
следовательно: .
□  BA-Y~UAE=i П ВЕ
I ’
а потому прибавивъ по ODE:
U B A +-U A E +-U B E =bU B E
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Но (кн. 13, пред. 10):
ПАЕ-+-ПВЕ=ПАС
следовательно:
П АС^гП АВ=ЬП ВЕ
Итакъ, вышеупомянутое предложеше можно доказать следующимъ 
образомъ (фиг. 539): '
Фиг. 539.
Пусть АВ  будетъ д1аметръ шара, въ которомъ вписаны додекаедръ 
и икосаедръ, CBEFG есть пятисторонняя грань додекаедра, a KLH  
трехсторонняя грань икосаедра (фиг. 540), требуется доказать, что обе 
грани вписаны въ одинъ и тотъ же кругъ, или что **=£, если г , с, суть
л






Проведемъ въ пятисторонней фигуре д1агональ BGr\ то эта послед­
няя, будетъ (кн. 13, пред, 8 и кп. 13, пред. 7) сторона виисаннаго въ 
шаръ куба. Возьмемъ такую прямую MN, чтобы (кн. 10, пред. 6, след.) 
□  А В =  5 □  MN. Но (кн. 13, пред. 16, след.) квадратъ, построенный на
д!аметре, АВ  равенъ пять разъ взятому квадрату, построенному на радаусе
• /
того круга, въ который вписана грань икосаедра, следовательно рад1уеъ этотъ 
есть MN. Разделимъ (кн. 6, пред. 30) прямую M N  въ крайнемъ и среднемъ
отношеши, въ точке О, и пусть ОМ болышй отрезокъ, то (кн. 13, пред. 5 
и пред. 9) МО будетъ сторона, вписанной въ тотъ же кругъ, десятисторон­
ней фигуры.
Такъ какъ:
U A B = b\JM N  ■
и (кн. 13, пред. 15 и кн. 13, пред. 17, след.):




Но (кн. 13, пред. 8 и кн. 14, пред. 7):
D G : GG=MNi МО
а также: '





Но (кн. 13, пред. 16 и пред. 10):
5 Q S 'f c :  5 □  MN-h 5 □  МО .
следовательно:
bnZ L = 3D D G -h3D C G
0
Но (предъидущая лемма):
U D G -hU G G =bU r
а потому:
З П 0 б Ч -З П С 0 = 1 5 [>
следовательно:
bU 'K L ^lbU r  
Но (кн. 13, пред. 12): .
□ J E b = 3 D c  •
а потому:
5П -К Х =15П с
следовательно:
15Пг=15П<;
а потому r—Q. . ,
Предложете 3. Если опустимъ перпендикуляръ FG, изъ центра F  
круга, описаннаго около пятисторонней фигуры ABGBE, съ равными
583 .
сторонами, на одну изъ этихъ сторонъ СВ, то тридцать разъ взятый пря­
мо угольЕикъ, построенный на перпендикуляре FG- и стороне СВ, равенъ 
поверхности додекаедра. А если изъ центра В , круга онисаннаго около 
равносторонняго треугольника ЛВС, опустимъ перпендикуляръ BE  на 
одну изъ его сторонъ ВС, то тридцать разъ взятый прямоугольникъ, по­
строенный на сторон^ ВС и перпендикуляре BE, равенъ поверхности 
икосаедра. • ,
Доказат. 1) Проведемъ СЕ, FD  (фиг. 541). Такъ какъ (кн. 1, пред. 41):
CB.FG—2 A CBF
то:
5(С2Ш ?)==10 Д  CBF=2ABCBE  
следовательно: .
3 0 (СВ ,FG) = 12 А В С В Е =






2) Проведемъ ВВ , ВС (фиг. 542). Такъ какъ (кн. 1, пред. 41)
ВС.ВЕ=2АВВС
то:
г(вс .вЕ  )= б  д  ввс=> 2 д  а  в с
следовательнс;
S0(BC.BE)=20AABC=
(кн, 11, опред. 29) поверхности икосаедра.
, Фиг. 542.
AL
Замгьчате. Отсюда следуетъ, что поверхности, вписанныхъ въ одинъ
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и тотъ же шаръ, додекаедра и икоеаедра относятся между собою какъ 
вышеупомянутые прямоугольники.
Предлоо/сете 4. Поверхность додекаедра относится къ поверхности 
икоеаедра, какъ сторона Н куба къ сторонЬ ВС икоеаедра (фиг. 543).
Фиг. 543.
Ж .
Доказат. Пусть въ кругй, описанномъ около точки Д  вписаны пяти­
сторонняя и трехсторонняя фигуры, вписанныхъ въ одинъ и тотъ же шаръ 
додекаедра и икоеаедра. Въ кругъ этотъ внесемъ сторону ВС треугольной
и сторону АС пятиугольной фигуры. Изъ центра Е опустимъ перпендику­
ляры EF, EG, на стороны ВС, АС, продолжимъ EG до Б  и проведемъ 
ВС, сторону десятисторонней фигуры.
Если мы прямую линпо, составленную изъ ЕВ и ВС разд'Ьлимъ въ 
крайнемъ и среднемъ отношенш, то (кн. 13, пред. 9) ЕВ будетъ болышй
отрезокъ. Но (кн. 14, пред. 1):
2EGs=EB-+-BC
и (кн. 13, пред. 12):
2EF—BE
Следовательно, если 2EG разделена въ крайнемъ и среднемъ отно­
шеши, то (кн. 13, пред. 9) 2EF есть болышй отрезокъ. Но если мы Я  
разд&лимъ въ крайнемъ и среднемъ отношеши, то СА болышй отрйзокъ 
(кн. 13, пред. 17, сл£д.). Следовательно (кн. 14, пред. 7):
Н: CA—iE G : 2EF-EG-: EF
а потому (кн. 6, пред. 16):
H.EF=OA.EG






т. е. сторона куба относится къ стороне икосаедра (кн. 14, пред. 3) какъ 
поверхность додекаедра къ поверхности икосаедра.
Предложенье 5. Если какая нибудь прямая ВС разделена въ край­
немъ и среднемъ отношенш, то сумма квадратовъ, построенныхъ на целой 
прямой ВС и болыпемъ отрезке СВ относится къ сумме квадратовъ по­
строенныхъ на ц^лой ВС и на меныпемъ отрезке В В , какъ ребро G 






Доказат. Пусть въ кругъ рад1уса СВ, вписаны пятисторонняя и 
трехсторонняя грани, вписанныхъ въ одинъ и тотъ же шаръ додекаедра 
и икосаедра. Пусть СВ разделена въ крайнемъ и среднемъ отношенш, то 
(кн. 13, пред. о и пред. 9) болышй отрезокъ СВ будетъ сторона вписан­
ной въ этотъ же кругъ десятисторонней фигуры. Пусть (кн. 13, пред. 18) 
Е  будетъ ребро икосаедра, Е  ребро додекаедра, a G ребро куба. 
Следовательно Е  будетъ сторона треугольника, F  сторона въ этотъ же 
кругъ вписаннаго пятиугольника, но Е  есть (кн. 13, пред. 17, след.) 
болышй отрезокъ, разделеннаго въ крайнемъ и среднемъ отношенш, ребра 
G куба, а потому (кн. 13, пред. 12):
ПЕ=ЪПСВ
и (кн. 13, пред. 4):
. • П0ВЧгПВВ=ЪПСВ
следовательно (кн. 14, пред. 7):
а потому также:
П  G : O E = n F :  OCB-hHBB  
т а  Д О  : Ч 'О Ь = (1 0  : И
• \
Но (кн. 13, пред. 10): :он«1в.отвяодД‘тл
К
следовательно:
□  f f : U E = U B O + -n i)C : п с в - н и ш )
/
т. е. сторона G куба относится къ стороне Е  икоеаедра, какъ лишя квад- 
ратящая \3BC-h\3DC  къ линш, квадратящей \Z\CB-i-C]BD.
Предлооюете 6. Объемъ додекаедра относится къ объему икоеаедра, 
какъ сторона куба къ стороне икоеаедра.
Доказат. Такъ какъ (кн. 14, пред. 2) въ равные круги вписаны 
пятистороншя и трехстороншя грани, вписанныхъ въ одинъ и тотъ же 
шаръ додекаедра и икоеаедра, но равные круги на поверхности шара 
равно отстоятъ отъ центра шара, потому что перпендикуляры опущенные
изъ центра на плоскости упомянутыхъ круговъ равны, а изъ этого сл£-
• •
дуетъ что прямыя, проведенныя изъ центра шара къ центрамъ упомянутыхъ 
круговъ, равны и перпендикулярны. Следовательно пирамиды, имеюпця 
общей вершиной центръ шара, а основашями пятистороншя и трехсторон­
шя грани додекаедра и икоеаедра, равной высоты, а потому онг£ отно­
сятся между собою какъ площади ихъ основашй (кн. 12, пред. 5 и пред. 6). 
Следовательно одна изъ пирамидъ додекаедра относится къ одной изъ пи­
рамидъ икоеаедра, какъ пятисторонняя грань къ трехсторонней; следо­
вательно отношеше двенадцати пирамидъ додекаедра къ двадцати пира- 
мидамъ икоеаедра, равно отношенш двенадцати пятистороннихъ граней 
къ двадцати трехстороннимъ, т. е. объемъ додекаедра относится къ объему 
икоеаедра, какъ поверхность додекаедра относится къ поверхности ико- 
саедра, следовательно и (кн. 14. пред. 4) какъ сторона куба къ стороне 
икоеаедра.
' Предлооюете 7-. Две прямыя АВ, BE, разделенный въ крайнемъ и 
среднемъ чотношенш, относятся между собою какъ ихъ болышя отрезки 
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АВ.СВ: □  AO=DE.FE: U B F
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а потому^кн. 5, пред. 15):
4(АВ.СВ) : U A C =l{D E .F E ) : UDF
следовательно:
±(AB.CB)-hUAC: UAC=4(DE.FE)-hUDF: □ B F
Но (кн. 2, пред. 8):
4( АВ.ВС )-ьП AO=U {АВ+ВС)
и
4 (DE.EF )-hU D F = U (D E + E F ).
следовательно:
U(AB-+-BC) : UAC=>D(DE-hEF) : UDF 
а потому (кн. 6, пред. 22):
АВ-+-ВС: A C =D E -hE F : DF
следовательно:




2.АБ :A C =2D E : D.F
а потому также:
Л Б : AC—D E : D F
следовательно:
A B :D E = A C :D F
Замгъчате. Если произвольную прямую разделимъ въ крайнемъ и 
среднемъ отношенш, то сумма квадратовъ, построенныхъ на целой прямой
• Ч  ж .
и болыпемъ отрезке относится къ сумме квадратовъ, построенныхъ на 
целой прямой и меныпемъ отрезке какъ поверхность, или объемъ, 
додекаедра относится къ поверхности, или объему, икосаедра вписаннаго 
въ тотъ же шаръ.
КНИГА XY.
Книга пятая „О т%лахъ“
По мнгьтю нгькоторыхъ приписываемая Ггтсиклу Алексаидргйскому.
Книга вторая „О пяти тйлахъ.
П р е д л о ж е н !  я.




Доказат. Проведемъ во веЬхъ шести квадратахъ д1агонали АС, АЕ\ 
СЕ, AG , EG , GC, то очевидно треугольники AEG, AGE . AGO, CGE 
равносторонше. Следовательно (кн. 11, опред. 26) AECG есть тетраедръ, 
вписанный въ кубъ, такъ какъ его вершины суть вершины куба.
Предлооюете 2. Въ данный тетраедръ ABCD вписать октаедръ 
(фиг. 547).
Доказат. Раздйлимъ ребра тетраедра пополамъ въ точкахъ Д  F, 
Gt Н, К, L и соединимъ эти точки между собою двенадцатью прямыми 
ПК, HL, EF, FG  и т. д., которыя все равны между собою (кн. 1, пред. 4).
А потому все восемь треугольниковъ, основашя которыхъ FG, GHy НК , 
KF , а вершины Д  L, равносторонше. Следовательно (кн. 11, опред. 27)
Фиг. 547.
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тело EL  есть октаедръ, вписанный въ тетраедръ. такъ какъ его вершины 
лежатъ на срединахъ реберъ тетраедра.
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Доказат. Возьмемъ (кн. 4, пред. 8) средины квадратовъ 2Г, L, Ж, Д  
Я и соединимъ эти точки двенадцатью прямыми KL, LM, ВМ, QM 
и т, д., то тело BQ, будетъ требуемый октаедръ.
Если мы проведемъ чрезъ точки К, L, Ш, N  прямыя ТО, ОТу TS,
SP, параллельныя сторонамъ основашя АО; то эти прямыя равны между 
собою и пересекаются, такъ какъ (кн. 4, пред. 8) OP, ST одну и ту же 
прямую DG, а ОТ, ST одну и ту же прямую JBF делятъ пополамъ. Следо­
вательно (кн. 11, пред. 10) /.KO L) /.M TL  суть прямые углы. Но КО, OL, 
1ЛЦ, ТШ суть половины равныхъ между собою прямыхъ РО, ОТ, TS, а 
потому оне также равны. Следовательно (кн. 1, пред. 4) K L = L M . По 
той же причине LK, KN , ЖМ и остальныя прямыя также равны между
591
собою. Следовательно все восемь треугольниковъ, основашя которыхъ 
KL, LM, MN, N K  и коихъ вершины В, Q равносторонни. А потому 
(кн. 11, опред. 27) тело BQ есть октаедръ, вписанный въ кубъ, такъ 
какъ его вершины встречаютъ средины сторонъ площадей куба.
Предлооюете 4. Въ данный октаедръ AF  вписать кубъ (фиг. 549).
Фиг. 549,
Доказат. Пусть ABGBE будетъ одна изъ шести четырехстороннихъ 
пирамидъ октаедра. Разделимъ пополамъ ребра этой пирамиды въ точкахъ 
Ж, Nf О, Р  и проведемъ прямыя MN, NО, ОР, РЖ, которыя (кн. 1, пред. 4) 
равны другъ другу и (кн. 6, пред. 2) параллельны сторонамъ квадрата
1
(кн. 13, пред. 14) ВОВЕ, следовательно (кн. 11, пред. 10) оне заклю- 
чаютъ прямые углы. Изъ этого следуетъ, что MNOP квадратъ. Разделимъ 
пополамъ стороны этого квадрата въ точкахъ 6r, Н, К, L и проведемъ 
(тН, НК , KL, LG, которыя (кн. 1, пред. 4) равны другъ другу, и такъ 
какъ оне образуютъ (кн. 1, пред. 32) съ MN, N0, ОР, РЖ  половины 
прямыхъ угловъ, то (кн. 1, пред. 13) оне заключаютъ прямые углы. Изъ 
этого следуетъ, что GHKL квадратъ. Подобнымъ же образомъ, какъ съ пи­
рамидой ABCDE, поступимъ и съ остальными пятью парамидами октаедра, 
мы пол?учимъ еще пять квадратовъ, равныхъ квадрату GHKL, и которыя 
вместе съ нимъ составляютъ кубъ, вписанный въ октаедръ, такъ какъ 
его вершины касаются площадей октаедра.
Предлооюете о. Въ данный икосаедръ вписать додекаедръ (фиг. 550).
Доказат. Пусть ABGDEF будетъ одна изъ двенадцати нятисторон- 
нихъ пирамидъ икосаедра. Возьмемъ (кн. 4, пред. 5) центры G, IT, К , 
Ij} Ж, круговъ описанныхъ около треугольниковъ и соединимъ эти точки
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прямыми, то GHKLM будетъ пятисторонняя фигура съ равными сторо­







С  Q О
Въ самомъ деле, если мы проведемъ FG, FH, F K  и т. д. и про­
должимъ ихъ, то оне разделять пополамъ (кн. 3, пред. 4) углы при F, сл^дова- 
тельно (кн. 1, пред. 4) и основашя въ точкахъ N, О, Р, и т. д. Проведя 
прямыя N0, ОР, то оне (кн. 1, пред. 4) равны другъ другу. Но (кн. 1, 
пред. 4) FN=FO—F P  и (кн. 1, пред. 26 и кн. 3, пред. 4) F G = F H =  
= F R ,  следовательно (кн. 6, пред. 2) GH, НК  параллельны NO, OF; 
следовательно (кн. 6, пред. 4):
NO:GH=OP:HK
а потому, такъ какъ Ж )=О Р , то GH=HK. По той же причине HK—KL 
и т. д. Следовательно фигура GHKLM равносторонняя, но она и равноу­
гольная, потому что (кн. 11, пред. 10) /.HGK=Z.NOP1 £HKL=/.OPQ  
и т. д., и (кн. 1, пред. 13) Z.NOP=/.OPQ и т. д.
Эта фигура находится въ одной плоскости. Такъ какъ перпендику­
ляръ, опущенный изъ точки F  на плоскость фигуры ABODE, встречаетъ 
ея средину, и все прямыя проведенныя изъ этого центра къ Щ О, Р, 
Q, В составляютъ (кн. 11, пред. 4) прямые углы съ упомянутымъ перпенди- 
куляромъ. Проведемъ чрезъ точку G прямую параллельную прямой про­
веденной чрезъ точку N, а изъ 1точки, въ которой она встречаетъ перпен­
дикуляръ, проведемъ прямыя къ Щ К, L, М; то этотъ перпендикуляръ
разсекается параллельными прямыми въ отношеши:
FN: FG=FO: FH
и т. д. Следовательно (кн. 6, пред. 2) прямыя проведенныя чрезъ G, Н 
и т. д. параллельны прямымъ проведеннымъ чрезъ А, В  и т. д., и оне 
делаютъ съ перпенднкуляромъ прямые углы, а следовательно (кн. 11, 
пред. 5) лежатъ въ одной плоскости.j ' ' • ■
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Если также поступимъ съ остальными одинадцатыо пирамидами шо 
саедра, какъ мы поступили съ пирамидой AJBGDEF, то мы получимъ еще 
одинадцать пятистороннихъ фигуръ съ равными сторонами, которыя равны 
фигур4 GHKLM , и которыя вместе съ ней ограничивают додекаедръ, 
вписанный въ икосаедръ, потому что его вершины касаются граней ико­
саедра. .
Предлооюете 6. Найти число реберъ и вершинъ въ пяти телахъ.
1. Найти число реберъ?
Умножимъ число граней, ограничивающихъ тЬло, на число сторонъ 
этой грани и произведете разделимъ на два.
Такъ напр., икосаедръ ограниченъ двадцатью треугольниками, а каж­
дый' треугольникъ ограниченъ тремя сторонами, это даетъ шестьд гятъ 
реберъ; но каждыя две грани даютъ одно и то же ребро тела, c .L о-
вательно икосаедръ имеетъ только тридцать реберъ..
" ; * .
2. Найти число вершинъ?
Умножимъ число граней ограничивающихъ тело на число плоскихъ 
угловъ каждой грани и произведете разделимъ на число угловъ, составляю' 
щихъ одну вершину.
Такъ наир, икосаедръ ограниченъ двадцатью треугольниками, изъ 
коихъ каждый имеетъ три угла, это даетъ шестьдесятъ плоскихъ угловъ; 
но пять изъ нихъ образуютъ одну вершину тела, следовательно икосаедръ 
имеетъ двенадцать вершинъ.
Предлооюете 7. Задача. Найти наклонен!я плоскостей въ пяти т е ­
лахъ.
Ргьшете. Согласно нашему великому учителю Исидору эти наклоне- 
шя определяются следующимъ образомъ:
1. Въ кубе, плоскости его ограничивающая пересекаются подъ пря­
мыми углами, что само по себе ясно. .
2. Для тетраедра, опишемъ круги, изъ оконечностей одной изъ сторонъ 
одного изъ треугольниковъ, ограничивающихъ тетраедръ, рад1усомъ рав­
нымъ высоте треугольника, то прямыя линш, ‘проведенныя отъ точекъ пе­
ресечешя этихъ круговъ къ оконечностямъ упомянутой стороны, заклю- 
чаютъ искомый уголъ наклонешя.
V
3. Для октаедра, па стороне одного изъ ограничивающихъ треуголь- 
еиковъ построимъ квадратъ, проведемъ въ немъ д1агональ, изъ оконечно­
стей этой д!агонали опишемъ круги рад1усомъ равнымъ высоте треуголь­
ника, то прямыя соединяющая точки пересечешя обоихъ круговъ съ кон­
цами прямой будутъ заключать уголъ, который дополняетъ искомый уголъ 
наклонешя до двухъ прямыхъ угловъ.
4. Для икосаедра, опишемъ на одной изъ сторонъ, ограничивающихъ 
его треугольниковъ, пятистороннею фигуру съ равными сторонами, прове-
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змъ въ ней д!агональ, и изъ ея концевъ опишемъ круги, рад!усами рав- 
ыми высоте треугольника, то прямыя проведенная изъ точекъ пересйче- 
я этихъ круговъ къ концамъ прямой составятъ уголъ, дополняющШ ис- 
)мый уголъ наклонешя до двухъ прямыхъ.
5. Для додекаедра, проведемъ въ одной изъ пятистороипихъ фигуръ 
агональ, изъ ея концевъ опишемъ круги, рад1усомъ равнымъ перненди- 
гляру, опущенному изъ. средины д!агонали на параллельную ей сторону 
нгуры; то прямыя проведенный изъ точекъ пересечешя обоихъ круговъ 
ь оконечиостямъ проведенной прямой, составятъ уголъ, дополнягощш ис- 
шый уголъ наклонешя до двухъ нрямыхъ.
Вышеизложеннымъ образомъ этотъ, въ высшей степени замечательный, 
}ловекъ решилъ задачу, такъ какъ решеше каждой части задачи казалась 
iy очевидна. Но чтобы сделать яснее вышеприведенныя правила я ихъ 
1Л о ж у  каждое отдельно одно после другаго.
Доказат. 1. Пусть ABCD будетъ тетраедръ, коего основаше АБС, 
вершина D. Разделимъ пополамъ одно изъ реберъ AD  въ точке Е  и 




Такъ какъ A B —BD, AE—ED и BE  общая; то (кн. 1, пред 8) 
1 B E D = /mB E A = d1 а потому BE , ЕС перпендикулярны къ АВ. Такъ
акъ АС=2АЕ, то:
• ОАС=4&АЕ
Но (кн. 1, пред. 47):
. DAC=DAE-hUEC
ледовательио:
О А С :О Е С =4:3
о ЕС=ЕВ  а потому:
V  •
::в с < о в е - -̂о е с
1едователь;;о (кя. 2, пред. 13; ВЕС есть острый уголъ, а потому 
кн. 11, опред. 6) это есть уголъ яаклонешя плоскостей тетраедра.
Этотъ уголъ наклонешя ВЕС данъ, такъ какъ даны сторона ВС треу-
гольника и перпендикуляры Е В , ЕС. Если мы теперь опишемъ круги 
изъ кояцевъ стороны ВС, рад1усомъ равнымъ перпендикуляру BE, и пусть 
эти перпендикуляры пересекутся въ точке Е, то прямыя проведенныя изъ 
точки пересечешя Е  къ каждому изъ концевъ В , С будутъ заключать 
уголъ наклоиешя плоскостей. Что упомянутые круги пересекаются въ 
точке Е  очевидно. Такъ какъ каждая изъ BE, ЕС>  I ВС. Но круги опи- 
санныя рад1усомъ равнымъ \ ВС , изъ концевъ прямой, касались бы; опи­
санные лее рад1усомъ <  к ВС  не касались бы, и не пересекались. Но такъ 
какъ В Е >  % ВС \ то круги необходимо должны пересечься.
2. Пусть половина октаедра будетъ пирамида, коей площадь основа­




я  с .
лен о пополамъ въ F, проведемъ B F , FB, которыя равны и перпендику­
лярны къ АЕ. Проведемъ ВВ. Такъ какъ ABCD квадратъ, коего д1аго- 
наль BD, то:
UBB—2UBA- о
Но по предъидущему: t
UBА : □Z >2'=4: 3
следовательно:
9
O B D : UDF— 8 :3
но BF—FB , а потому:
aBD>OBF-+-CIFD
следовательно (кн. 2, пред- 12) BFB  тупой уголъ, а потому (кн. 11, 
опред. б) это есть дополнеше угла наклонешя плоскостей октаедра до 
двухъ прямыхъ угловъ.
Уголъ этотъ BFB  данъ, такъ какъ даны сторона треугольника АВ,
а потому и DAD, также его д1агональ ВВ  и перпендикуляры BF, FD. Пос- •
• » *
троимъ на стороне АВ  квадратъ, проведемъ д!агональ ВВ , и опишемъ 
изъ ея концевъ круги перпендикуляромъ BF, которые пересекутся въ F, 
то прямыя проведенныя изъ F  къ В  и В  будутъ заключать уголъ ВЕВЛ
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дополняющШ искомый уголъ наклонешя до двухъ прямыхъ угловъ. Здесь 
также очевидно, что упомянутые круги пересекутся въ точке F, такъ 
какъ B F >  5 BD. Но на основанш предъидущаго доказательства:
UBD : □  2 )^ = 8  :3
и (кн. 6, пред. 20):
DJ5JD==4 0  з ВТ)
следовательно B F >  I BD.
3. Пусть часть икоеаедра будетъ пирамида, коей основаше пятисто­
ронняя фигура ABODE съ равными сторонами, а вершина F  (фиг. 553).
Фиг. 553.
Разд-Ьлимъ одно изъ реберъ GF пополамъ, въ точк'Ь G, и проведемъ BG, 
GB; эти последе in прямыя равны и перпендикулярны къ OF. Проведемъ 
д1агональ BD, противолежащую тупому углу BCD, то B G >B C , а также 
GD>CD, следовательно L B G D >  /_BCD. А потому необходимо BGD 
тупой уголъ, следовательно (кн. 11.. опред. 6) этотъ уголъ дополняетъ до 
двухъ прямыхъ угловъ уголъ наклонешя плоскостей икоеаедра.
Этотъ уголъ BGD  данъ, такъ какъ дапы, сторона ВС пятисторон­
ней фигуры, а потому даны д1агональ BD и перпендикуляръ В G. Если мы 
теперь построимъ на стороне ВС пятистороннею фигуру, съ равными сто­
ронами, проведемъ д1агональ BD , и изъ ея оконечностей опишемъ круги 
радаусомъ равнымъ BG\ круги эти пересекутся въ точке G, такъ какъ и
j
здесь B G >  \ BD. Прямыя проведенныя изъ G къ В  и D будутъ заклю­
чать уголъ BGD, дополняющш искомый уголъ наклонешя до двухъ иря- 
мыхъ угловъ.
4. Пусть ABCD будетъ квадратъ куба, коимъ описаиъ (кн. 13, 
пред. 17) додекаедръ и пусть AEBFG , GDHCF две грани доде­
каедра (фиг. 554). Разделимъ пополамъ FG въ точке К, и въ точке А 
прямой FG  возставимъ перпендикуляры КМУ K L , лежанце въ обеихъ 
упомянутыхъ плоскостяхъ, проведемъ ML. Такъ какъ при поетроенш ико-
саедра (кн. 13, пред. 17) было доказано, что перпендикуляръ, опущенный 





пятисторонней фигуры, а потому онъ< \ ML\ изъ этого сл^дуссъ, что уголъ 
MKL  тупой. Мы также доказали, въ ириведенномъ предложенш, что KL  
квадратитъ надъ квадратами построенными на половине стороны куба и 
стороны пятисторонней фигуры. Следовательно K L >  \ ML, а потому 
(кн. 11, опред. 6) уголъ MKL  есть дополнение искомаго угла наклонешя 
до двухъ прямыхъ. •
Этотъ уголъ MKL  данъ. Такъ какъ сторона квадрата А В  соеди- 
няетъ концы двухъ сторонъ пятисторонней фигуры, а если пятисторонняя фи­
гура дана, то и ML также дана; также даны МК, KL, такъ какъ онЬ суть 
перпендикуляры, опущенные изъ средины д1агонали АВ, на сторону FG- ей 
параллельную. Если мы опишемъ круги изъ концевъ прямой ML, рад1у- 
сомъ МК, то эти круги перес'Ькутся въ точке К, такъ какъ J O f>  I ML. 
Прямыя проведенныя изъ толки пересечешя К  къ упомянутымъ концамъ 
будутъ заключать уголъ MKL, дополняюпцй искомый уголъ наклонешя 
до двухъ прямыхъ угловъ.
Пр илтч. 1. После построешя правильныхъ многоугольниковъ дрсвше геометры 
должны были занятая построетемъ правильныхъ многогранниковъ, изъ нихъ, насколько 
намъ известно, былъ первый Платонъ, который показалъ, что есть только пять нравиль- 
ныхъ многогранниковъ п что каждый изъ нихъ можетъ быть вписанъ въ шаръ. Доказа­
тельство это приведено въ тексте (кн. 13, пред. 18, зам'Ьч.) Евклида, но можно доказать 
это свойство въ более общей форм'Ь:
Теорема. Существует1!» только пять выпуклыхъ многогранниковъ, коихъ грани им4ютъ 
одно и тоже число сторонъ п и коихъ многогранные углы им'Ьютъ одно и тоже число ре­
беръ т.
Доказат. Въ самомъ д’Ьл’Ь, каждое ребро принадлежптъ двумъ гранямъ, следова­
тельно, соединяя дв-Ь вершины, найдемъ:
2 A —nF—mS (1)
гд’Ь А  есть число реберъ, F  число граней, a S  число вершинъ многогранника. Но мы въ
*
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прибавлеши YIII иокажемъ, что между A, F  и S  существует!» следующая зави­
симость:
A -h2~F -i~S  (2)
исключая А  и S  изъ уравненш (1) и (2) найдемъ:
р   4 т
. 2 (m-i-ri)—тп
Если п—3, то уравнен1е (3) сделается:
4т
F-- 6—m
Изъ этой последней формулы видно, что т моясетъ получить только три значешя 
П1=3, т = 4 и т = 5 ,  этимъ значешямъ соответствуют три значешя для F , именно:
F =  4, F =  8, # = 2 0  
Для п = 4, и п = 5, мы им4емъ:
2т _  4 т
F =   -----  и F.4—т 10—Ьт
Въ обоихъ этихъ случаяхъ числу ш можно дать только одно значение т—Ъ 
что даетъ: •
F —Q и # = 1 2
Если п—6, то:
тF= 3—т
откуда видно, что при п = 6 ,  число т не можетъ им^ть никакого значеп:;{, а, /'Ьмъ бол^е 
для
Изъ этого сл'Ьдуетъ, что существуетъ только иять многогрантг •• • л>, им'Лшщихъ 





1. После сдйланнаго замечанья къ 10 определенно, XI книги, относи­
тельно равенства и нрдоб1я многогранниковъ, я" здесь- изложу подробно об- 
нця ихъ свойства, услов1я ихъ равенства и подоб1я. .
2. Многогранникъ называется выпуклымъ если онъ весь находится 
по одну сторону каждой его грани, продолженной неопределенно. Въ про- 
тивномъ случае онъ называется вогнутымъ.
*
3. Самый простой многогранникъ есть тетраедръ-—четырехсторонникъ. 
Онъ ограниченъ четырмя плоскостями, каждая его сторона есть треуголь­
никъ. Следовательно тетраедръ имеетъ четыре грани, четыре трегранные 
угла и шесть реберъ.
Усдов1я равенства тетравдровь.
4. Два тетраедра равны когда имеютъ по одному равному двугран­
ному углу, заключенному мелсду равными, каждая каждой и подобно рас­
положенными гранями.
Доказат. Это предложеше доказывается наложешемъ одного тет­
раедра на другой. '
5. Два тетраедра равны когда имеютъ по одной равной грани при­
лежащей тремъ равнымъ, каждый каждому, двуграннымъ угламъ.
Доказат. Также доказывается налояьешемъ.
6. Два тетрае^ равны когда имеютъ по три равныя, каждая каж­
дой грани и и о д ^ .■ расположенный.
Доказо с. Доказывается наложешемъ, заметивъ, что трегранные углы 
равны вс "цстле равенства граней.
7. К.и^лзецъ, два тетраедра равны -когда имеютъ по шести равныхъ 
реберъ каждое каждому.
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Доказат. Всл&дств1е равенства реберъ и грани равны, а за тгЬмъ и 
вей трегранные углы равны.
Каждая изъ этихъ четырехъ теоремъ заключаетъ шесть уело Bit не- 
обходимыхъ и достаточныхъ для равенства тетраедровъ.
* *
Первая. Две равныя грани, т. е. две пары равныхъ треугольниковъ 
заключаюсь шесть условШ, но эти треугольники заключаготъ равный дву­
гранный уголъ, следовательно имеютъ одну общую сторону, следовательно 
всего пять условШ, да еще двугранные углы равны— это шестое услов1е.
Вторая. Одна грань одного равна одной грани другаго, т. е. пара 
равныхъ треугольниковъ—это даетъ три услов!я, и эти треугольники каж­
дый прилежитъ къ тремъ равнымъ, каждый каждому, двуграпнымъ угламъ— 
еще три услов1я, следовательно всего шесть.
Третяя. Три грани одного тетраедра равны тремъ гранямъ другаго, 
т. е. имеютъ три пары равныхъ треугольниковъ, следовательно девять ус- 
ловШ, но изъ нихъ три повторяются, следовательно всего опять шесть.
Четвертая. Шесть условШ, именно, столько сколько есть реберъ. 
Мы увидимъ дальше, что для равенства много гран никовъ всегда не­
обходимо и достаточно условШ числомъ столько, сколько реберъ въ много­
граннике.
0
8. Пред лож. Два многогранника равны, когда они состоять изъ оди- 
наковаго числа равныхъ, каждый каждому и подобно расположенныхъ тет­
раедровъ.
Доказат. Заметимъ сначала, что всяшй выпуклый многогранникъ мо­
жетъ быть разложенъ на тетраедры иаг&юнце общую вершину.
Въ самомъ деле, возьмемъ внутри многогранника точку О и соеди­
нимъ эту точку прямыми со всеми вершинами многогранника. Такъ какъ 
многогранникъ выпуклый, то каждая изъ этихъ прямыхъ будемъ иметь съ 
многогранникомъ только одну общую точку— это вершину, въ которую про­
ведена прямая. Следовательно прямыя исходящая изъ точки О и оканчи­
вающаяся въ вершинахъ какой нибудь грани образуютъ пирамиду, имею­
щую эту грань осяовашемъ и вершину въ точке О. Пусть многогранникъ
разложенъ на пирамиды, коихъ вершины лежатъ въ точке О, а основашя✓
суть грани многогранники, но каждая изъ пирамидъ разлагается на тет­
раедры, следовательно и т. д.
Заметимъ теперь, что веяюй вогнутый многогранникъ можно разбить 
плоскостями, известнымъ образомъ выбранными, на выпуклые многогранники? 
следовательно каждый многогранникъ можетъ быть разложенъ на тет­
раедры.
Пусть теперь, два многогранника Р  и Р 1 будутъ с о с т а в л е н ы  изъ оди- 
наковаго числа равныхъ, каждый каждому, и одинаково расположенныхъ
тетраедровъ. Я говорю, что эти два многогранника равны.
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Нанесемъ многогранникъ Р' на Р такъ чтобы первый тетраедръ А' 
совместился съ равнымъ ему тетраедромъ А. Пусть В' будетъ тетраедръ, 
имйюпцй общую грань съ тетраедромъ А1 и пусть В будетъ соответст­
венный В'. Эти два тетраедра равны, имеютъ общую грань и лежатъ по 
одну и туже сторону этой грани, следовательно должны совместиться. 
Точно также должны совместиться и. следуюпце тетраедры.
Подоб1е многогранниковъ.
9. Пусть будетъ тетраедръ SABC, коего ребра суть а, Ъ, с, d, е, f .
Начиная съ вершины S на ребрахъ SA, SB, SG отложимъ SA'=md,
SB'=me, SG'—mf, чрезъ, точки А 1, В', С' проведемъ плоскость А'В'С 
Такимъ образомъ получимъ тетраедръ S'A!B'G\ коего ребра будутъ та, 
mb, me, md, те, mf.
10. Говорятъ, что два тетраедра подобии, когда ребра перваго изъ 
нихъ пропорщональны ребрамъ втораго и подобно расположенны.
11. Два многогранника подобны когда они составлены изъ одного 
и того же числа тетраедровъ подобныхъ, каждый каждому, и подобно 
расноложенныхъ. ;
12. Изъ этихъ двухъ определешй следуетъ, что:
1) Два тетраедра имеютъ грани подобныя, каждая каждой, и подобно 
расположенныя, двугранные и трегранные углы равны.
2) Два тетраедра подобные порознь третьему подобны и между собою.
3) Два многогранника подобные порознь третьему подобны и между 
собою.
13. Предлож. Два тетраедра подобны, когда имеютъ но одной г >- 
добной грани и равные двугранные углы, прилежапце этой грани, каждый 
каждому, и подобно расположенные. . .
Доказат. Доказать это такъ легко, что можно оставить читателю.
1*4. Предлож. Два тетраедра подобны, когда имеютъ пять равныхъ 
двугранныхъ угловъ, каждый каждому, и подобно расноложенныхъ. -
Доказат. Тоже замечаше, что и выше.
15. Лредлоою. Два подобные многогранника имеютъ сходственный 
грани подобныя, двугранные и многогранные углы равные каждый каждому.
Доказат. Разсмотримъ сначала выпуклый многогранникъ Р. Разобьемъ 
этотъ многогранникъ на тетраедры, имеюпце общую вершину въ точке О, 
взятой внутри многогранника Р. -
Возьмемъ, какую нибудь точку О' и построимъ систему тетраедровъ, 
имеющихъ общую вершину въ точке О', подобныхъ и подобно расположен- 
ныхъ тетраедрамъ составляющимъ многогранникъ Р  Такимъ образомъ мы 
построимъ многогранникъ Р' подобный Р  Сходственными вершинами въ
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этихъ многогранникахъ мы назовемъ те, которыя будутъ сходственными въ 
соотв'Ьтственныхъ тетраедрахъ. Сходственными ребрами точно также мы 
назовемъ сходственный въ соотв'Ьтственныхъ тетраедрахъ.
Во первыхъ очевидно, что поверхности многогранниковъ Р  и Р  сос­
тавлены изъ одного числа треугольниковъ подобныхъ, каждый каждому, и 
расположенныхъ одинаково.
Во вторыхъ, если два или более треугольника многогранника Р  ле­
жатъ въ одной плоскости и составляют одну грань его, то сходственные 
имъ треугольники въ Р ' будутъ также лежать въ одной плоскости и сос­
тавить одну грань Р \  следовательно многогранники Р  и Р '  будутъ 
составлены изъ одного числа граней подобныхъ каждая каждой.
Въ самомъ д М ,  двугранный уголъ, коего ребро есть АС, а грани 
ВАС  и ОАО равенъ двугранному углу В ’А'С'О', въ силу подоб1я тетраед­
ровъ В  АС 0  и ВА!С'0\ Точно также двугранный уголъ OACD равенъ 
своему соответственному O'A'C'D'. Следовательно, если два треугольника 
ВАС  и CAJD находятся въ одной плоскости, то двугранные углы В'АС'О' 
и О'А'С'В', будучи смежными, ихъ грани будутъ также находится въ одой 
плоскости (фиг. 555).
Точно также можно показать, что если два треугольника ВАС и 
ВАС  не находятся въ одной плоскости, то двугранный уголъ BAGB бу­
детъ равенъ двугранному углу В  А! С'В'. Следовательно въ многогранни­
кахъ Р  и Р ' соответственные двугранные углы равны.
Если теперь мы возьмемъ въ Р  и Р' два, соответственные много­
гранные угла, то изъ предъидущаго видно, что ихъ грани и двугранные 
углы равны, а следовательно взятые многогранные углы равны.
Итакъ предложете вполне доказано для выпуклыхъ многогранниковъ. 
Остается показать что оно справедливо и для многогранниковъ съ вогну­
тыми углами.
Многогранникъ не выпуклый всегда можно разложить на известное 
число выпуклыхъ многогранниковъ. Пусть будутъ два такихъ многогран­





ные въ другомъ многограннике будутъ Р  и Q'. Многогранникъ, составлен­
ный изъ Р  и Q будетъ подобенъ многограннику составленному изъ Р ' и 
Q' если эти послйдте имеютъ общую грань А \  соответственную грани А, 
и если отношешя подоб1я между Р,Р' и Q,Q' будутъ равны.
Откуда видимъ, что предложеше справедливо и для многогранниковъ 
съ вогнутыми углами.
Выпуклые многогранники.
16. Предлооюете. Если многогранная поверхность, ограничена ло­
манною лишею, коей стороны лежатъ, или не лежатъ, въ одной плоскости, то 
число граней увеличенное числомъ вершинъ равно числу реберъ увеличен­
ному на единицу.
Доказат. Пусть F  будетъ число граней, S  число вершинъ, А  число 
реберъ, я говорю, что мы им^емь:
F —н/S;—~А~\-~ 1 (1)
Эта формула справедлива, если Р==1, т. е. если многогранная фи­
гура обращается просто въ плоскгй многоугольникъ, тогда F =  1, S = A , 
такъ какъ число сторонъ всегда равно числу угловъ въ многоугольнике.
Если мы предположимъ, что теорема справедлива для фигуры съ F  
гранями будетъ справедлива и для фигуры съ F-+-1 гранями, то очевидно 
она будетъ справедлива для всехъ многогранныхъ фигуръ.
Пусть ABC.... будетъ ломанная лишя ограничивающая многогранную 
фигуру. Построимъ на ребре АВ  новую грань, имеющую п реберъ и п 
угловъ. Если эта грань имеетъ т общихъ реберъ съ ломанною лишею 
ABCD..., то она будетъ иметь т-л- 1 общихъ вершинъ съ этой лишей, 
полагая что новый многоугольникъ не замыкаетъ многогранную фигуру, а 
оставляетъ одно отверсие. Поэтому числа Fy S, А  сделаются въ новой 
поверхности:
F'—F-hl, S '=S-hn—(m-И ), A f=A -hn—т 
но по положенш мы имеемъ:
F -hS=A 4-l
Щ •
подставляя въ эту формулу вместо F, А ихъ величины, полученння 
изъ предъидущихъ формулъ, найдемъ:
F ’-hS'—A '+ l
17. Предлооюете. Во всякомъ выпукломъ многограннике число граней
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F  увеличенное числомъ вершинъ 8  равно числу реберъ А, увеличенному 
двумя, т. е.:
F-hS=A-h2  (1)
Доказат. Если уничтожимъ одну грань въ многограннике, то полу­
чимъ многогранную незамкнутую фигуру, въ которой число граней будетъ 
F—1, число вершинъ будетъ S  и число реберъ будетъ А, следовательно 






18. Предлооюете. Во всякомъ выпукломъ многограннике: 1-е, число 
граней съ нечетнымъ числомъ реберъ всегда есть число четное, 2-е число 
вершинъ, въ которыхъ сходится нечетное число реберъ, есть всегда четное.
. Доказат. Пусть f3, f , , f . , . . . будутъ грани треугольный, четыре-
угольныя и т. д., s3i s4 , 5-, . . углы трегранные, четырегранные и т. д., 
такъ, что если F  есть число граней въ многограннике, S  число вершинъ, 
А  число реберъ, то:
F = f з- b / i4r-fsH-jf6- к . .. 
(2)
« •
' Каждое ребро принадлежать двумъ гранямъ, а концами лежитъ въ 
двухъ вершинахъ, следовательно, если иосчитаемъ, или число реберъ всехъ 
граней, или число реберъ всехъ многогранныхъ угловъ, всегда получимъ 
Хвойное число реберъ, т. е. 2А:
2 A = 3 f3-+-if/t4 - b f ^ 6 f 64 -lf ,
(3)
2-4= :353—f-4^4- 556~Н 6s6-4~ 7 s7 • •
Изъ этихъ уравнешй легко видеть, что:
f3~+~f&~*~f• •
53T+~SfiHr574— .  .
(4)
должны быть четныя числа.
19. Предлооюете. Во всякомъ выиукломъ многогранник^ числа JP, S, 
А удовлетворяют слйдующимъ услов1ямъ:
S<2[F—2) , A<3(F— 2)
( 5 )
$ >  I (F-+- 2) , A > % F  
Величины .F, S, 2J. наиисанныя выше даютъ:
2 4̂— ' d F = : f 5—f—3/*e—f— . .
2̂ 4.— 3iSf= :s4—b255“f’356“-l— .  .
Изъ этихъ уравнешй им&емъ:
А>§ F, A > I S  
Посл^дн^е неравенство, въ силу теоремы Эйлера, будетъ:
А >  I (А-\-2 —F )
откуда: .
A<S(F— 2)
Подставляя вместо А его величину F-+-S-—2, найдемъ два друия 
услов1я.
20. Предложеше. Во всякомъ выиукломъ многогранник^ число тре- 
угольныхъ граней, увеличенное числомъ трегранныхъ угловъ, даетъ сумму? 
которая не можетъ быть меньше 8.
Доказат. Всл,Ьдств1е выражешй F, S  и А, (2), (3) уравнеше Эйлера:
\ .
сделается:
2(/,3~ьЛ“+"/,5-Ь • .)"*“2(^з*Н-84-1-55Ч- . .)==4-H3f3H-4/!j4-'. .
• .)-Ь2(53Ч-5 -̂Н55-Н . ■ )=4~Ь З^-М ^Ч - . .
ИЛИ
2(5,“Ь54Ч-55Ч- . .)— (f3-^2f^-hSfs-h4:f6~h . .)= 4  (6)
■ 1 - »
%(fa~*~fA~*~fs~*~ • •)—(̂ з"+_254-Ь355Ч- . .)='4: (?)
‘ 4 Г




. ( fa^s)—2(/g-f-S6)— 3(f6-hs6)— . .—8 . (9)
откуда:
. / з-1-5з> 8  (10)
Сшдспте 1. Всягай выпуклый многогранникъ имеетъ треугольныя 
грани или трегранные углы.
Слгьдствге 2. Уравнеше (9) показываетъ, что во всякомъ выпукломъ 
многогранник^ сумма треугольныхъ граней и трегранныхъ угловъ равна 
8 сложенному съ суммою пятиугольныхъ граней и пятигранныхъ угловъ, 
съ двойною суммою шестиугольныхъ граней и шестигранныхъ угловъ и т. д.
21. Предложете. 1-е. Всяшй выпуклый многогранникъ имеетъ или 
треугольныя грани, или четыреугольныя, или пятиугольныя. 2-е. Всяшй 
выпуклый многогранникъ имеемъ или трегранные, или четырегранные, или 
пятигранные углы.
Доказат. Если изъ уравнешй (6) и (7) последовательно исключимъ 
83 и / з ,  то найдемъ:
3f3-+-2fA-\-fs— f 6—2 f 7— ..  — 2s4— 4 s5— .. = 1 2  (11)
3$3-+-2s44-$5 s6 2$7 . . —2 f —i f  — . .  = 1 2  (12)
эти уравнешя требуютъ чтобы 3f3-\-2f/t~b-fs и 353-4-2$4-Ь$5 бгтди числа 
равныя 12 или больше, следовательно и т. д.
Изъ уравнешя (11) вытекаютъ следств1я:
Сл1ьдствге 1. Если выпуклый многогранникъ составленъ только изъ 
треугольниковъ или изъ треугольниковъ и шестиуг ^иковъ, то число 
треугольниковъ или равно или больше 4.
C.wbdcmeie 2. Если выпуклый многогранникъ составленъ только изъ 
четыреугольниковъ или четыреугольниковъ и шестиугольниковъ, то число 
четыреугольниковъ равно или больше 6.
C.mdcmeie 8. Если выпуклый многогранникъ составленъ только изъ 
пятиугольниковъ или изъ нятиугольниковъ и шестиугольниковъ, то число 
пятиугольниковъ или равно, или больше 12. '
Уравнеше (12) приводить къ такимъ же следств1ямъ относительно 
угловъ.
Смьдетвы 4. Если f3= 0 , fA= 0, / ,6= 0 , .  $1=Ю, 5S= 0 , . .  , то урав­
неше (11) сделается f 5= 12, т. е.:
Если выпуклый многогранникъ имеетъ только трегранные углы, а 
гранями пятиугольники и шестиугольники, то число пятиугольниковъ бу­
детъ равно 12. I
Уравнеше (12) приводить къ подобному следствш относительно много- 
гранныхъ угловъ.
22. Предложеше. Сумма плоскихъ угловъ во всЬхъ граняхъ выпуклаго 
многогранника равна Ы взятымъ столько разъ сколько вершинъ безъ двухъ. 
Доказат. Означимъ чрезъ 2  эту сумму, то мы будемъ иметь:
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2^/з(3 2)-b2<2//t(4 2)-h-2dfs(b— 2)н- . .
или
Ld .
откуда [прибав. У1П, пред. 18, (2) и (3)]:
Ad А —AdF=4:d(A—F ) 
но А —F—S—2, следовательно:
=4<Z(tf— 2). (13)
23. Предложеше. Во всякомъ выпукломъ многогранниве сумма много- 
гранныхъ угловъ равна избытку суммы двугранныхъ угловъ надъ столько 
разъ взятыми двумя прямыми двугранными углами, сколько многогранникъ 
имеетъ граней безъ двухъ.
Доказали. Известно, что каждый трегранный уголъ многогранника ра­
венъ избытку полу-суммы своихъ двугранныхъ угламъ надъ однимъ пря­
мымъ двуграннымъ угломъ. Точно также каждый четырегранный уголъ ра­
венъ избытку полу-суммы своихъ двугранныхъ угловъ надъ двумя прямыми 
двугранными углами и т. д. Но каждый двугранный уголъ многогранника 
всегда принадлежитъ двумъ многограннымъ угламъ, следовательно, если 
чрезъ В  означимъ прямой двугранный уголъ, то сумма всйхъ угловъ много­
гранника будетъ равна избытку суммы двугранныхъ угловъ иадъ коли- 
чествомъ:
. £3Z>(3— 2 )-h ^ D (4 -2 )-h ^ 6D (5 -2 ) -b  . . = 2 B (A ~ S )  .
* •
Но А—S = F — 2, следовательно предъидущее выражеше будетъ:
2B{F—2) (14)
24. Предложена. Если выпуклая не замкнутая поверхность много­
гранника имеетъ одно отверейе, ограниченное т ребрами, не лежащими
ВЪ одной плоскости, то эту поверхность можно замкнуть многогранною по­
т
верхность . лмеющую найболыпе т—2 граней, и такимъ образомъ полу- 
чимь многогранникъ выпуклый замкнутый со всехъ сторонъ.
Доказат. Пусть ABGBEF  будетъ ломанная ограничивающая выпук-
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дую поверхность. Всегда можно провести такую плоскость, которая прохо­
дить по крайней мйрй чрезъ три вершины контура ABGDEF и притомъ 
такъ что вей остальныя вершины лежатъ по одну сторону этой плоскости.
л
Пусть, напримеръ, будетъ полученная такимъ образомъ грань ЛЕС. 
Чрезъ вершины А и С проведемъ плоскость, которая бы оставляла съ од­
ной стороны вей вершины поверхности и положимъ, что эта плоскость об­
ращается около АС до тйхъ поръ пока не встрйтитъ новую вершину, на- 
примйръ, Д  то АСВ будетъ новая грань.
Продолжая, такимъ образомъ, мы построимъ рядъ граней, которыя 
закроютъ отверст1е ABGDEF. Число этихъ граней будетъ наибольшее, 
когда оий будутъ треугольныя и будутъ имйть общую вершину А. Но въ 
этомъ случай это число будетъ т—2.
Построенный многогранникъ будетъ, очевидно, выпуклый. Въ самомъ 
дйлй, если, напримеръ, плоскость EDO пересекаетъ данную поверхность, 
то сторона ОВ, продолженная должна встретить также поверхность, кото­
рая, въ такомъ случай, не будетъ выпуклая, что противоречить положенно.
25. Предлооюете. Если въ выпукломъ многогранномъ углй, коего вей 
грани, исключая одной, постоянны, мы будемъ измйнять одинъ изъ дву- 
гранныхъ угловъ, противолежащихъ этой грани, то грань будетъ умень­
шаться съ уменыпешемъ угла и увеличиваться съ увеличешемъ угла.
1
Доказат. Положимъ, напримйръ, что въ выпукломъ многогранномъ
. t
углй $, мы; будемъ измйнять двугранный уголъ SD, противоположный 
грани ASBy положимъ еще друие двугранные углы SO, SE, SF неизмй- 




Если проведемъ плоскости ASD и BSD, то многогранный уголъ S 
раздйлится на два многогранные угла SAFD, SBCD и одинъ трегранный 
SAJBD. Но изъ положешя мы видимъ, что первые два угла постоянны, 
слйдовательно измйнеше двуграннаго угла SD, въ данномъ многогранномъ
углй, равно измйнешю двуграннаго угла SD въ трегранномъ углй SABD.
• • .• ' • • _
Но въ трегранномъ углй SAJBD, если двй грани ASD и BSD постоянны,
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то третяя ASB  будетъ увеличиваться или уменьшаться, смотря потому 
будетъ-ли увеличиваться или уменьшаться противоположный ей двугранный 
уголъ. Следовательно и т. д. .
Если будемъ изменять не одинъ двугранный уголъ Я Д  а несколько 
противоположныхъ грани ASB , то полагая что все остальныя грани не 
изменяются мы будемъ иметь следующее предложеше: .
Если въ выпукломъ многогранномъ угле, коего все грани, за исклю- 
чешемъ одной, постоянны, мы будемъ изменять въ одномъ и томъ же 
направлены, некоторые двугранные углы противоположныя изменяющейся 
грани и при томъ такъ, что многогранный уголъ остается выпуклымъ, то 
изменяющаяся грань будетъ увеличиваться или уменьшаться, смотря потому 
будутъ-ли двугранные углы увеличиваться или уменьшаться.
26. Предложеше. Если будемъ изменять, какимъ бы то нибыло обра­
зомъ, двугранные углы въ многогранномъ выпукломъ угле, коего грани не- 
изменяются и если на техъ ребрахъ двугранныхъ угловъ, которые уве­
личиваются поставимъ знакъ -+*, а на техъ, которыхъ двугранные углы 
уменьшаются поставимъ знакъ—, и сосчитаемъ вокругъ многограннаго угла 
перемены знаковъ, то найдемъ не менее четырехъ переменъ.
Доказат. Необходимо, чтобы многогранный уголъ имелъ более трехъ 
граней, такъ какъ неизменяемость граней, въ трегранномъ угле, влечетъ 
за собою неизменяемость двугранныхъ угловъ. Кроме этого, предпола­
гается, что многогранный уголъ, будучи до изменешя двугранныхъ угловъ 
выпуклымъ, остается выпуклымъ и после изменешя этихъ угловъ.
Во первыхъ нельзя положить, что все двугранные углы увеличивают­
ся или уменьшаются, такъ какъ въ силу предъидущаго предложешя по 
крайней мере одна изъ граней изменилась бы.
Во вторыхъ, невозможно, чтобы на ребрахъ многограннаго угла за 
однимъ рядомъ знаковъ следовалъ бы одинъ рядъ знаковъ — . Въ са- 
момъ деле, положимъ что въ многогранномъ угле на ребрахъ SB, SA, SF  
стоятъ знаки ч-, а на остальныхъ стоятъ все знаки—. Если проведемъ 
д1агональную плоскость въ многогранномъ угле такъ, чтобы съ одной ея 
стороны на ребрахъ были знаки -+-, а съ другой были знаки—, то изъ 
предъидущаго предложешя будетъ следовать, что плостй уголь BSE  въ 
одно и толсе время и увеличивается и уменьшается, что нелепо.
Въ третьихъ, изъ того что сказано выше  ̂следуетъ, что на ребрахъ 
многограннаго угла будетъ всегда более двухъ переменъ знаковъ.
Итакъ какъ начиная отъ одного ребра и пройдя по всемъ, необходимо 
возвратиться къ первому, то следуетъ, что число переменъ знаковъ будетъ 
всегда четное, следовательно по крайней мере ихъ есть четыре.
77
Равенство н подоб!е выпуклыхъ многогранниковъ.
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27. Предложете. Два выпуклые многогранника Р  и Р, равны, когда 
имеютъ все грани равныя, каждая каждой, и одинаково располо­
женный.
Доказат. Чтобы доказать это предложете надобно показать, что каж­
дый многогранный уголъ одного многогранника имеетъ равный ему много­
гранный уголъ въ другомъ многогранник^. Еслибы этого небыло, то это 
происходило бы отъ того, что многогранные углы въ Р  или вей, или 
отчасти неравны многограннымъ угламъ въ Р 4. Этотъ послйдшй случай 
сводится къ первому.
Въ самомъ д^лй, пусть SABCDE будетъ многогранный уголъ въ Р, 
который имеетъ равный себе многогранный уголъ въ Р*. Если мы удалимъ 
этотъ уголъ S и происшедшее отъ того отверстае ABODE закроемъ (приб.ТПГ, 
пред. 24) многогранною выпуклою поверхностью, то многогранникъ Р  заме­
нится другимъ Q, имеющимъ меньше граней, меньше вершинъ и меньше 
реберъ чемъ въ Р. Точно такимъ же образомъ мы можемъ въ Р 4 удалить 
многогранны® уголъ St , равный углу S и образовать многогранникъ Qi , 
коего все грани равны грянямъ Q. Продолжая подобнымъ образомъ мы по­
лучимъ наконецъ многогранники Т  и Т , , коихъ все гран# равны каждая 
каждой, но многогранные углы неравны. Следовательно мы можемъ, раз- 
сматривать только тотъ случай, въ которомъ все грани многогранниковъ 
Р  и Р { равны каждая каждой, а многогранные углы неравны.
Покажемъ теперь, что это невозможно.
Допустимъ, что при равенстве всехъ граней многогранниковъ Р и Р 4 
все многогранные углы многогранника Р  неравны многограннымъ угламъ
многогранника Рг  Будемъ разематривать этотъ последшй многогранникъ
• .  <
какъ преобразоваше многогранника Р  и въ этой гипотезе поставимъ знакъ
и
ч-на техъ ребрахъ, коихъ двугранные углы увеличились, а знакъ — поста­
вимъ на техъ, коихъ двугранные углы уменьшились. Такъ какъ по предло- 
жешю 26 число переменъ знаковъ или равно или больше четырехъ, то оз­
начая число переменъ знаковъ на всехъ многогранныхъ углахъ многогран­
ника Р , , чрезъ N, мы будемъ иметь:
N>4:8
если S есть число вершинъ въ многограннике Р (.
Два последовательныя ребра многограннаго угла въ многограннике 
принадлежать всегда одной грани и принадлежать только этой, следователь­
но число N  должно быть равно всему числу переменъ знаковъ встречае- 
мыхъ, обходя последовательно калсдый периметръ граней многогранника Р<.
Но для треугольныхъ граней такихъ переменъ знаковъ можетъ быть 
не более 2.
Для четыреугольной грани перемйаъ знаковъ не можетъ быть более 4. 
И вообще, если число сторонъ грани будетъ четное 2и, то число пе­
ременъ знаковъ на периметре этой грани не можетъ быть более 2п, если 
же число сторонъ грани будетъ нечетное: 2»-Ы , то число переменъ зна­
ковъ не иревзойдетъ 2п.
Если чрезъ /*3, f /t, f  ъ, . . означимъ число треугольныхъ, четыре- 
угольныхъ и т. д. граней, то мы найдемъ:
N  <  2/^—f— f—4/*6—I—б/’в—J—6/V—f— . . (1)
но мы имеемъ [прибав. У*Ш, пред. 18, (31)]:
У
' . 2A—df3-h ifA-hbf,-h  . .
3-hf\ ~ h f i . .
откуда:




4Я=8-Ь2/*3“{-4/,4н-6/,в-+~ . . .
откуда всл,Ьдств1е неравенства (11) найдемъ:
N < 4tf—8
но мы нашли выше, что:
ДГ>4 8  .
следовательно число N  меньше числа 4S—8 и больше 4S — что несооб­
разно. Следовательно невозможно чтобы многогранники Р  и Р* ? 
имея все грани равныя каждая каждой, имели не равные многогранные 
углы.
Итакъ многогранники Р  и P d, имеюпце равныя грани каждая каж­
дой, имеютъ и многогранные углы равные каждый каждому, и следова­
тельно будутъ равны.
>  *
Изъ этого еще следуетъ, что если два выпуклые многогранника
имеютъ одинаковое число граней подобныхъ и подобно расположенныхъ, то
они подобны.




Доказат. Такъ какъ выпуклый многоугольникъ д1агоналями, прове­
денными чрезъ одну изъ его вершинъ, делится на п— 2 треугольниковъ, 
если п есть число его сторонъ; а для опредйлешя треугольника необхо­
димо три услов1я, то число всЬхъ условШ будетъ 2п—3. Въ самомъ деле, 
для перваго треугольника необходимо 3 услов1я, а для п— 3 остальныхъ, 
очевидно, необходимо только по 2, следовательно мы будемъ иметь 
Зч-2(п— 3 )= 2 п— 3. Очевидно, что для подоб1я выпуклыхъ многоугольни- 
ковъ необходимо 2п— 4 условш.
Замйтивъ это, возьмемъ одну изъ граней многогранника за основаше. 
Пусть эта грань будетъ иметь п сторонъ, то для ея опредйлешя необхо­
димо 2п— 3 условШ. Такъ какъ всехъ вершинъ въ многограннике есть S, 
то число вершинъ вне взятаго основашя будетъ S—п. Для о предал ешя 
точки въ пространстве необходимы три услов1я, следовательно мы будемъ 
им&гь 2w-—З-ЬЗ(S—n)=3S—п— 3 условШ. .
Такъ какъ плоскость определяется тремя точками, а точка тремя 
услов1ями, то для всехъ вершинъ многогранника, лежащихъ въ одной 
плоскости необходимо только два услов1я, следовательно число 3(5—п) не­
обходимо уменьшить числомъ: .
( — 3)4—(%<,— З)- F~(w3— 3)-Ь . .
где ni , п3 , п3, . . суть числа означающая число сторонъ каждой грани 
изъ числа F —1 граней лежащихъ вне взятаго основашя. Следовательно 
число условШ будетъ:
3(F-i-S—2)— Ч- . .)
но:
-̂Ь?г1-Мг2-Ь . . = 2 A, S-+-F—2 = А
следовательно число условШ будетъ А, т. е. равно числу реберъ.
Заметимъ при этомъ, что эти услов1я не могутъ быть выбранныя слу­
чайно между ребрами и углами, составляющими. элементы многогранника, 
такъ какъ число уравнешй хотя и будетъ равно числу неизв-Ьстныхъ, но 
эти уравнешя могутъ быть такого свойства, что задача сделается неопре­
деленною. Для примера возьмемъ не треугольную призму и положимъ, что 
даны ея ребра, очевидно, что основаше призмы, имея одне и теже ребра 
можетъ иметь самыя разнообразныя формы и кроме того параллельныя 
ребра призмы могутъ быть произвольно наклонены къ основашю.
Такъ какъ для равенства двухъ многогранниковъ необходимо А ус- 
ловШ, то очевидно для ихъ подоб1я необходимо А— 1 условШ. 4
IX. Изм&рете объемовъ и поверхностей тЬлъ.
1. Объемомъ т^ла называютъ отношеше двухъ тйлъ, изъ коихъ одно
принято за единицу. .
Обыкновенно за единицу т4ла принимается кубъ, коего сторона есть 
единица длины.
два параллелепипеда, юсЬголце равныя высоты относятся между собою 
какъ площади ихъ основашй, а для изм&решя объема параллелепипеда на­
добно доказать, что:
Предложеше 1. Два параллелепипеда, имйюпце равныя основашя отно­
сятся между собою какъ ихъ высоты (фиг. 557).
Доказат. Возьмемъ два параллелепипеда ABCD и EFGH , коихъ 
основашя АС и EG равны и коихъ высоты суть ВК  и FL.
Продолжимъ высоту ВЖ  такъ чтобы ея продолжеше ЪМ  было равно 
высоте LF. Чрезъ точку Ш проведемъ плоскость перпендикулярную къ 
MB. Продолжимъ ребра параллелепипеда АВСВ до встречи съ проведен­
ною плоскостью, что образуетъ два параллелепипеда ANGO и BNDO.
Такъ какъ плоскость BD параллелельна сторонамъ АС и N0, то 
параллелепипедъ ABCD относится къ параллелепипеду BNDO какъ па-





раллелограмъ АР  къ параллелограму PN  (кн. 11, пред. 25), или какъ 
A B . B N  (кн. 6, пред. 1), или наконецъ какъ В К : В М  (кн. 6, пред. 17):
ABCD : В Ш О = В К : ВМ.
Но параллелепипеды BNDO и EFGH  им&юпце равныя основашя и 
равныя высоты равны (кн. 11, пред. 31), следовательно:
АВСВ : E F G H = B K : FL
Предложете 2. Два параллелепипеда, имйюпце разныя основашя и 
равныя высоты относятся между собою какъ произведешя осиовашй
на высоты.
Доказат. Пусть основашя параллелепипедовъ Р  и Pi будутъ А  и 
J .4, а высоты Ь и й4. Возьмемъ третш параллелепипедъ Q коего основаше 
есть A i} а высота h.
Такъ какъ параллелепипеды Р  и Q имеютъ равныя высоты, и разныя 
основашя, а параллелепипеды Q и Р4 имеютъ равныя основашя, и раз­
ныя высоты, то мы имеемъ:
Q А, ’ Р 4 7г4
перемножая эти равенства найдемъ:
Р  _  АЛ 
■ Р, ~  A lhl
Если параллелепипедъ Р 4 примемъ за единицу, то А1 будетъ единица 
площади, a ht единица длины, следовательно мы будемъ иметь:
Р = А Л
*«
т. е. объемъ параллелепипеда Р  будетъ равенъ произведешю основашя 
его А  на высоту h.
Если параллелепипедъ будетъ прямоугольный, то основаше будетъ 
прямоугольникъ и если его стороны будутъ й и 5, то А=аЬ , откуда:
Р=а.Ъ.Ь
т. е. объемъ прямоугольнаго параллелепипеда Р, коего стороны суть а, Ъ, 
Ь, будетъ произведете сторонъ, встречающихся въ вершине одного изъ 
его угловъ.
Если a= b= h , то параллелепипедъ есть кубъ и объемъ его:
Р = а 3
2. Объемъ призмы. Разсмотримъ сначала треугольную призму AF, 
имеющую основашемъ A ABC. Дополнивъ треугольникъ до параллелограма, 
и призму до параллелепипеда, который съ призмой будетъ иметь одну вы­
соту, но двойное основаше.
Фиг. 558. 1
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Данная призма будетъ составлять половину параллелепипеда (кн. 11, 
пред. 28).
Но объемъ параллелепипеда будетъ равенъ основашю AG  помножен­
ному на высоту Д, т. е.:
F=AG.h
разделяя обе части на два иолучимъ:
2 2 *
но =  приз., и ~^~—ААВС, следовательно:2 2
■
об. приз ,—ААВСЛ .
»
в
т. ё. произведент площади основашя на высоту.
Такъ какъ всякая призма разбивается на треугольный, то легко ви­
деть, что объемъ всякой призмы равенъ произведешю основашя на вы­
соту:
. об. приз.=основ.Хвыс.
3. Объемъ пирамиды. Всякая пирамида составляетъ треть призмы, 
имеющей съ ней равное основаше и равную высоту (кн. 12, пред. 1, след.); а 
такъ какъ объемъ призмы равенъ основашю на высоту, то объемъ пира­
миды равенъ основашю помноженному на треть высоты. Если основаше 
пирамиды есть А , а высота ft, то:
1 h
об. пирам. == — Ah=A. —
4. Поверхность призмы. Боковыя поверхности призмы суть паралле
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лограмы, которые все имеютъ осиовашемъ ребро призмы, следовательно 
боковая поверхность призмы получится помножая, общее осн^аше на 
сумму высотъ всехъ параллелограмовъ, которая есть ничто иное какъ пе- 
риметръ многоугольника, полученнаго, пересекая призму плоскостью пер­
пендикулярною къ ребру, эта плоскость будетъ перпендикулярна и ко 
всЬмъ ребрамъ (кн. 11, пред. 8), следовательно сто_ г-ы многоугольника 
будутъ перпендикулярны къ ребрамъ.
Если призма прямая, то боковая поверхность ея получится, помно­
жая периметръ ея основашя на ребро. Если периметръ основашя есть Р, 
и ребро h, то:
Бок. повер.=Р,&
5. Боковая поверхность пирамиды. Боковая поверхность пирамиды 
получится, взявъ полусумму произведений каждой стороны многоугольника 
основашя на соответственные перпендикуляры, опущенные изъ вершины пи­
рамиды на стороны многоугольника основашя.
Въ самомъ деле, боковая поверхность пирамиды состоитъ изъ треу­
гольниковъ, имеющихъ общую вершину съ пирамидой, а основашями стороны 
многоугольника основашя. Если стороны многоугольника будутъ а , , а2, as 
и h i , h2, h3, . . высоты треугольниковъ, то:
пов. пир. . .)
Если пирамида будетъ правильная, т. е. такая, которая имеетъ осно- 
вашемъ правильный многоугольникъ, а вершина находится на перпенди­
куляре возставленномъ изъ центра многоугольника къ его плоскости, то 
легко видеть, что бока такой пирамиды суть равнобедренные треу­
гольники равные между собою и имеюпце высотою прямую, соединяющую 
вершину пирамиды съ срединою какой нибудь стороны многоугольника 
основашя. Общая высота всехъ треугольниковъ называется аповемою пира­
миды. Следовательно боковая поверхность правильной пирамиды равна пе­
риметру основашя помноженному на половину апоеемы.
Если периметръ основашя назовемъ чрезъ Р, а апоеему чрезъ h, то 
будемъ иметь:
т> Ь Рй. пов. и ир .=Р .— =  ~
и А
6. Объемъ какого нибудь многогранника. Чтобы подучить объемъ много­
гранника берутъ внутри его произвольно точку и соединяютъ ее съ вер­
шинами многогранника, такимъ образомъ получится известное число пира­
мидъ, объемы которыхъ складываются.
Но въ некоторыхъ частныхъ случаяхъ, объемъ многогранника можетъ 
быть вычисденъ проще. Это бываетъ въ следующихъ случаяхъ:
7. Объемъ треугольной призмы усеченной не параллельно основанш 
Пусть ABCBEF  будетъ треугольная призма усеченная не параллельно 
основашю ABC. Проведемъ плоскости ЕАС и ЕВС, эти плоскости разде­
лять данную призму на три пирамиды ЕАВС, ЕАСВ и ECBF  (фиг. 559).
Первую пирамиду ЕАВС можно разсматривать. какъ имеющую о с но* 
вашемъ ABC, а вершину въ точке Е.
Вторая пирамида ЕАСВ равна пирамиде ВАСВ (кн. 12, пред. 5), по­
тому что эти две пирамиды имеютъ одно основаше АСВ , а вершину на 
прямой BE , параллельной основашю, следовательно пирамиду ВАСВ 
можно разсматривать, какъ имеющую основашемъ ABC, а вершину въ
точке В .
Третяя пирамида ECBF равна ABCF, потому, что эти две пира­
миды имеютъ равныя основашя CFE и СЕВ ( eh . 1, пред. 37), а вершины 
на прямой А В , параллельной плоскости BCFE, въ которой лежатъ оба 
основашя, следовательно пирамида ABCF можетъ быть разсматриваема, 
какъ имеющая основашемъ ABC, а вершину въ точке F.
Фиг. 559.
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Если означимъ чрезъ Ь,, h2, h3 перпендикуляры, опущенные изъ 
вершинъ В , Е , F  пирамидъ на ихъ общее основаше Is ABC, то мы бу­
демъ им^ть:
.  _ hi-̂ -hi4~h3
об. приз ,= А А В С .  -------
. • 1 .
потому что hi , 7&3 , h3 будутъ высоты̂  пирамидъ ABC В, АВСЕ и ABCF , 
а площадь ихъ основашя есть ABC.
Если данная усеченная призма будетъ прямоугольная, то высоты 
Лп h2i h3 будутъ ребра АВ, BE, OF.
8. Объемъ пирамиды усеченной параллельно основанш.
Предлооюете 3. Если пирамида пересечена плоскостью параллельною 
основашю, то сечеше будетъ многоугольникъ подобный многоугольнику ос­
новашя и площади этихъ многоугольниковъ относятся между собою какъ 
квадраты ихъ разстоянШ отъ вершины пирамиды.
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Доказат. Пусть данная пирамида будетъ ABCDE и пусть AM  бу­
детъ перпендикуляръ, опущенный изъ вершины А  на основанш BODE. 
Чрезъ точку L , взятую на этомъ перпендикуляре, проведемъ плоскость 
параллельную плоскости основашя, сечете этой плоскости съ пирамидой 
будетъ многоугольникъ FGHK  (фиг. 560).
Соединимъ точки L  съ G и М  съ О. Прямыя FG  и ВС будутъ па­
раллельны, такъ какъ онъ суть пересечете двухъ параллельныхъ плоскостей 
третьего плоскостью АВС (кн. 11, пред. 16). по той же причине парал­
лельны и прямыя GH и CD, следовательно Z.F G H =/,B C D  (кн. 11, 
пред. 10). По той же причине и все углы многоугольника FGH K  равны 
соответственпымъ угламъ многоугольника BCDE. Такъ какъ ВС || FG, то 
треугольники АВС и AFG  равноугольны, и следовательно:
B C :F G = A C :A G  
но и треугольники ACD и AGH  также равноугольны, следовательно:
CD: G H =A C : AG '
откуда:
ВС: F G = C D : GH
Точно также легко показать, что все стороны многоугольника FGHK 
пропорщональны сторонамъ многоугольника BCDE, следовательно многоу-
Фиг. 560.
А  ' .
гольники FGHK  и BCDE, будучи равноугольны и имея пропорщональ- 
ныя стороны, будутъ подобны (кн. 6, опред. 1). Но площади подобныхъ 
многоугольниковъ относятся какъ квадраты сходственныхъ сторонъ (кн. 6,
пред. 22), следовательно мы имеемъ: '
■ 0
rn.ov.BCD E: maor.FGHK—BCг: FG1
Изъ подоб1я треугольниковъ АВС и AFG, ACM и AQL мы им4емъ:
*
ВС: FG=>AC: AG—AM: AL
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откуда: .
ВО': FG’—AO] : AG‘—AM‘: AVa
следовательно:
mov.BGDE: мног. FGHK—A M 2: AL2
Слгьдствге. Изъ этой теоремы следуетъ, что если две пирамиды 
имеютъ равный основаигя и равныя высоты, то ихъ с'Ьчешя параллельныя 
основашямъ и равноотстоипия отъ вершинъ будутъ равны. Въ самомъ д'Ьл'Ь, 
пусть основашя мног. BGDEF и мног.BG'DE'F1 двухъ пирамидъ будутъ 
равны, пусть ихъ высота будетъ Н. Если пересйчемъ об!> эти пирамиды 
плоскостями нараллельиыми основашямъ на разстоянш h отъ ихъ верптнпт, 
то мы будемъ нм'Ьть: '
м но г. В GDEF: мно г. Ь cdef—H 2: ft*
и
мног.B G D'FF': мног.Vcd'e'f—H 2: ft8
откуда:
neov.BCDEF : мног.B'G'D'E'F'=^mov,bcdef: mov.b'cd'e'f
Но mov.BGDEF—iimwB'C’D'E'F, следовательно и многоугольники 
еЬчешй также равны:? .
м но г. & cdef—м е о г. У ed'e'f
Предлооюете 4. Объемъ пирамиды, усеченной плоскостью параллельно 
основашю, равенъ тремъ пирамидамъ, имеющимъ высоту равную высоте 
усеченной пирамиды, а основаниями: одна нижнее основаше усеченной 
Пирамиды, другая верхнее основаше той же пирамиды, а третяя будетъ 
иметь основашемъ средне-нропорщональную площадь между нижнимъ и 
верхнимъ осиовашями усеченной пирамиды.
Доказат. Разсмотримъ сначала треугольную пирамиду ABGB, пере­
сеченную плоскостью параллельною основанйо (фиг. 561). -Пусть это сечеше 
будетъ A EFG. Проведемъ плоскости FBD  и FED, плоскости эти разделятъ 
усеченую пирамиду BGDEFG на три пирамиды: FBGD, FEGD, FEDB.
Первая пирамида FBGD имеетъ основашемъ нижнее основаше у с е ­
ченной пирамиды, а вершину въ точке F, следовательно ея высота будетъ 
равна высоте усеченной пирамиды.
Вторая пирамида FEGD  имеетъ основашемъ верхнее основаше 
усеченной пирамиды, а вершину въ точе D, следовательно имеемъ туже
высоту что и первая пирамида.
Накоиецъ третяя пирамида FEDB , равна пирамиде HBED, кото-
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рой вершина Н была получена, проведя въ плоскости АВС прямую FII || ЕВ, 
следовательно пирамиды FEDB и HBED равны, имея одно основаше
Фиг. 561.
А
ЕВ В, а вершины лежатъ на прямой FH параллельной основашю EBD.
Пирамиду HBED можно разсматривать, какъ имеющую основашемъ 
BHD, а вершину въ точке Е, и следовательно ея высота будетъ равна 
высоте двухъ первыхъ пирамидъ. Взявъ BK=EG  проведемъ НК. Такъ 
какъ треугольники BCD и BHD имеютъ одну высоту, то (кн. 6, пред. 1):
A BCD: Л  BHD—BC: ВН
по той же причине:
Л BHD: Д BHK=BD: В К
Но BK=EG, a BH=EF, такъ какъ BHFE есть параллелограмъ. 
К ром е этого треугольники BCD и EFG подобны, то:
ВС: EF=BD: EG
следовательно:
A  BCD: ABHD=:BD: EG 
А В HD: BHK=BD : EG




откуда видимъ, что основаше ABHD третьей пирамиды есть средне-про-
пор1цональная величина между верхнимъ и яижнимъ основашями усечен­
» • •
ной пирамиды.
Если положимъ A  BCD—A, A  EFG—Alf то ABHD=^^ А. А г Сле-
%
довательно, означая чрезъ h, разстояше между верхнимъ и нижнимъ осно- 
вашями усеченной пирамиды, мы будемъ иметь:
Jl■ об. усеч. пирам. =  —  (A-k-V AAi-\-A^) (а)
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Возьмемъ теперь многоугольную пирамиду и построимъ треугольникъ, 
коего площадь била бы равна площади многоугольника основашя данной 
пирамиды. На основанш построеннаго треугольника построимъ треугольную 
пирамиду, коей высота была бы равна высотй данной пирамиды. ПересЬ- 
чемъ об'Ь пирамиды плоскостями параллельными основашямъ, на равномъ 
разстояши отъ вершинъ. Такимъ образомъ получимъ дв& усЬченныя пира­
миды одну многоугольную:, а другую, построенную, треугольную. Такъ какъ 
нижшя основашя этихъ пирамидъ равны, то равны и верхшя (п.рабав.1Х, 
пред. 3, сл'Ьд.). Но ц’Ьлыя пирамиды равны и малыя равны, следовательно 
равны и усеченны я. Откуда, объемъ усеченной многоугольной пирамиды 
будетъ выраженъ таклсе формулою (а).
Туже теорему можно доказать еще сл'Ьдующимъ образомъ:
%
Пусть площадь нижняго основашя пирамиды будетъ А , а верхняя 
А{. Пусть Я  будетъ высота Ц'Ьлой пирамиды, а Тг высота малой, то будемъ 
им'Ьть:
Я
об. болып. пирам.=А —о
И А Ъоб. мал. пирам.— Ai ~
Вычитая малую изъ большей, получимъ объемъ усеченной пирамиды:
АН А.Ь
, об. усЬч. пирам. =  — —
Замечая, что мы имйемъ:
А   Я 2 A-hA, __ Я Ч -fe2
A ~ V  и 4 ,  К
найдемъ:
об. усгЬч. пирам. =  ~  (Я 3—Ь*)= — -ф (Я 2~\-Hh-\-h2) (Я  Л)
откуда:
об. усгЬч. пирам,
или соображаясь съ предъпдущимъ:
об. усйч. пирам. =  At ^
или
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об. ус'Ьч. пирам.= — (А-ь^ А А A t)( Н-—h)о
гд£ R —Ъ, есть высота усеченной пирамиды.
9. Боковая поверхность пирамиды усеченной параллельно основанш
Поверхность такой пирамиды, очевидно, составлена изъ трапещй,
складывая которыя, получится искомая поверхность. Если перес&чемъ усе­
ченную пирамиду плоскостью параллельною основашямъ и равно отстоя, 
щею отъ обйихъ, то легко видеть, что каждая сторона полученнаго сЬче- 
шя, есть полусумма сторонъ нижняго и верхняго основашй.
Если пирамида правильная, то всЪ трапещй равны между собою и 
имйютъ одну высоту, которая есть апоеема усеченной пирамиды, следова­
тельно боковая поверхность ея равна произведенно периметра сЬчешя, 
равноотстоящаго отъ обЗшхъ основашй, на апоеему.
Цилиндръ и конусъ.
I
10. Проэкщя. Проэкщей точки на прямой или на плоскости назы- 
ваютъ основаше перпендикуляра опущеннаго изъ точки на прямую или на 
плоскость. . .
Проэкщей прямой, на прямой или на плоскости, называютъ прямую 
соединяющую проэкцш оконечностей данной прямой. Очевидно, что проэк­
щя прямой, на плоскости параллельной прямой, равна и параллельна дан­
ной прямой. Во всЬхъ другихъ случаяхъ проэкщя всегда меньше, проэк- 
тируемой.
Въ самомъ дМ ^ изъ оконечностей А л В  прямой АВ  опустимъ перпен­
дикуляры АС и BD на плоскость MN  (фиг. 562). Чрезъ точку А проведемъ 
прямую AE—CD, которая будетъ находится въ плоскости CDB (кн. 11, 
Пред. 7). Проэкщя CD прямой АВ  равна прямой АЕ, такъ какъ ACDE 
есть параллелограмъ, а АЕ  меньше АВ, потому ч:то АВ  есть гипотенуза, 
а АЕ  катетъ прямоугольнаго треугольника АЕВ.
Фиг. 562.
Гг
Проэкщя кривой на плоскости есть кривая, п р о х о д я щ а я  чрезъ проэк*
1
щи всЪхъ точекъ проэктируемой кривой.
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кости мне .угольника, равна данному многоугольнику. Во вс^хъ другихъ 
случаяхъ она меньше. Для этого разсмотримъ треугольникъ ABC, коего 
основаше есть АВ, а высота CD, и пусть EFG будетъ его проэкщя на 
плоскости MN. Пусть EF будетъ проэкщя основашя АВ, a GH проэк­
щя высоты CD, Пусть наконецъ GK будетъ высота треугольника EFG 
(фиг. 563). .
Такъ какъ плоскость треугольника ABC не параллельна плоскости
пред. 10), а следовательно ихъ .проэкцш EF и GH об£ или по крайней 
M^pii одна будутъ меньше АВ и CD. Но GK не можетъ быть больше GH, 
такъ какъ Z.GKE=d. Изъ этого. видимъ, что основаше и высота треу­
гольника EFG или меньше, основашя и высоты треугольника ABC или 
одна изъ нихъ не больше, а другая меньше. А изъ этого слЬдуетъ, что:
Если это предложеше в&рно для треугольника, то очевидно, оно 
имеетъ м^сто и для многоугольника, такъ какъ каждый многоугольникъ 
есть сумма треугольниковъ, изъ коихъ каждый больше своей проэкцш.
Изъ предъидущаго следуетъ, что грань многогранника всегда 
меньше суммы остальныхъ его граней, такъ какъ, очевидно, что прокщя 
этихъ граней на илоскости первой грани не меньше этой грани.
11. Многогранная поверхность или кривая поверхность называется
выпуклыми, если пересЗ>чеше ея съ какою нибудь плоскостью, есть вьгпук-
*
лый многоугольникъ или выпуклая кривая.
Разсмотримъ два выпуклыхъ многогранника изъ коихъ одинъ весь 
находится внутри другаго. Продолжимъ стороны внутренняго многогран­
ника до встречи съ поверхностью ви&тняго, то разсуждая какъ мы раз- 




MN, то АВ и CD не могутъ быть об£ параллельны плоскости MN(кн. 11,
AABO AEFG
найдемъ, что поверхность внутренняго многограиника меньше поверхности
*
В£%П1НЯГО.
Это предложеше остается снраведливымъ какое бы нибыло число и 
величина сторонъ многогранниковъ, такъ какъ кривую поверхность можно 
разсматризать какъ иредйлъ вписанной въ кривую многогранной поверх­
ности, число сторонъ которой неопределенно возрастаетъ, а величина ихъ
* •
неопределенно убываетъ. Следовательно предъидущее предложеше остает­
ся сираведдивымъ и тогда когда обе многогранный поверхности или одна 
изъ нихъ суть поверхности кривыя выпуклы я.
12. Поверхность и объемъ цилиндра. •
Если многоугольникъ основашя призмы вписанъ въ кругъ основашя 
цилиндра, то говорятъ, что призма вписана въ цилиндръ, если же многоу­
гольникъ основашя призмы описанъ около круга основашя цилиндра, то 
говорятъ, что призма описана около цилидра; если при этомъ ребра впи­
санной призмы суть женератрисы цилиндра, а грани описанной призмы 
касаются цилиндра по его женератрисамъ. Какъ вписанная такъ и опи­
санная призмы суть прямыя.
Возьмемъ цилиндръ, коего рад!усъ основашя есть В, впишемъ иI
опишемъ, для простоты, правильныя около него призмы съ одинаковымъ 
числомъ сторонъ. коихъ число можетъ увеличиваться, а величина умень­
шатся неопределенно. Такъ какъ описанная призма заключзетъ внутри 
себя цилиндръ, а цилиндръ заключаетъ вписанную призму, то (прибав. IX,11)  
поверхность и объемъ цилиндра всегда заключается между поверхностями 
и объёмами описанной и вписанной призмъ. Такъ какъ съ неопределен- 
нымъ возрасташемъ сторонъ описанныя и вписанныя призмы стремятся 
сделатся равными, то мы будемъ разсматривать цилиндръ какъ нределъ 
къ которому стремятся поверхности и объемы вписанныхъ и описаниыхъ 
правильныхъ призмъ, коихъ число сторонъ неопределенно возрастаетъ.
Если означимъ чрезъ Р\ периметръ описанной призмы, чрезъ Р 2 пе" 
риметръ основашя вписанной призмы, чрезъ П, площадь многоугольника 
основашя описанной призмы, чрезъ Н2 площадь многоугольника основашя 
Вписанной призмы. Чрезъ Ок. означимъ окружность основашя цилиндра, а
I
чрезъ Ер. площадь того же круга, то мы будемъ иметь:
Р ,=  Ок.-Не, , Р 2=О к.— ег 
П,=Кр.-Не, , П2= К р .— е2
где е, , г2, е , , е3 будутъ количества убываюшдя неопределенно по мере
ч  . в
возрасташя числа сторонъ призмъ. Если чрезъ h означимъ высоту цилинд­
ра, то это будетъ и высота обеихъ призмъ.
. 624 ,
625
Следовательно (см. прибав. IX, 4):
бок. повер. опис. приз.=Р^==(Ок.Ч-е1)Л 
бок. повер. впис. приз,—Р 37&=(Ок.— е,)Л
а





Разность между боковыми поверхностями описанной и вписанной
призмъ, есть:
бок. пов. он. пр.—бок. нов. вп. np .= (s1-Hs2)^
а разность между объемами т£хъ лее призмъ есть:
об. оп. пр.— об. вп. пр.=(е,-ьеа)&
эти разности съ неопред&леннымъ возрасташемъ числа сторонъ неопре­
деленно убываютъ и могутъ быть сделаны менее всякой данной величины. 
Такъ какъ цилиндръ есть пределъ описанной и вписанной призмъ, то, 
прилагая разеуждешя кн. X, пред. 1 и кн. ХГГ, пред. 2, мы найдемъ, 
что:
Боковая поверхность цилиндра равна произведенью окружности осно- 
ватя цилиндра на ею высоту, а объемъ цилиндра, равенъ произведенью пло-
4
щади основашя v/илиндра на его высоту.
Но Ок.=2тсД Кр.—тсЙ3, следовательно:
* /
бок. пов. цил.=2тиБЛ 
об. цил. —ъЦРЪ
Если къ боковой поверхности циливдра прибавимъ площади верхняго 
и нижняго основашй цилиндра, сумма которыхъ есть 2тс.В2, то получимъ 
полную поверхность цилиндра.
■ . .  -N
I #
• пол. пов. цил.=2тс2? (JH-B)
, *
А это выражеше есть боковая поверхность цилиндра, имеющаго тоже 
основан1е, и высоту h-hB.
13. Поверхность и объемъ. конуса. Если около круга основашя ко­
нуса опишемъ правильный многоугольникъ и впишемъ такой же многоу-
* •  -
голъникъ съ темъ же числомъ сторонъ и вершины описаннаго и ваисан-
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наго многоугольниковъ соединимъ съ вершиною конуса, то получимъ пра­
вильный пирамиды описанную и вписанную въ конусъ. Очевидно, что 
ребра вписанной пирамиды суть женератрисы конуса, а грань описанной 
пирамиды касается конуса также по жеиератрис'Ъ.
Такъ какъ описанная и вписанная пирамиды правильный, то ихъ 
грани суть равные равнобедренные треугольники. Высота граней, опи­
санной пирамиды, очевидно, есть апоеема пирамиды, а женератриса конуса, 
которую означимъ чрезъ К Означимъ апоеему вписанной пирамиды чрезъ 
й ,, то мы будемъ- имгЪть, если означимъ высоту конуса и обгЬихъ пира- 
мидъ чрезъ Н: • . ...
бок. пов. on. UHp.=P, =(Ок.Ч-е4)
к
■ » * . . .
бок. пов. вп. пир.=Р2 ~  =(О к.— е2) —
. 2t ■ . А
н  И




об. впис. пир.=П2 — = (К р .— е2) —
О О
*
- Такъ какъ поверхность и объемъ конуса меньше поверхности и 
объема описанной пирамиды и больше вписанной, а разности между по­
верхностями и объемами пирамидъ, съ увеличешемъ числа сторонъ умень­
шаются неопределенно, что видно изъ предъидущихъ выражешй, то по 
верхность и объемъ конуса есть пред'Ьлъ поверхностей и объемовъ пира- 
мидъ описанныхъ и вписанныхъ, когда число сторонъ пирамидъ неопре­
деленно увеличивается.
Но поверхность и объемъ описанной пирамиды суть:
бок. пов. опис. пир.— (Ок.Н-е1) .
а
И
об. опис. nHp.=(Kp.-be,) —
применяя къэтимъ уравнешямъ основную теорему предЬловъ (прибав. УП, 
пред. 19), найдемъ: .............
h h
нов. конус.=Ок. — =  2кВ. — ==тсЖ' А 2л
тт тт
об. конус.=Кр. v  =  tcJB3. —
о о
гд^ .5 есть раддусъ круга основашя.
Если необходимо иметь полную поверхность конуса, то къ боковой 
его поверхности надобно прибавить площадь круга основашя %R\ что
даетъ:
пол. пов. кон. = %Rh-hizR2==izR(R~̂ -h)
627
изъ этого выралшшя видимъ, что полная поверхность конуса, коего апо- 
еема есть Ь, равна боковой поверхности конуса, имеющаго тоже основаше 
а апоеемой R-hh.
Легко также видеть, что jR, Н  связаны уравнешемъ:
&г= Я 2н -Я 2.
14. Поверхность и объемъ конуса усгьченнаго параллельно основангю. 
Опишемъ около конуса правильную пирамиду, и будемъ увеличивать 
число сторонъ пирамиды, то поверхность и объемъ усЬченнаго конуса бу­
детъ предйлъ къ которому стремятся поверхность и объемъ усеченной пи­
рамиды, заключенной между теми же плоскостями, что и усеченный ко- 
нусъ. Разсуждая какъ выше, мы найдемъ, что боковая поверхность ус чен-
наго конуса равна произведешю полусуммы окружностей верхняго и
я »
няго основанщ ус^ченнаго конуса, на его же сторону или женератрнсу. 
Если рад1усъ нижняго основашя есть R, и верхняго г, сторона р, то:
пов. ycii4. конус.=тс(^ч-г)р (а)
«
• . ,4
а полную поверхность получимъ прибавляя площади круговъ верхняго и 
нижняго основашй kR2  и тс г2, следовательно:
пол. пов. ус^ч. КОНуС.=7и(22-+->*)р-Ьхй2-1-7СГ3
«
Если чрезъ # означимъ высоту усЬченнаго конуса, то:
.  1
об. ус^ч. конус = — %{Ri-+-Rr-\-ri)q . (b)
• О
Выражешя (а) и (Ь) можно получить следующимъ образомъ: озна­
чимъ апооему д^лаго конуса чрезъ Л, а отсеченнаго чрезъ ht , то мы бу­
демъ им^ть:
пов. бол. конус.=тс.Кй 
пов. отсеч. конус,=тигД1
откуда поверхность усечен наго конуса будетъ:
Г>23
пов. бол. кон.—пов. отсйч. ко«.=!Юв. vein, кон.— к(Вк—г&,)
Но:





подставляя въ выражеше Ж —rft, вместо 1г, =  -=•, найдемъ:
' * а
•  •
пов. усЬч. KO H .='7u(JR2— г3) =ти(Дн-г)
откуда: .
пов. усЬч. кон.=тс(22-ы) (/л—ht )=ъ(В-\-г)р
Если чрезъ Н  означимъ высоту большаго конуса, и чрезъ Hi отей- 
ченнаго, то:
1
об. больш. кон.= --- %ВН  .
3
t I






об. уейч. кон.=об. больш. кон.—об. отейч. кон .=—%(В?Н— r^Hf)
о
замечая, что:
В : г = Н  :Hi (с)
гН
и подставляя вместо К ,=  въ предъидущее выражеше, найдемъ:
об. уе'Ьч. кон.= = 4 - *  C-R'-+- Л г+ V ) V k ^ lE
о JK 3 Л
Но изъ пропорцш слйдуетъ, что:
Д - Г  _  f f - f f ,  _  g
В -  н  -  н  ,
Следовательно:
1. об. yct4. K O H .=  —  7Cg(JB2-blirH-y3)
3 .
ЗаагЬтимъ еще, что поверхности ц^лаго и усЬченнаго конусовъ мож­
но выразить сл^дующимъ образомъ: I * #
Пусть .АБС будетъ прямоугольный треугольникъ, D точка на сре- 
динй гипотенузы AC, B E  перпендикуляръ къ АВ  (фиг. 564).
Въ конус'Ь образов&нномъ вращашемъ треугольника ЛВС около АВ  




санной точкою (7, такъ какъ DE' 
то D E =  й В , но:
5 СВ (кн. 6, пред. 2). Если C B =R :
■ A f l  75
пов. кон.=2хВ. — : =2% — АС=*2к.ВЕАС
f  •
• *  _
Точно также пусть ABC будетъ прямоугольный треугольникъ, D  
какая нибудь точка его гипотенузы, F  точка лежащая на (редин^ пря­
мой ВС, B E  и FG  прямыя перпендикулярныя къ АВ  (фиг. 565). .
Фиг. 565.
Въ усгЬченномъ конусе, образованномъ вращешемъ тралецш CDEB
около АВ , окружность описанная точкою F  равна полусумм']; окружностей
-гч 'in ттл CB-+-DEописанныхъ точками D  и С, такъ какъ Jo (т =  — 2
Но мы имЪемъ:
пОв. усЬч. K O H . = 7 u ( J B - l - r ) p = 7 c ( U - + - r ) . C ri )
a. B-\-r=.2FG, следовательно:




15. Г7 арителъныя теоремы» Чтобы найти м'Ьру поверхности шара 
необходимо изложить сл'Ьдуюпця предварительныя теоремы: ‘
4 _ •
1) Если конечная прямая АВ, лежащая въ одной плоскости съ не-
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определенною прямою X T  и вся по одну ея сторону (фиг. 566), вращается 
около X!FVто поверхность описанная прямою АВ  будетъ или цилиндръ, если 
JJ3 ||X3T (фиг. I), или конусъ, если. АВ  не [| X T  и упирается однимъ 
концемъ въ X T  (фиг. II), или наконецъ, усеченный конусъ, если прямая 








/ А / С
• /
\ /
Y  X F 2)
П
А Y
Во всехъ этихъ случаяхъ, поверхность описанная прямою АВ, бу­
детъ равна:
2tz.CD.AB
где CD есть перпендикуляръ опущенный изъ средины С прямой АВ  
на X T  (прибав. IX, 14). .
Предъидущую меру поверхности, описанную прямой АВ, можно выра­
зить следующимъ образомъ:
Чрезъ точку В , во всехъ фигурахъ, проведемъ BE  [| В А, изъ точекъ 
А  и В  проведемъ прямыя перпендикулярныя къ X T, а изъ С проведемъ 
перпендикуляръ къ АВ  до встречи съ X T  и CD перпендикуляръ къ XT. 
Такимъ образомъ получимъ два равноугольные треугольника АВЕ  и FCD, 




Но 2kFC есть длина окружности, описанной рад1усомъ ЕС, а BE  
есть проэкщя прямой АВ  на XT. Следовательно поверхность, описанная 
Прямою АВ, вращаясь около XT, будетъ равна произведешю окружности
круга, шгЬющаго рад!усомъ часть перпендикуляра, возставленнаго къ АВ
0
язь ея средины С, до встречи съ XT' на проэкцпо прямой АВ  на
16. Поверхность шара. Впишемъ въ полукругъ правильный многоу- 
гольпикъ ACDEF....B и будетъ вращать полукругъ съ описаннымъ многоу- 
гольникомъ около д1аметра АВ, то поверхность описанная многоугольникомъ 
будетъ равна сумме поверхностей описанныхъ ея сторонами (фиг. 567). Итакъ 
какъ перпендикуляры, возставленные изъ срединъ сторонъ многоугольника, 
встречаютъ всгЬ прямую вращешя АВ  въ центре круга и все равны, тоI .
описанная поверхность получится помножая окружность круга, коего ра- 
д1усъ равенъ вышеупомянутому перпендикуляру, на проэкщю сторонъ 
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Это мера всей поверхности, а мера поверхности описанной частью 




^  , 
где C'F1 есть проэкщя кривой GJDEF на д1аметре АВ.
Такъ какъ шаръ есть предЬлъ вписаннаго многогранника, коегсг 
число сторонъ неопределенно возрастаетъ, а величина неопределенно убы- 
ваетъ, то, означая рад1усъ цгара чрезъ В, и прилагая основную теорему 
пределовъ, найдемъ: ' .
пов. опис. r$v.AGDEF?=%kR,.AF '
пов. опис. дуг. CDEF—2tzR.G'F 1
ш
. Первое выражеше есть поверхность шароваго сегмента, а второе поверх­
ность шароваго пояса. Следовательно поверхность пояса равна поверхно­
сти цилиндра, коего основание есть большой кругъ шара, а вщота есть 
высота пояса. Тоже можно сказать и о сегменте. .......
Изъ этихъ обеихъ выражешй получится поверхность шара, если сде­
лать A F '= A B  или C,F ’=iAB=2B: .
. пов. шара*=4тсВ*
т
Такъ какъ площадь круга, коего рад!усъ есть Д  равна тсВ \  то, оче­
видно, что поверхность шара равна четыремъ площадямъ большаго круга 
шара. Если выражеше 4тс.й2 написать въ форме тс(2Д)2, то изъ него видно, 
что поверхность шара равна площади круга, коего рад1усъ 7 есть д1аметръ 
шара.
Выражеше сегмента: ... '
пов. cei\=27c.R.^LF"
можно преобразовать следующимъ образомъ:
Если соединимъ точку А  съ F  хордою AF , то (кн. 6, пред. В) 
AF  а= 2 R .A F ', следовательно:
пов. cerM.=TcAF2
ч
т. е. поверхность сегмента равна площади круга, коего рад1усъ есть хорда 
стягивающая дугу, описавшую сегментъ.
Объемъ шара.
17. Предварительных теоремы.
*  *  *  ^  <
•  •
Предложете. Если треугольникъ ЛВС сделаетъ иолътг г оборотъ
•  •
около прямой X T , проходящей чрезъ его вершину Л, то объемъ описан­
ный имъ будетъ равенъ произведению поверхности, описанной стороной ВС, 
противолежащей вершине Л , на перпендикуляръ, с пуггзнный изъ той же 
вершины на сторону ВС.
1) Пусть ось вращешя X Y  совпадаетъ съ основашемъ АВ  треу­




Изъ вершины С опустимъ перпендикуляръ СВ на АВ} а изъ вер­
шины А перпендикуляръ АЕ на ВС.
? Очевидно, что объемъ описанный треугольникомъ ЛВС будетъ ра-
г /  •  ,  ’  ■
венъ сумме двухъ конусовъ, описанныхъ треугольниками АС В  и BCD ,
следовательно:
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об. опис. АСВ— s т.С1)‘. АОч- j kCD'. D B =
к  . > . Л
— з кСВ~(АВ-1-ВВ)— § жСВ*. А В =  i кСВ.СВ.АВ
Но изъ подоб1я треугольниковъ СВВ  и АЕВ  мы им’Ьемъ (кн. 6, 
пред. 16):
С В .А В = В С .А Е
следовательно:
*
об. опис. АСВ— i %CD.CB.AB= i тСВ.ВС.АЕ
*
но %CD.BC есть поверхность описанная стороною ВС , следовательно:
об. опис. J[(7J5=rioB. опис. ВС. к А Е
I
%
2) Ось X Y  не совпадаетъ съ основашемъ треугольника ABC и сто­
л
рона В С  не параллельна оси X Y  (фиг. 569). '
Фиг. 569.
X  X  D  Y
Продолжимъ сторону ВС до встречи съ осью X Y  въ точке В, а 
изъ точки А  опустимъ перпендикуляръ АЕ  на ВС.
Очевидно, что объемъ описанный треугольникомъ ABC равенъ раз­
ности объемовъ, описанныхъ треугольниками АВВ  и АСВ, следовательно:
/
об. опис. АВС^=о6. опис. АВВ—об. опис. АСВ
соображаясь съ предъидущимъ найдемъ, что:
об. опис. ABC==zпов. опис.Ш). з АЕ—пов. опис. СВ. в АЕ
откуда:
об. опис. ABC—(аов. опис. ВВ—нов. опис. СВ)кАЕ
или . '
об. опис.ABC—лов. опис. ВШ s АЕ. ;
3) Сторона ВС Ц X Y  (фиг. 570).
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Проведемъ BD, АЕ , CF перпендикулярно къ X Y , то объемъ опи­





роною ВС безъ двухъ разныхъ конусовъ описанныхъ треугольниками DBA
и FCA. '
об. опис. ВАС=о6. цил. опис. ВС—2 об. кон. опис. АСЕ
Соображаясь съ предъидущимъ, найдемъ:
об. опис. ВАС=жАЕ*ВС—2кА Е \ I AF  
Но A F =  |  ВС, следовательно: .
об. опис. B A O =tzAE.2ВС—%АЕ?1 ВС
откуда:
об. опис. В А С =  I tzAE  г.В С =  ! %АЕ.ВС.АЕ
Но 2%AE.BC есть поверхность описанная стороною ВС, следова­
тельно:
об. опис, В АС =  пов. опис. ВС. I
18. Объемъ шара. Впишемъ въ полукругъ АС В  правильный многоу­
гольникъ, котораго число сторонъ можетъ возрастать, а величина убывать 
неопределенно. Пусть тацой многоугольникъ будетъ ACDEFB (фиг. 571).
Фиг. 571.
в '  О
Объемъ описанный многоугольникомъ ACDEFB  будетъ равенъ сумме объемовъ 
описанныхъ треугольниками AGO, GDO, DEO) EFO, FBO. Объемъ опи­
санный каждымъ изъ этихъ треугольниковъ равенъ поверхности; описанной
стороною многоугольника умноженной на треть апоеемы, но все апоеемы 
равны, следовательно:
об- опис. AGDEFB=noB. опис. AGDEFB. I OL (а)
Такъ какъ предйлъ т'Ьла описаннаго многоугольникомъ AGDEFB 
есть объемъ шара, пред'Ьлъ поверхности описанной т^мъ же многоуголь- 
никомъ есть поверхность шара,. а предйлъ апоеемы OL есть рад1усъ R
шара, то прилагая основную теорему предйловъ къ уравнешю (а) найдемъ*
*
\
об. шар.=пов. шар. k В 
но пов. шар.=4тс.Е8, следовательно:
635
об. ш ар.= I кВ*
Это выражеше можно написать такъ:
* « тзз ти(2-В)в 'об. шар.= в тс Б  =  — -—  
наввавъ чрезъ D  д!аметръ шара мы будемъ иметь D =2B , откуда:
.  тсD3об. ш ар.= .
О
19. Объемъ шароваго сектора и сегмента. Объемъ тела описаннаго 
частью полигона, напримеръ AGDEO, равенъ сумме телъ .описанныхъ треу­
гольниками AGO, CDO, DEO (фиг. 571). Следовательно:
об. тел. опис. ACDEO=o6. опис. АСО-+-об. опис. GDO-ь об. опис. DEO
соображаясь съ выше найденнымъ мы получимъ:
об тел- опис. AGDEO=пов. опис. AG. I LO-f-пов. опис. CD. з LO-\-
-Ьпов. опис. DEli LO
или
об. тел. опис. AGDEO—пов. опис- AGDE. I LO
Если теперь перейдемъ къ пределу, то найдемъ, что объемъ шаро­
ваго сектора будетъ равенъ поверхности шароваго сегмента описаннаго 
дугою ACDE умноженной на одну треть рад1уса шара:
об. шар. сек. АСВЕО—тъ. игар. сег. опис. АСВЕ. а В
но:
пов. шар. сег. on. АСВЕ—2кВ.АЕ'
следовательно:
об- шар. сек. АСВЕО— 1 кВ*. А Е 1 
Изъ этого выражешя получится объемъ шара, если АЕ —2В.
Объемъ шаровало сегмента. Объемъ шароваго сегмента, онисаи- 
наго частью круга AGD равенъ, очевидно, объему шароваго сектора, 
описаннаго частью круга AGBO безъ объема конуса, описаннаго треуголь- 
никомъ В'ВО (фиг. 571). Следовательно:
об. шар. сег. опис. АСВ—об. шар. сек. on. AGJDO—об. конус. В'ВО
или, соображаясь съ найденнымъ выше, мы найдемъ:
об. шар. сег. ошс.АСВ— I тиВ \ А В '— з кВВ \В ' О
•  '
Если высоту АВ' сегмента назовемъ чрезъ Н  и заметимъ (кн. 6, 
пред. 8), что:
Ш )'3= (2 .В —Н )Н  
то найдемъ, что: .
ноб. шар. сег. опис. АСВ = к Н 2 (В----—)
-  3
Объемъ шара можно найти еще следующимъ образомъ: представимъ, 
что около шара описанъ многогранникъ, коего число граней могло бы уве­
личиваться неопределенно, а величина уменьшаться неопределенно. Если 
вершины угловъ каждой такой грани, описаннаго многогранника, соединимъ
• г  ■ .
съ центромъ шара, то получимъ пирамиды, коихъ вершины находятся въ 
центре шара, а основашя будутъ касаться шара.
Все эти пирамиды имеютъ одну высоту—рад1усъ шара, следователь­
но, если чрезъ а>2, « 3, . . , о>„ сзиачимъ ихъ основашя, то объемы 
всехъ этихъ пирамидъ будутъ:
В В В
g) ^  • • 1 ton ~
Если сложимъ эти объемы, то получимъ объемъ описаннаго около
шара многогранника: *
■ ,  .  *  *
•  • *  '  *




Следовательно объемъ многогранника будетъ равенъ поверхности 
wd4-(«)2H- . . многогранника умноженной на треть pafliyca.
Если къ предъидущему уравнение ириложимъ основную теорему нре-
ч
дйловъ, то найдемъ, что:
. пред. об. мног^пред.^ч-со,,-!- . . -+-«»).—■
■ 3
но предгЬлъ объема многогранника есть* объемъ шара, а пред.
-Hw„ )= 4 tu222, т. е. поверхность шара, следовательно: -
об. шар.=47сБ2.^ -=  ^ к В 3 ■
3 3
Разсуждая нодобнымъ образомъ, относительно шароваг.о сектора, мы 
найдемъ, что объемъ его равенъ шаровой поверхности его па треть радоуса 
шара, но шаровая поверхность сектора, есть поверхность сегмента, которая 
равна площади болынаго круга шара умноженной на высоту сегмента, ко­
торая пусть, паприм^ръ, будетъ Н, следовательно объемъ сектора будетъ:
JR
об. шар. сек.=2хй.,йг. —
или
об. шар. сек .=
О  .
Откуда, если П =2В, то найдемъ объемъ шара.
20. Объемъ шароваго пояса. Поясомъ называется часть шара заклю­
ченная между двумя параллельными плоскостями. Очевидно, что объемъ 
пояса есть разность объемовъ двухъ сегментовъ. .
Если высоту болынаго изъ нихъ назовемъ чрезъ Д  а меныпаго чрезъ 




вычитая получимъ объемъ шароваго пояса:
об. шар. пояс.=7иБ(Я2—V )— —Ь3)
Если высоту шароваго пояса назовемъ чрезъ д, а рад!усы основашй 
чрезъ г , и г, то мы будемъ имЪть:.
н —h—i, г ; = н ( ч в - н ) ,  г ,* = к а л -А )  (i)
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Предъидущее выражеше для объема пояса можно написать въ еле 
дующей форий:
ТС
об. шар. пояс.=тс!2(Я-ьй)2-----—( Я 3ч-Я/Й-Л2)д (2)
О
Изъ выраженШ (1) мы пмеемъ:
.  . Я 2н-^=2Б (Я н -Л )— 0 -,4 -г ./)
подставляя во (2), после несколькихъ преобразованШ, найдемъ:
, кг ? q-\-%r * q ти а*
об. шар. пояс.= —-— - — — -Ь -~-2 6
Формула замечательная по смыслу: объемъ шароваго пояса равенъ сумме 
объемовъ двухъ цшшндровъ ивъ коихъ одинъ имеетъ основашемъ нижнее осно- 
ваше пояса, а другой верхнее, а высоту оба имеютъ равную половине вы­
соты пояса, съ объемомъ шара коего д1аметръ есть высота пояса.
«
З А Д А Ч И .
л
Книга I.
Отъ 1 до 15.
1. На данной прямой построить равнобедренный треугольникъ, коего бы стороны 
были равны другой данной прямой? *
2. Если въ пред. 2, книги 1, д!аметръ меныпаго круга будетъ равенъ радiусу боль- 
шаго, то показать где будетъ находится данная точка и где вершина построеннаго треу­
гольника.
3. Если дв'Ь прямыя, пересекаясь подъ прямымъ угломъ, д’Ьлятъ одна другую попо­
ламъ, то каждая точка одной изъ нихъ находится въ равномъ j  аз'*-  ̂яши отъ концовъ 
другой.
4. Если углы ABC н АСВ при основашй равнобедреннаго треугольника делятся 
прямыми B D  и CD пополамъ, то треугольникъ DBC  будетъ равнобедренный.
5. Если въ равнобедренномъ треугольнике ВАС, каждый изъ угловъ при основанш 
вдвое больше третьяго угла А, то прямая BD, равноделящая уголъ В, встр’Ьчаетъ сто­
рону АС въ точке D , такъ что B D =A D . ;
6. Если въ пред. б, кн. 1, прямыя FC  и BG встречаются въ точке Н, то
FH—GH. .
7. Если въ пред. 5, кн. 1, прямыя FC и BG встречаются въ точке Н, то прямая 
А Н  делитъ уголъ ВАС  пополамъ.
8. Если стороны АВ  и AD  четыреугольника ABCD  равны, и д1агональ АС де­
литъ уголъ BAD  пополамъ, то стороны СВ и CD будутъ также равны и д1агональ АС 
будетъ делитъ уголъ BCD пополамъ. .
9. Два треугольника АСВ и ADB  построены на одномъ основашй АВ  и при томъ 
такъ, что A C =B D  и A D = B C , a AD  и ВС пересекаются въ точке О, показать, что 
треугольникъ АОВ будетъ равнобедренный. *
10. Противоположные углы въ ромбе равны.
11. Д1агонали ромба делятъ углы его пополамъ.
12. Если два равнобедренные треугольника построены на одномъ основанш, то пря­
мая, проходящая чрезъ ихъ вершины, пересекаетъ основаше подъ прямымъ угломъ.
*  л
13. На данной прямой найти точку, которая бы находилась въ равномъ разстоянш
отъ двухъ данныхъ точекъ?
14. Чрезъ данныя две точки, лежащ1я съ противоположныхъ сторонъ данной пря­
мой, провести две прямыя, которыя бы пересекаясь на данной прямой, составляли уголъ, 
равноделящая котораго есть данная прямая?
15. Если каждый изъ двухъ смежных^ угловъ разделить пополамъ, то равнод&ля- 
Щ1я будутъ перпендикулярны между собою.
16. Если четыре прямыя, пересекаясь въ одной точке, обрлзуютъ равные противо­
положные углы, то он$ попарно составляютъ две прямыя.
Отъ 16 до 26.
17. Въ треугольнике ЛВС уголъ А  раздел енъ пополамъ и равподдлящая встречаешь 
сторону ВС въ точке _В, показать, что B A > B D , a CA>CD.
18. Въ пред. 17, кн. 1, соединяя точку А  съ какою нибудь точкою прямой ВС, 
показать, что /_АВС-ь-/_АСВ<.2d.
19. Въ четыреугольнигЬ ABCD  сторона AD  наибольшая, а ВС  наименьшая, по­
казать, что /_A B C >/_A D C  и /_В CD>  /_BAD. '
20. Если чрезъ вершину А  одного изъ угловъ квадрата проведемъ прямую, которая 
встр-Ьчаетъ одну изъ противоположныхъ сторонъ, а будучи продолжена встр&частъ другую 
въ точке Е, то прямая AF  больше д!агонали квадрата.
21. Перпендикуляръ есть кратчайшая прямая, которая можетъ быть проведена меж­
ду данною точкою и данною прямою. Изъ остальныхъ прямыхъта, которая ближе къ пер­
пендикуляру будетъ меньше той, которая дальше отъ перпендикуляра, и только две рав- 
ныя прямыя могутъ быть проведены чрезъ данную точку къ данной прямой одна съ одной 
стороны перпендикуляра, а другая съ другой.
22. Сумма разстояшй какой нибудь точки отъ вершинъ угловъ треугольника больше 
половины суммы сторонъ треугольника.
. 23. Сумма всехъ сторонъ четыреугольника больше суммы его д{агоналей.
У  -
.2 4  Сумма двухъ сторонъ треугольника больше дважды взятой прямой, соединяющей
вершину треугольника съ срединою его основашя.
25. Если сумма двухъ угловъ въ треугольнике равна третьему углу, то треуголь­
никъ можетъ быть разд^ленъ на два равнобедренные треугольника.
26. Если въ треугольнике уголъ С равенъ сумме угловъ А  и В, то сторона АВ 
будетъ равна дважды взятой прямой, соединяющей вершину С съ срединой АВ.
27. По данной стороне, углу прилежащему ей и сумме остальпыхъ сторонъ по­
строить треугольникъ? ’
" 28. Перпендикуляры опущенные изъ какой нибудь точки прямой, равноделящей уголъ,
на стороны этого угла, равны. '
29. На данной прямой найти точку, изъ которой, опущенные перпендикуляры на
две друия данныя прямыя, были бы равны?
*  .
30. Чрезъ данную точку провести прямую такъ, чтобы перпендикуляры, опущенные 
изъ двухъ данныхъ точекъ, на прямую съ противоположныхъ ея сторонъ, были равны?
31. Въ треугольник^ ABC проведена прямая, равноделящая уголъ А; изъ точки В  
опущенъ перпендикуляръ на равноделящую и встречаетъ ее въ точке D, прямая BD  . 
встречаетъ сторону АС или ея продолжеше въ точке Е, показать что B D —DE.
32. Чрезъ данную точку Р  провести прямую, которая бы,, встречала въ точкахъ 
М и F  стороны даннаго угла ВАС , такъ чтобы A E = A F ?
33. Показать что два прямоугольные треугольника, имеюнце равные гипотенузы и 




34. Всякая прямая параллельная основанш равнобедреннаго треугольника состав­
ляете съ его сторонами равные углы. •
35. Если дв'Ь прямыя А  и В  параллельны другимъ двумъ прямымъ С и D, каждая 
каждой, то уголъ составляемый прямыми А  и В  равенъ углу составляемому прямыми
6’ и D.
36. Две параллельный прямыя пересечены третьей, чрезъ средину отрезка третьей, 
заключенная между параллельными, проведена какая нибудь прямая, показать, что она 
въ этой точк-Ь делится пополамъ.
I
37. Если чрезъ точку равноотстоящую отъ двухъ параллельныхъ прямыхъ, прове­
демъ две, каыя нибудь прямыя, то оне отсекаютъ отъ параллельныхъ прямыхъ равные
отрезки.
38. Если равноделящая внешшй уголъ треугольника параллельна основанш, то 
треугольникъ будетъ равнобедренный.
39. На данной прямой CD найти такую точку В , которую если соединимъ съ данною 
точкою А, то уголъ ABC  между данвою прямою CD и АВ  былъ бы равенъ данному углу?
40. Если въ треугольнике проведемъ равноделящую одинъ изъ угловъ и чрезъ 
точку встречи ея съ противоположной стороной проведемъ параллельныя остальнымъ сто­
ронамъ, то отрезки этихъ прямыхъ, заключенные между точкою ихъ пересечешя и сто­
ронами треугольника, будутъ равны. ‘
41. Сторона ВС треугольника ABC продолжена до какой нибудь точки D, уголъ
АСВ  разделенъ пополамъ прямою, которая встречаете сторону АВ  въ точке Е. Чрезъ
точку Е  проведена прямая параллельно стороне ВС и встречаетъ сторону АС въ точке 
F, а равноделящую внешшй уголъ ACD въ точке G. Показать, что EF=FG.
42. На гипотенузе прямоугольнаго треугольника ABC найти такую точку D  чтобы
■
прямая DB  была равна перпендикуляру опущенному изъ D  на АС? '
43. Найти въ равнобедренномъ треугольнике ABC на равныхъ сторонахъ АВ  ж 
АС, тагая точки D  и Е, чтобы BD==DE=EC?
44. Въ равнобедренномъ треугольнике ABC проведена, какая нибудь прямая пер­
пендикулярно къ его основанш ВС, эта прямая встречаетъ сторону АВ  въ точке D, и 
продолжеше стороны АС въ точке Е, показать, что треугольникъ AED  равнобедренный.
На 32.
-15. Изъ вершинъ угловъ при основашй равнобедреннаго треугольника опущениы 
перпендикуляры на противолежаиця стороны, показать, что углы составляемые ими съ ос- 
новашемъ равны каждый, половине угла противолежащаго основанш.
46. На сторонахъ какого нибудь треугольника ABC построении равносторонше 
треугольники BCD, CAE, ABF  все внешше, показать,' что прямыя ALD, В Е  и CF равны.
47. Найти величину угловъ правильнаго восьмиугольника? .
4
48. Чрезъ две данныя точки провести две прямыя такъ, чтобы оне съ данною пря­
мою образовали равностороннш треугольникъ?
49. Равнодедянця углы при Основанш въ равнобедренномъ треугольнике встречают­
ся подъ угломъ равнымъ внешнёму углу треугольника при основанш.
50. Если одна изъ равныхъ сторонъ АВ  въ равнобедренномъ треугольнике ABC 
продолжена до точки D  такъ, что AD—AB  и проведена прямая CD, показать что
2 mBGD=d,
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. Отъ 57 до 31.
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51. Въ треугольник^ ABC  вн'Ьшше углы В  и С разделены пополамъ прямыми BD  
и CD, пересекающимися въ точке D, показать, что /_BDC- \ - 1 /_BAG=^d.
■ 52. Показать, что, какой нибудь уголъ въ треугольнике будетъ тупой, прямой или
острый, смотря потому будетъ ли онъ больше, равенъ или меньше суммы остальныхъ 
двухъ угловъ.
■ 53. Построить равнобедренный треугольникъ, коего уголъ, нротиволежащш основа- 
шю, былъ бы равенъ четырежды взятому углу пру основаша?
54. Въ треугольник^ ЛВС сторона ВС разделена пополамъ въ точке Е, и сторона 
АВ  въ точке бг; А Е  продолжена до точки F  такъ, Что E F = A E  и CG продолжена до 
точки Н  такъ что CG=GH, показать, что FB  и НВ  составляютъ одну прямую линш.
55. Построить равнобедренный треугольникъ, въ которомъ одна треть каждаго изъ 
угловъ при основанш была равна половине угла въ его вершине?
56. На данныхъ прямыхъ АВ  и АС найти две так1я точки- Р  и Q, чтобы сумма 
AP-b-PQ была равна данной прямой и чтобы уголъ APQ былъ равенъ данному углу?
57. Чрезъ вершины угловъ при основами равнобедреннаго треугольника, проведены 
две прямыя, составляющая, каждая, съ основашемъ углы равные одной трети каждаго 
угла при основанш съ противоположной стороны вершины и продолжены эти прямыя до 
встречи съ продолжешями сторонъ, показать, что три, образованные такимъ образомъ 
треугольника, все равнобедренны. ;
58. Проведены две прямыя АЕВ  и CED , пересекаюпщся въ точке Е\ проведены 
прямыя АС и DB, образующая два треугольника АСЕ  и BED, углы АСЕ  и D B E  раз­
делены. прямыми CF и BF, встречающимися въ точке F, пополамъ, показать что 
/C F B =  а (Z_EAC-\-/EDB ).
59. Прямая соединяющая вершину прямаго угла съ срединой гипотенузы равна 
половине гипотенузы.
60. Изъ вершины угла А  треугольника ABC  опущенъ перпендикуляръ на противо­
положную сторону или на ея продолжеше и встречаешь ее въ точке D, изъ вершины угла 
В  точно также опущенъ перпендикуляръ на противоположную сторону или на ея продол­
жеше и встречаешь ее въ точке Е, показать что прямыя, соединяющая точки D  и Е  съ 
срединою стороны АВ, равны. <
61. Изъ вершинъ угловъ при основанш въ треугольнике опущены перпендикуляры 
на протйвоположныя стороны, продолженныя если необходимо; показать что прямая, сое­
диняющая точки пересечешя, делится пополамъ перпендикуляромъ опущеннымъ на нее изъ 
средины основашя.
62. Если въ пред. 1, кн. 1, точки С и Н  будутъ пересечешя круговъ, если про- 
должимъ АВ  до встречи съ кругомъ въ точке К , то треугольникъ С Н К  будетъ равно- 
стороннш.
63. Равноделяшдя углы при основанш равнобедреннаго треугольника встречаютъ 
стороны въ точкахъ D  и Е, показать что прямая JDE параллельна основанш.
64. Даны две прямыя АВ  и АС, на первой изъ нихъ дана точка Р , требуется 
чрезъ точку Р  провести прямую, которая бы встречала АС въ точке Q, такъ чтобы
/_APQ=S/_AQP? .
65. По данной гипотенузе и сумме катетовъ посуроить прямоугольный треугольникъ?
66. По данной гипотенузе и разности катетовъ построить прямоугольный треу- 
гольникъ? .
67. По данной гипотенузе и перпендикуляру, опущенному изъ вершины прямого 
угла на гипотенузу построить прямоугольный треугольникъ?
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68. По данному периметру и одному углу построить прямоугольный треугольникъ?
69. Разделить на три равны;: части прямой уголъ?
70. Разделить на три равныя части данную прямую?
71. Изъ данной точки А  провести дв'Ь периендикулярныя прямыя, которыя бы, встре­
чали данныя параллельный прямыя, ВС  въ точке Р, & D E  въ точке Q, такъ чтобы
A P = A Q ?
72. Построить треугольникъ, котораго бы периметръ былъ данъ я котораго бы
■
углы были равны угламъ даннаго треугольника? .
Отъ 33 до 34.
73. Если въ четыреугольнике две противоположный стороны параллельны, и дру- 
ия две равны, но не параллельны, то сумма двухъ какихъ нибудь, изъ его противополож- 
ныхъ угловъ, равна двумъ прямымъ.
74. Если прямая лишя соединяя концы двухъ равныхъ, но не параллельныхъ линш, 
составляете съ каждою изъ нихъ равные углы съ одной ея стороны, то другая прямая, 
соединяющая друrie концы равныхъ прямыхъ. будетъ параллельна первой. *
75. Показать что невозможно провести чрезъ вершины угловъ при основашй въ
л
треугольнике, прямыя до встреча съ противоположными сторонами, которыя бы взаимно 
делились пополамъ.
76. Если противоположныя стороны въ четыреугольнике равны, то онъ есть парал- 
лелограмъ. .
77. Если противоположные углы въ четыреугольнике равны, то онъ есть паралле- 
лотрамъ, ■
78. Д1агонали параллелограма взаимно делятся пополамъ. • •
79. Если д1агонали въ четыреугольнике взаимно делятся пополамъ, то онъ есть 
нараллелограмъ.
80. Если прямая, соединяющая противоположные углы параллелограма делитъ эти 
углы пополамъ, то все стороны въ параллелограме равны.
81. Чрезъ данную точку провести такъ прямую, чтобы отрезокъ ея заключенный 
между двумя параллельными лишями былъ данной величины?
S2. Прямыя, равноделяпця углы при какой нибудь изъ сторонъ параллелограма, 
перпендикулярны.
83. Прямыя,1 равноделяпуя противоположные у)’.чы параллелограма или иараллельны 
и л и  совпадаютъ.
84. Е с л и  въ  параллелограме д1агонали равны, то и все его углы равны.
85. Найти такую точку, чтобы перпендикуляры опущенные изъ нея на две данныя 
прямыя были равны двумъ даннымъ прямымъ? Сколько есть такихъ точекъ?
S6. Провести прямую, которая бы была равна данной прямой, параллельна другой 
прямой и заключалась между двумя данными прямыми?
87. На сторонахъ АВ, ВС  и CJD параллелограма ABOD  построены равносторон- 
Hie треугольники, такъ что вершины треугольниковъ, построенныхъ на AJB и CD лежатъ 
вне параллелограма, а треугольника по строен наг о на ВО, внутри параллелограма, пока­
зать что разстояше вершинъ перваго и третья го отъ втораго равны дхагоналямь паралле­
лограма.
88. Если уголъ въ параллелограме будетъ увеличиваться, а величина сторонъ оста-
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ваться безъ изменешя, то д!агональ параллелограма, проходящая чрезъ вершину увеличи­
вающегося угл.ч будетъ уменьшаться.
89. Три точки А, В, С лелсатъ на одной прямой лиши и при томъ такъ, что 
А В = В С , показать, что сумма перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ точекъ А  и С, на ка­
кую нибудь прямую, не проходящую между точками А  и С, будетъ равна удвоенному 
перпендикуляру, опущенному пзъ точки В на туже прямую.
90. Если изъ вершинъ угловъ параллелограма опустимъ перпендикуляры на какую 
нибудь прямую, проходящую вне параллелограма, то сумма перпендикуляровъ, опущен­
ныхъ изъ двухъ противоположныхъ угловъ будетъ равна сумме перпендикуляровъ, опу- 
щенныхъ изъ остальныхъ'двухъ противоположныхъ угловъ.
91. Если въ шестисторонней фигуре протйвоположныя стороны равны и парал­
лельны, то три прямыя, соединяются вершины противоположныхъ угловъ, будутъ пересе­
каться въ одной точке.
92. Между двумя данными прямыми АВ  и АС дана точка JE?, требуется провести 
чрезъ эту точку такъ прямую, чтобы ея отрекокъ, заключенный между прямыми АВ  и АС 
въ точке Е  делился пополамъ?
93. Въ данный ромбъ вписать другой ромбъ, такъ чтобы одна изъ вершинъ угловъ
•  .
вписаннаго ромба делила сторону ромба пополамъ?
94. Стороны АВ  и CD параллелограма ABCD  въ точкахъ Е  и F  разделены по­
   *
поламъ, показать, что прямыя B E  и B F  делятъ д!агональ АС на три равныя части.
4
Отъ 35 до 45.
95. Въ четыреугольнике ABCD стороны ВС и A D  параллельны, показать, что 
если чрезъ средину стороны DC проведемъ прямую параллельно стороне АВ, то обра­
зуется параллелограмъ, коего площадь будетъ равна площади данной фигуры ABCD.
96. Въ четыреугольнике ABCD  сторона ВС \\ AD, точка Е  есть средина стороны 
DC, показать, что треугольникъ А Е В  равенъ половине четыреугольника ABCD.
97. Показать что всякая прямая, проходящая чрезъ точку пересечешя д1агоналей, 
делится этой точкой и сторонами параллелограма пополамъ.
98. Чрезъ данную внутри параллелограма точку провести прямую такъ, чтобы она 
разделила параллелограмъ пополамъ?
99. Построить ромбъ равный данному параллелограму?
100. Если два треугольника имеютъ по две равныя стороны, каждая каждой, и если 
сумма угловъ, заключенныхъ между равными сторонами треугольниковъ, равна 2 d ,  то 
площади треугольниковъ равны.
101. Прямая, встречающая стороны AD  и ВС въ точкахъ Е  и F, параллелограма 
ABCD, делитъ его пополамъ, показать, что треугольники E B F  и CED равны.
102. Показать, что четыре треугольника, на которые делится параллелограмъ его
д1агояалями, равномерны:
103. Две прямыя АВ  и CD пересекаются въ точке Е, /\A E C —/\^BED, показать
что ВС | j A D ?
104. Въ параллелограме ABCD  чрезъ точку Р  на д1агонали В Т  проведены пря­
мыя РА  и РО , показать что Д Р А В =  Д РСВ?
105. Если построимъ треугольникъ, лмеющш две стороны равныя д1агоналямъ, ка­
кого нибудь, четыреугольника, и уголъ, заключенный между этими сторонами, равенъ од­
ному изъ угловъ между /йагоналями, то площадь построеннаго треугольника будетъ равна
пющадн четыреугольника.
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106. Прямая, соединяющая средины двухъ сторонъ, какого нибудь, треугольника, 
параллельна третьей его стороне.
j
107. Прямыя, соединяющая средины смежныхъ сторонъ, какого нибудь четыреуголь- 
ника, образуютъ нараллелограмъ.
108. Точки D  и Е  суть средины сторонъ АВ  и АС треугольника АБС, прямыя 
CD и B E  пересекаются въ точке F, показать, что треугольникъ BFC равенъ четыр. у­
гольнику ADFE. .
109. Прямая, делящая две кашя нибудь стороны треугольника, равна половине 
третьей стороны. ‘
110. Ыа основан1н АО треугольника ABC взята, какая нибудь, точка Z>; A D , DC, 
АВ, ВС  въ точкахъ Е, F, G, Н  разделены пополамъ, показать, что EG равна и па­
раллельна FH.
I  •
111. Даны средины сторонъ треугольника, построить треугольникъ?
112. Если соединимъ средины двухъ сторонъ, какого нибудь треугольника, то отде­
ленный треугольникъ будетъ равенъ четверти ц^лаго.
113. Стороны АВ  и АС треугольника ABC  въ точкахъ Е  и F  разделены попо­
ламъ; изъ вершины А  опущенъ перпендикуляръ на сторону ВС и встречаетъ ее въ точк’Ь
D, показать что /_FD E—/_BAC  и что четыреугольникъ AFDE  равенъ половине треу­
гольника ABC.
114. Два равномерные треугольника построены на одномъ основанш съ противопо- 
дожныхъ сторонъ, показать, что основаше или его продолжеше делитъ пополамъ прямую, 
соединяющую вершины треугольниковъ. .
115. Три совершенно равные параллелограма помещены на одной прямой равными 
сторонами такъ что составляютъ одинъ нараллелограмъ; концы основашя перваго изъ
N  .
нихъ соединены съ концами противоположной стороны третьяго, показать, что параллело- 
грамъ образованный такимъ образомъ отд'Ьляетъ отъ втораго часть равную половине|каж- 
даго изъ нихъ.
116. A BCD есть параллелограмъ; изъ точки D  проведена, какая нибудь прямая 
DFG, встречающая ВС въ точке F, а продолжеше АВ  въ точке G\ проведены прямыя 
A F  и CG, показать, что / \A B F =  Д  CFG.
117. Данъ треугольникъ ЛВС, построить треугольникъ, котораго бы площадь, была 
равна площади даннаго треугольника и котораго бы основашемъ была данная прямая 
AD, совпадающая съ АВ? •
118. Данъ треугольникъ ABC, построить треугольникъ, котораго бы площадь была 
равна площади даннаго треугольника, и который бы имелъ вершину въ данной точке на 
прямой ВС, и основаше на стороне АВ?
119. Данъ четыреугольникъ ABCD, построить другой равный по площади съ дан- 
нымъ, имеющш АВ  одной стороной, а другого стороной была бы прямая, проведенная 
чрезъ данную точку на CD, параллельно АВ?
120. Данъ четыреугольникъ ABCD , построить треугольникъ, котораго бы основаше
«
было на прямой АВ, вершина въ данной точке Р  на CD и котораго бы площадь была 
равна площади даннаго четыреугольника?
121. Данъ треугольникъ ABC, построить треугольникъ, коего бы площадь была 
равна площади даннаго треугольника, коего основаше было на прямой АВ, а вершина въ 
данной точке прямой*параллельной .4.23?
122. Данный треугольникъ разделить пополамъ прямою проведенную чрезъ данную 
точку на одной изъ сторонъ?
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123. Разделить пополамъ, данный четыреугольникъ, прямо» проходящего чрезъ 
данную вершину угла четыреугольника?
124. Если чрезъ. точку О, находящуюся внутри параллелограма ABCD  проведены 
дв'Ь прямыя параллельно сторонамъ, и если параллелограмы ОВ и OD равны, то точка О 
находится на дхагонали АС. . ■
Отъ 46 до 4S.
125. На сторонахъ АС  и ВС треугольника ABC  построении квадраты ACDE  и 
BCFJEL, показать, что прямыя A F  и BD  равны.
126. Квадратъ построенный на стороне треугольника, противолежащей острому 
углу, меньше суммы квадратовъ построенныхъ на сторонахъ составляющихъ острый уголъ.
127. Квадратъ, построенный на стороне треугольника, противолежащей тупому 
углу, больше суммы квадратовъ построенныхъ на сторонахъ, составляющихъ тупой уголъ.
128. Если квадратъ, построенный на стороне треугольника меньше суАшы квадра­
товъ построенныхъ на остальныхъ сторонахъ, то уголъ, составленный этими сторонами бу­
детъ острый; а если больше, то тупой. .
129. Въ прямоугольномъ треугольнике проведена прямая параллельно гипотенузе, 
точки пересечешя этой прямой съ катетами соединены съ вершинами, противолежащихъ 
угловъ, показать, что сумма квадратовъ, построеныхъ на этихъ прямыхъ, равна сумме 
квадратовъ построенныхъ на гипотенузе и на проведенной прямой параллельно гипотенузе.
130. Если, какую нибудь точку Р  соединимъ съ вершинами А, В , С, D  прямоу­
гольника, то сумма квадратовъ, построенныхъ на РА  и PC равна сумме квадратовъ, по­
строенныхъ на РВ  и PD.
131. Если въ прямоугольномъ треугольнике квадратъ построенный на одномъ изъ 
катетовъ равенъ трижды взятому квадрату построенному на другомъ катете, и если изъ 
вершины прямого угла проведены две прямыя одна къ средине гипотенузы, а другая пер­
пендикулярно гипотенузе, то эти прямыя делятъ прямой уголъ на три равныя части.
132. Если въ треугольнике уголъ А  прямой, а прямыя B E  и CF соединяютъ вер­
шины В  и С съ срединами Е  и F  катетовъ, то четыре раза взятая сумма квадратовъ 
построенныхъ на B E  и CF равна пять разъ взятому квадрату построенному на ВС.
133. На гипотенузе ВС и катетахъ СА и АВ  построенны квадраты BDEC , A F  и 
АСг, показать, что сумма квадратовъ построенныхъ на DGr и E F  равна пять разъ взя­
тому квадрату, построенному на гипотенузе ВС.
СмЗгшанныя задачи и теоремы на вс& предложешя I-й книги.
134. Внутри треугольника ABC взята точка Р , показать, что:
АР-ь-ВР+СР<АВ+ВС-\-СА
135. Изъ центровъ А  и В  двухъ круговъ проведены параллельные рад1усы А Р  и 
BQy прямая PQ встречаешь круги еще въ точкахъ В  и S, показать, что AJR\\BS.
■ 136. Если возьмемъ внутри параллелограма, какую нибудь точку и соединимъ ее
съ концами противоположныхъ сторонъ, то полученные, такимъ образомъ, треугольники 
будутъ составлять половину параллелограма.
137. Если четыреугольникъ одною д1агоналыо делится пополамъ, то вторая д1аго- 
наль делится первою пополамъ. *
138. Четыреугольникъ* который обеими д1агоналями делится пополамъ, есть па-
раыелограмъ.
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139. Если въ 5 пред. 1 кн. равныя стороны треугольника продолжить въ вершин#, а 
не ниже основашя, то 15 пред. 1 кн. можно доказать, основываясь на предложешяхъ .не 
дальше 5-го.
140. Дана точка А  вне данной прямой и точка В на прямой, найти третью точку 
Р  на прямой, такую, чтобы сумма АРч-РВ  была данной длины?
141. Если изъ какой нибудь точки на стороне равнобедреннаго треугольника про­
ведемъ прямую, которая бы, встречая продолжеше другой равной стороны, делилась 
основашемъ пополамъ, то сумма прямыхъ, заключенныхъ между вершиною и точками 
встречи, проведенной прямой, съ равными сторонами треугольника, равна сумм# об&ихъ 
равныхъ сторонъ.
142. Изъ всйхъ параллелограмовъ, которые можно составить изъ д!агоналей данной 
длины наибольший есть ромбъ.
143. Показать на основанш предложенш 18 и 32, кн. 1, что, если гипотенузу ВС 
црямоугольнаго треугольника ЛВС въ точке D  раздЗзлимъ пополамъ, то A D—BD=CD.
144. Если две равныя прямыя пересекаются подъ прямымъ угломъ, то четыреуголь- 
никъ, составленный, соединяя ихъ концы, равенъ половине квадрата, построеннаго на од­
ной изъ этихъ прямыхъ.
145. Вписать въ треугольникъ нараллелограмъ такъ, чтобы его д1агонали иересека- 
лись въ данной точке внутри треугольника?
146. Построить треугольникъ по данному основашю, разности сторонъ и разности 
угловъ при основанш? .
147. АВ  и АС суть две данныя прямыя линш, требуется на AD  найти такую 
точку Р, что если опустимъ перпендикуляръ PQ на АС, то чтобы сумма А Р  + AQ была 
равна данной прямой линш.
148. Разстояше вершины треугольника отъ средины основашя> равна, больше или 
меньше половины основашя; смотря потому будетъ ли въ треугольнике въ вершине уголъ
прямой, острый или тупой.
149. Если на сторонахъ квадрата возьмемъ точки все въ равномъ разстоянш отъ 
вершинъ угловъ и соединимъ эти точки прямыми, то полученный четыреугольникъ будетъ 
также квадратъ.
150. На данной прямой, какъ на основанш, построить треугольникъ но данной раз­
ности сторонъ и точке чрезъ которую должна проходить одна изъ сторонъ?
151. Въ треугольнике ABC, АВ>АС, уголъ А  разделенъ пополамъ прямою, кото­
рая встречаетъ ВС въ точке D, показать, что BD>CD?
152. Если въ треугольнике одинъ изъ угловъ равенъ утроенному другому углу, то 
треугольникъ можно разделить на два равнобедренные треугольника.
. 153. Въ равнобедренномъ треугольнике ABC одна изъ равныхъ сторонъ, напри-
м&ръ АВ, въ точке D  разделена пополамъ и продолжена ниже основашя до точки Е  
такъ, что АВ—ВЕ, точки D  и Е  соединены съ точкою С прямыми ЕС  и ED , пока­
зать, что EC=2ED.
154. Найти геометрическое м^сто точки, которой бы разстояше отъ одной данной 
точки было равно двойному ея разстоянш отъ другой данной точки?
155. Прямая АВ  въ точке С разделена пополаагь, на АС и СВ какъ на д!агона- 
ляхъ построены параллелограмм ADCE  и CFBG, на смежныхъ сторонахъ СВ и CF, 
СЕ и CG построены параллелограмм CDLF  и CGME, показать что д1агонали LC и СМ 
этихъ последнихъ параллелограмовъ составляютъ одну прямую линш.
156. ABCJD есть прямоугольникъ, коего углы А  и С суть противоположные, Е  ка-
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кал нибудь точка на стороне ВС, F  также какая нибудь точка на стороне CD, пока­
зать, что дважды взятая площадь треугольника A E F  вместе съ прямоугольвикомъ BE.D F  
составляетъ площадь всего прямоугольника ABCD.
157. Два треугольника ABC  и DBC  построены на одномъ основанш ВС, сторона 
А В = А С , кругъ, проходящщ чрезъ точки С и D, имеетъ центръ Е  на АС или на ея 
продолжены; кругъ, проходящщ чрезъ точки В  и D, имеетъ центръ F  на ВА  или на ея 
продолжены, показать, что вь четыреугольнике A E D F  сумма двухъ его сторонъ равна 
сумме другихъ двухъ сторонъ. .
158. Даны дв'Ь прямыя АВ  и АС, требуется найти па АВ  такую точку Р , чтобы 
перпендикуляръ, опущенный изъ нея на АС былъ меньше прямой АТ? на данную длину.
159. Показать, что протйвоположныя стороны равноугольнаго шестиугольника па­
раллельны и что сумма двухъ какихъ нибудь смежныхъ сторонъ, равна сумме сторонъ, 
которымъ эти последшя параллельны?
160. На стороне ВС, какъ на гипотенузе, квадрата BDEC, построимъ, какой ни­
будь, прямоугольный треугольникъ ABC , изъ вершинъ D  и Е  квадрата опущены на АС 
и АВ  перпендикуляры D M  и EN, показать, что А М = А В  и A N =A C .
161. Даны две прямыя АВ  и АС и дана точка Р , требуется чрезъ точку Р  про­
вести прямую такъ, чтобы треугольникъ, составленный ею съ прямыми А В  и АС былъ 
наименьшш?
162. Въ треугольнике уголъ С прямой; требуется провести прямую, параллельно 
данной прямой, такъ, чтобы части ея заключенныя между сторонами прямаго угла С и ги­
потенузою АВ  были равны? .
163. Въ равнобедренномъ треугольнике ABC  уголъ при вершине В  равенъ четы­
режды взятому углу при основанш, сторона АВ  продолжена до точки D  такъ, что 
B D = 2A B , точка D  соединена съ точкою С, показать, что треугольники ACD  и ABC 
равноугольны.
164. Чрезъ точку К  внутри параллелограма ABCD  проведены прямыя параллельно 
сторонамъ, показать, что разность параллелограмовъ, коихъ КА  и КС  суть д1агонали, 
равна дважды взятому треугольнику BKD.
165. Построить прямоугольникъ, по данному катету и разности между гипотену­
зою и другимъ катетомъ?
166. Въ треугольнике ABC  проведены прямыя AD  и BE, деляпця стороны ВС 
и АС  въ точкахъ D  и Е  пополамъ, эти прямыя пересекаются въ точке G, показать, 
что AG=2DG.
167. Въ прямоугольномъ треугольнике ВАС  прямой уголъ разделенъ прямою АЕ  
пополамъ, изъ средины D  гипотенузы ВС возставленъ перпендикуляръ, который встречается 
съ равноделящею А Е  въ точке Е, показать что A D—DE.
168. На д!агонали АС квадрата ABCD  построимъ ромбъ AEFC, коего площадь 
равна площади квадрата, и коего вершина остраго угла находится въ точке А, показать, 
что если проведемъ AF, то уголъ ВАС разделится на три равныя части.
169. Даны две перпендикулярныя прямыя АВ  и AC, D  какая нибудь точка на 
нрямой АВ, Е  какая нибудь точка на АС, на DE, какъ на д1агонали, построимъ по­
ловину квадрата, коего вершина есть G, показать, что геометрическое место точекъ, но- 
строенныхъ подобно точке G, есть равноделящая уголъ ВАС. .
170. Показать, что площадь квадрата есть наибольшая изъ всехъ параллелогра­
мовъ, имеющихъ одинъ периметръ.
171. Вписать, въ данный квадратъ, квадратъ данной величины?
]
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172. Въ треуголышк-fe ABC, A D— |  АВ  и АЕ— |  AC; CD и B E  пересекаются въ 
точке .F, показать, что Д B F C = \  /\ВАСж что четыреугольникъ AD EF— Д CFE— Д BDF.
173. Въ треугольнике АСВ уголъ С прямой; уголъ А  разделенъ пополамъ пря­
мого, которая встречаетъ ВС въ точк& D  и уголъ В  разделевъ^пополамъ прямою, кото­
рая встречаетъ АС въ точке Е; A D  и B E  пересекаются въ точке О, показать, что 
треугольникъ АОВ равенъ половине четыреугольника ABDE. .. -
174. Показать, что равностороншй треугольникъ не можетъ быть разделенъ прямою 
на такля две части которыя бы совмещались. *;
175. Параллелограмы ABCD и ACED построеныдна равныхъ основашяхъ ВС и 
СЕ и между одними параллельными AD  и B E , прямыя BD  и А Е  пересекаются въ точке 
F , показать, что BF—2DF. .
176. На сторонахъ АС и ВС треугольника ABC построены пар&ллелограмы 
AFGC и СВКЩ FG и К Н  пересекаются въ точке L , которая соединена съ С, чр^яъ 
А  и В  проведены прямыя AD  и B E  параллельно СЪ и встречаютъ FG к КН  въ точ­
кахъ D  и Е, показать, что ADEB  есть нараллелограмъ, который равенъ сумме паралле­
лограмовъ FC и СК.
177. Если въ четыреугольнике две стороны параллельны, то прямая, проведенная 
параллельно этимъ сторонамъ, чрезъ пересечете д1агоналей делится въ этой точке попо­
ламъ.
178. Два треугольника построены на одномъ основанш и между одними параллель­
ными лишями, показать, что ихъ стороны отсекаютъ равныя части отъ всякой' прямой, про­
веденной параллельно основанш.
179. Если въ прямоугольномъ треугольнике ABC уголъ А  прямой, сторона АС=2АВ,
то /_1
180. Разделить параллелограмъ прямыми, проходящими чрезъ одну изъ вершинъ его, 
на три равныя части?
181. Треугольникъ А Н К  есть разностороншй; ABCD ромбъ, коего сторона равна 
стороне треугольника, а стороны ВС и CD проходятъ чрезъ точки Н  и К, показать, что 
уголъ А  ромба есть d.
182. Чрезъ данную точку на стороне треугольника провести две прямыя такъ, чтобы 
оне разделили треугольникъ на три равныя части?
183. Если въ пред. 35, кн. 1, проведемъ по д1агонали въ каждомъ параллелограме 
изъ концевъ основашя, точку пересечешя этихъ д!агоналей соединимъ съ точкою пересече- 
шя сторонъ или ихъ продолжешй, то проведенная прямая разделить основаше пополамъ.
184. Если на двухъ сторонахъ треугольника построимъ, каше нибудь параллелограмы, 
то сумма ихъ площадей будетъ равна площади параллелограма, коего основаше есть третяя 
сторона, а друпя стороны равны и параллельны прямой соединяющей верпшйу треугольника 
съ точкою пересечешя сторонъ двухъ первыхъ параллелограмовъ.
Книга II.
Отъ 1 до 11.
•  •
.. 185. Прямая лишя разделена на две части, показать, что если дважды взятый пряяоу- '
гольникъ построенный на частяхъ равенъ сумме квадратовъ, построенныхъ на тЬхъ же
частяхъ, то прямая разделена на две равныя части.
186. Разделить прямую на татя две части, чтобы площадь прямоугольника, построен- 
наго на этихъ частяхъ была наибольшая?
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187. Построить прямоугольникъ. коего бы площадь была равна разности площадей
двухъ данныхъ квадратовъ? ' ;
188. Разделить прямую на таюя дв’Ь части, чтобы сумма квадратовъ построенныхъ
на этихъ частяхъ была наименьшая?
189. Показать, что квадратъ построенный на сумм-Ь двухъ прямыхъ съ квадра-гомт, 
построеннымъ на разности гЬхъ же прямыхъ равны дважды взятой суммй квадратовъ по­
строенныхъ на каждой прямой.
190. Разделить данную прямую на татя двгЬ части, чтобы сумма квадратовъ, по- \ 
строенныхъ на нихъ, была равна данному квадрату?
191. Разделить данную прямую на татя* дв'Ь части, чтобы квадратъ, построенный 
на одной изъ нихъ, былъ равенъ дважды взятому квадрату построенному на другой?
л
192. Е сш  въ пред. 11, кн. 2, СН продолжить такъ, чтобы СИ встретила B F  въ 
точкй X, то прямыя СЪ и B F  перпендикулярны.
193. Въ томъ же предложети, если прямыя B E  и СИ встречаются въ точк£ О, то 
АО и CL перпендикулярны.
194. Показать, что если прямая разделена на части, какъ въ пред. 11, кн. 2, то 
прямоугольникъ, построенный на сумм4 и разности частей, равенъ прямоугольнику построен­
ному на частяхъ.
Отъ 12 до 14. •
195. Квадратъ построенный на основанш равнобедреннаго треугольника равенъ 
дважды взятому прямоугольнику построенному на одной нзъ равныхъ сторонъ и на сумый
той же стороны съ отрЪзкомъ заключеннымъ между вершиною угла противолежащаго осно- . 
вашю, и основашемъ перпендикуляра опущеннаго изъ конца другой равной стороны на 
первую.
«
196. Во всякомъ треугольник!; сумма квадратовъ, построенныхъ на двухъ сторонахъ 
равна дважды взятому квадрату построенному на половшгЬ третьей стороны съ дважды взя- 
тымъ квадратомъ построеннымъ на прямой, соединяющей вершину противолежащую третьей 
сторон^ съ срединою этой стороны.
197. Въ треугольник^ ABC  сторона А В =А С , если АВ  продолжимъ ниже основа- 
шя до точки D , такъ чтобы AB—BD, то квадратъ построенный на CD будетъ равенъ 
суммй квадрата на АВ  съ дважды взятымъ квадратомъ на В С.
198. Сумма квадратовъ построенныхъ на сторонахъ параллелограма равна сумм£ 
квадратовъ построенныхъ на д1агоналяхъ.
„ _ j
. 199. Данное основаше треугольника делится центромъ даннаго круга пополамъ, если
вершина треугольника лежитъ на окружности, то сумма квадратовъ построенныхъ на сто- 
ронахъ треугольника будетъ величина* постоянная.
• 200. Во всякомъ четыреугольника сумма квадратовъ построенныхъ на д!агопаляхъ
равна дважды взятой сумм!» квадратовъ построенныхъ па прямыхъ соедиияющихъ средины 
противоположныхъ сторонъ. . .
201. Если изъ точки пересйчешя дгаметровъ параллелограма, какъ изъ центра опи- ‘ 
сать кругъ, то сумма квадратовъ построенныхъ на прямыхъ, соедиияющихъ, какую иибудь
точщ окружности съ вершинами параллелограма есть величина постоянная.
. . •
202. Сумма квадратовъ, построенныхъ на сторонахъ четыреугольника, больше суммы 
квадратовъ, построенныхъ на даагоналяхъ,"на четырежды взятый квадратъ, построенный на
прямо!, соединяющей средины д1агоналей.
. _ •  •
203. На дааметр4 АВ  круга взяты дв!) точки С и D  равноотстоятщя отъ центра,
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изъ какой нибудь точки Е  окружности проведены прямыя E D  и ЕС, показать,- что сумма 
квадратовъ на ЕС и E D  равна сумм!; квадратовъ на АС и AD.
204. На основашй ВС треугольника ввята точка D  такъ, что сумма квадратовъ на 
АВ  и B D  равна сумм-Ь квадратовъ на АС и CD, показать, что средина прямой AD  равно 
отстоитъ ОТЪ В  И' С.
205. Квадратъ, построенный па какой нибудь прямой, соединяющей вершину равно­
бедреннаго треугольника съ основашемъ, больше квадрата построеннаго на сторонЬ, на 
прямоуголышкъ изъ отрезковъ основашя.
20G. На гипотенуз!; ВС прямоугольиаго треугольника ABC  построенъ квадратъ 
BDEC,  показать, что сумма квадратовъ па D A  и АС равна суммй квадратовъ на ЕА  и АВ.
207. Въ треугольник!; ABC, уголъ С прямой, изъ точки D  на АС  проведенъ пер­
пендикуляръ D E  къ АВ , показать, что прямоугольникъ АВ.A E —AC.AD.
208. Если чрезъ вершину одного изъ угловъ равносторонняго треугольника проведемъ 
прямую, которая бы пересЬкла продолжеше противоположной стороны и при томъ такъ, что 
прямоугольникъ, построенный на сторон!; съ ея продолжешемъ и на продолженш, былъ бы 
равенъ квадрату построенному на сторон!; треугольника, то квадратъ, построенный на про­
веденной чрезъ вершину угла прямой, будетъ равенъ удвоенному квадрату построенному на 
сторон!; треугольника.
209. Въ треугольник!; ABC, углы В  и С острые, если Е  и F  суть точки въ коте- 
рыхъ перпендикуляры, опущенные изъ противоположныхъ угловъ на стороны АС и. АВ  ихъ 
нересЬкаютъ, то квадратъ на ВС  равенъ сумм!; прямоугольниковъ AB.BF  и AC.CF.
210. Разделить данную прямую на таыя двг£ части, чтобы прямоугольникъ, построен­
ный на нихъ былъ равенъ квадрату, построенному на данной прямой, которая меньше по-
•  •  *  .  - • .
ловины прямой, которую требуется разделить? • '
См&шанныя задачи и теоремы на вей предложеш я П -й книги.
211. Продолжить одну изъ сторонъ даннаго треугольника такъ, чтобы прямоуголь­
никъ построенный на сторон!» и ея продолженш, былъ равенъ разности квадратовъ, по­
строенныхъ на другихъ сторонахъ? .. :
212. Продолжить данную прямую такъ, чтобы сумма квадратовъ на данной прямой и 
на ея продолженш была равна дважды взятому прямоугольнику, построенному на прямой съ
продолжешемъ и на продолженш? . * л  .
3 •  .  •  *  -
213. Продолжить данную «прямую такъ, чтобы сумма квадратовъ, построенныхъ на 
данной прямой и на данной прямой съ продолжешемъ, была равна дважды взятому прямоу- . 
гольнику, построенному на прямой съ продолжешемъ и на продолженш? ц
214. Продолжить данную прямую такъ, чтобы прямоугольникъ, построенный на дан­
’  "  ч
пой прямой съ продолжешемъ и на продолженш, былъ равенъ квадрату .построенному на
данной прямой? .  ̂ ’
•  *  *
215. Построить равнобедренный тупоугольный треугольникъ такой, чтобы квадратъ,
. . ’  ‘ ч  -  *  *  *
построенный на наибольшей сторон!;, былъ равенъ трижды взятому квадрату, .построенному 
на одной изъ равныхъ сторонъ? -
216. Найти тупой уголъ треугольника, когда квадратъ, построенный на сторон^, про­
тиволежащей тупому углу больше суммы квадратовъ изъ сторонъ, заключающихъ тупой 
уголъ, на прямоугольпикъ, построенный на сторонахъ?
•  Л  *  •
217. Построить прямоуголышкъ равный данному квадрату, когда сумма -смежныхъ 
сторонъ прямоугольника данной величины. • 4
• J* VV
о
218. Построить прямоугольникъ равный данному квадрату, когда разность смежныхъ 
' сторонъ прямоугольника равна данной величине?
219. Наименыпш квадратъ, вписанный въ данный квадратъ будетъ тотъ, который 
равенъ половине даннаго квадрата?
220. Разделить данную прямую на две части такъ, чтобы суммаквадратовъ построен- 
ныхъ на целой прямой и на отрезке, была равна удвоенному квадрату на другомъ отрезке?
221. Два прямоугольника имеютъ равныя площади и равные периметры, показать, 
что OH’fe равны во всехъ своихъ частяхъ.
222. ABCD  есть прямоугольникъ, точка Р  такъ взята, что PA-i-PC—PB-t-PD, по­
казать, что геометрическое м4сто точки Р .есть дв’Ь прямыя, проведенныя чрезъ центръ 
прямоугольника параллельно его сторонамъ.
Книга Ш.
Отъ 1 до 15.
223. Йзъ данной точки какъ изъ центра описать кругъ, который бы проходилъ чрезъ 
концы дааметра даннаго круга?
224. Показать, что перпендикуляры, возставленпые изъ срединъ сторонъ четыреу- 
гольнйка, вписаннаго въ круге, пересекаются въ постоянной точке?
225. Если р г  круга пересекаются, то, две кашя нибудь, параллельныя, нроведенныя 
чрезъ точки пересечешя круговъ, равны,
226. Два круга, коихъ центры суть i  и В , пересекаются въ точке О, чрезъ С про­
ведены две хорды DGE  и FCG одинаково наклоненныя къ АВ  и оканчивающаяся на кру- 
гахъ, показать, что D E = F G .
227. Чрезъ одну изъ точекъ пересечешя, двухъ данныхъ круговъ, провести наиболь­
шую прямую, заключенную кругами? .
228. Если изъ какой нибудь точки на д1аметре круга проведемъ прямыя, къ оконеч- 
ностямъ параллельной ддаметру хорды, то сумма квадратовъ, построенныхъ на этихъ пря­
мыхъ, равна сумме квадратовъ, построенныхъ на отрезкахъ диаметра.
229. Даны вне круга PQR две точки А  ж В\ найти такую точку на окружности 
круга, чтобы сумма квадратовъ, построенныхъ на А Р  и В Р  была наименьшая?
• 230. Если два каюе нибудь круга^касаются, то оконечности двухъ, какйхъ нибудь 
параллельныхъ д1аметровъ и точки касашя круговъ лежатъ на одной прямой линш.
' • 231. Въ какомъ нибудь круге на его рад1усе, какъ на дааметре, описанъ другой
кругъ и проведены две хорды болыпаго круга, одна перпендикулярно общему д1аметру кру-
■ г
га чрезъ центръ меныпаго круга, а другая чрезъ точку пересечешя первой хорды съ ма- 
лымъ кругомъ перпендикулярно къ первой хорде, показать, что отрезки одной хорды равны 
отреэкамъ другой, каждый каждому.
232. Чрезъ данную точку внутри круга провести наименьшую хорду?
283. Если О есть центръ какого нибудь круга, а Р  какая нибудь точка на окруж-
•  *  •  .1 .
ностй, PIT перпендикуляръ изъ точки Р  на данный д1аметръ, то прямая, равподелящая
уголъ OPN  всегда проходить чрезъ одинъ или другой конецъ д1аметра перпендикулярно къ
данному дааметру. .
- * # л
234. Три круга касаются внешне въ точкахъ А , В , G, изъ точки А  прямыя АВ  и 
АС продолжены до встречи съ кругомъ ВС въ точкахъ D  и Е, показать, что D E  есть
v *—Л *  Л* ' . . . .





235. На сторонахъ, какого нибудь четыреугольника, какъ на д1аметрахъ, описаны 
круги, показать, что общая хорда двухъ смежныхъ круговъ параллельна общей хордй двухъ 
другихъ круговъ. .
236. Описать кругъ, который бы касался даннаго Округа, иМЗ>лъ бы свой центръ на 
данной прямой и проходилъ бы чрезъ данную точку на данной прямой?
Отъ 16 до 19.
287. Показать, что изъ данной точки внЗ> круга можно провести дв4 касательныхъ 
къ кругу и что он'Ь равны? ’
238. Провести касательную къ данному кругу, которая бы была параллельна дан­
ной прямой? -
239. Провести касательную къ данному кругу, которая бы была перпендикулярна къ 
данной прямой?
240. На продолженш д1аметра, даннаго круга, найти точку, изъ которой касатель­
ная, проведенная къ кругу, была бы данной длины?
241. Даны два концентричесше круга, показать, что всЬ хорды внЗзшняго круга, ка­
сающаяся внутренняго, равны?
242. Чрезъ данную точку провести прямую такъ, чтобы часть ея, отсекаемая хан* 
нымъ кругомъ, была данной длины не больше д1аметра круга?
243. Изъ концевъ диаметра, какого нибудь круга проведены дв4 касательныя, кото­
рыя отеЬкаютъ отъ третьей касательной часть АВ, если О есть центръ круга, то уголъ 
AOB=d.
244. Даннымъ рад1усомъ описать кругъ, который бы касался даннаго круга и даннъй 
прямой? -
' 245. Описанъ кругъ, касающШся даннаго круга и данной прямой, показать, что точкй
касашя находятся всегда на одной прямой, съ постоянною точкою на окружности даннаго 
круга. •
246. Провести касательною къ двумь даннымъ кругамъ? ■ .
247. Провести касательную къ данному кругу такъ, чтобы ея часть, отсеченная Дру- 
гимъ даннымъ кругомъ, была данной длины?
248. Провести прямую, отъ которой, два данные йрута, отсекали бы данныя длины?
249. Показать, что въ описанномъ около круга четыреугольник4, сумма двухъ сто­
ронъ равна суммй двухъ другихъ. ^
250. Показать, что исключая ромба, ни какой параллелограмъ не можетъ быть опи­
санъ около круга. -
. 251. Прямыя ЛИТ) и АСЕ  касаются круга въ точкахъ В  и С, если точки
w  -
такъ взяты, что BD —CJS, то прям ал D E  касается круга?
252. Если четыреугольникъ описанъ около круга, то сумма угловъ при центра/обра­
зу емыхъ прямыми, соединяющими съ центромъ концы п р о т и в о п о л о ж н ы е  сторонъ, равна
двумъ прямымъ угламъ. •
253. Два pafliyca круга проведены подъ прямымъ угломъ, будучи продолжены встр4- 
чаютъ прямую, которая касается круга, показать, что касательныя, проведенныя изъ точекъ 
пересЬчетя, продолженпыхъ радоусовъ съ касательною, будутъ параллельны.
254. Прямая лишя касается двухъ круговъ, показать, что ращсы круговъ, прове­
денные въ точки касашя, параллельны, что также параллельны хорды, соединяюпця точки 
касашя съ точками пересечешя круговъ съ прямою проходящею чрезъ центры.
255. Если два круга могутъ быть такъ описаны, чго касаются между собою и каж­
дый трехъ сторонъ четыреугольника, то разность суммъ противоположныхъ сторонъ равна 
двойной общей касательной, заключенной между сторонами четыреугольника.
256. Д1аметръ полукруга есть АВ, а центръ С, показать, что центръ О вписаннаго 
въ полукругъ круга находится въ равномъ разстоянш отъ центра С и отъ касательной къ 
полукругу параллельной д!аметру АВ.
257. Если изъ точки вне круга проведены две касательныя, то уголъ между ними 
вдвое больше угла заключеннаго хордою, соединяющею точки касашя и д1аметромъ, нрохо- 
дящимъ чрезъ одну изъ точекъ касашя.
258. Четыреугольникъ образованъ д1аметромъ круга, касательными изъ концевъ этого 
д!аметра и третьею касательною, показать, что площадь такого четыреугольника равна по­
ловине площади прямоугольника, построеннаго на д1аметр4 и на противоположной стороне 
четыреугольника.
259. Если въ четыреугольника, описаннаго около круга, две стороны параллельны, 
то прямая, проведенная чрезъ центръ круга, параллельно параллельнымъ сторонамъ четыреу­
гольника и оканчивающихся на другихъ двухъ сторонахъ, будетъ равна четвертой части 
всего периметра четыреугольника.
260. Описанъ рядъ круговъ, касающихся данной прямой въ данной ея точке, пока­
зать, что касательныя, проведенныя въ точкахъ пересечешя круговъ съ прямою параллель­
ною данной прямой, все касаются одного круга.
261. Изъ всехъ прямыхъ, которыя можно провести изъ двухъ данныхъ точекъ къ 
выпуклой части даннаго круга, наименьшая сумма двухъ будетъ въ той точке окружности 7
въ которой прямыя, проведенныя изъ данныхъ точекъ, составляютъ равные углы съ каса-
%
тельною въ этой точке.
262. Центръ даннаго круга есть С, СА одинъ изъ его рад!усовъ, В  точка на рад1усе 
перпендикулярномъ къ СА, соединимъ А съ В  и продолжимъ прямую АВ  до встречи съ 
окружностью еще въ точке D  и пусть касательная въ точке D  пересекаетъ 'ВС въ точке 
Е, показать, что ЪТ>Е есть равнобедренный треугольникъ.
263. Д1аметръ А В  круга продолженъ до точки Р  такъ, что А Р  равна рад!усу круга, 
чрезъ точку А  проведена касательная A E D , изъ точки Р , проведена касательная PEG, 
касающаяся круга въ точке С и пересекающая первую касательную въ точке Е, соеди­
нимъ В  съ С и продолжимъ ВС до встречи съ А Е  въ точке D, показать, что треуголь­
никъ DEC  равностороннш. .
I
Отъ 20 до 22.
_ 264. Проведены 'две касательныя АВ  и АС къ кругу и на окружности круга внутри
треугольника ABC  взята, какая нибудь точка D, показать, что сумма угловъ ABD  и AGD 
есть величина постоянная.
265. На окружностяхъ сегментовъ, описанныхъ на одной прямой АВ, взяты две, ка­
тая нибудь точки Р  и Q, углы PAQ и PBQ, прямыми АВ, и В В, пересекающимися въ 
точке JR, разделены пополамъ, показать, что уголъ АВВ  есть величина постоянная.
266. На прямой АВ  описаны два сегмента одного круга, % окружности одного изъ 
сегментовъ взята, какая нибудь точка Р , проведены прямыя А 1 . ’ и В PC, пересекаются 
окружность другаго сегмента въ точкахъ D  и С, проведены прямгт АС  и BD, пересекаю- 
шдяся въ точке Q, показать, что утолъ AQB есть величина по стол иная. .
267. Пусть АРВ  будетъ постоянная хорда, проходящая чрезъ точку Р  пересечешя
•  ■v.




чрезъ точку Р , показагь, что прямыя AQ и ЕВ, будучи продолжены, пересекаясь, обра- 
зуютъ постоянный уголъ. .
268. Въ треугольник^ АОВ на сторонахъ ОВ и О А взяты точки О и D  такъ, что 
ODC=/_OBA , показать, что около четыреугольника ABCD можно описать кругъ.
269. Въ четыреугольнике ABGD , вписанномъ въ кругъ, стороны АВ  и CD, будучи про­
должены встречаются въ точке О, показать, что треугольники АОС и JBOD равноугольны.
270. Показать, что изъ всехъ параллелограмовъ только прямоугольникъ можетъ быть 
вписанъ въ кругъ.
271. Треугольникъ вписанъ въ кругъ, показать, что сумма угловъ, въ трехъ внешнихъ 
треугольнику сегментах ^авна Ы.
272. Четыреугольникъ вписанъ въ кругъ, показать, что сумма угловъ, въ четырех*
• сегментахъ внешнихъ четыреугольнику, равна 6d.
273. Разделить кругъ на татйя две части, чтобы уголъ содержащейся въ одномъ сег- 
ментй, был равенъ дважды взятому углу въ другомъ сегменте? .
274. Разделить кругъ на таюя две части, чтобы уголъ, содержащейся въ одномъ 
сегмепте, былъ равенъ пять разъ взятому углу въ другомъ сегменте?
275. Если уголъ составленный, какой нибудь стороною четыреугольника и продолже­
шемъ его смежной стороны, равенъ противолежащему углу четыреугольника, то каждая изъ 
сторонъ четыреугольника стягиваетъ, въ вершинахъ противоположныхъ, углсзъ, равные углы.
276. Если две, кагая нибудь смежныя стороны шестиугольника, вписаннаго въ кругъ, 
параллельны противоположньшъ сторонамъ, то и остальныя стороны параллельны.
277. Взяты четыре точки А, В , О, D  на окружности круга, прямыя АВ и CD, бу­
дучи продолжены, пересекаются въ точке Р , а прямыя AD  и ВС въ точ::е Q, показать, 
что прямыя равнод'Ьляшдя углы АРС и AQC перпендикулярны между собою.
278. Если въ четыреугольнике, вписанномъ въ круге, проведемъ такую прямую, ко­
торая бы образовала съ парою противоположныхъ сторонъ равные углы, то она образуетъ 
равные углы и съ другою парою противоположныхъ сторонъ.
279. Около четыреугольника можетъ быть одинъ кругъ описанъ, а другой въ него 
вписанъ, показать, что прямыя, соединяющая противоположный точки касашя вписаннаго 
круга, перпендикулярны между собою.
.  Отъ 23 до 30.. -
280. Прямыя, соединяющая оконечности двухъ равныхъ хордъ, обращенныхъ въ одну 
сторону, параллельны.
281. Прямыя, соединяющая оконечности двухъ параллельныхъ хордъ, равны.
282. Общая хорда двухъ круговъ есть АВ , чрезъ какую нибудь точку С на одной 
изъ окружностей проведены прямыя CAD и СВЪ/, оканчивают, 1яся на другой окружности 
въ точкахъ D  и Е, показать, что длина дуги DJE неизменяется»
283. Чрезъ точку С на окружности круга проведены прямыя АСВ и DCE , встре­
чающая окружности еще въ точкахъ В  и Е, показать, что равноделяпця углы АСЕ  и 
DCB пересекаютъ окружности въ точкахъ равноотстоящихъ отъ В  и Е.
284. Равноделяпця углы внутреншй и противоположный внешшй, четыреугольника 
вписаннаго въ кругъ, пересекаются на окружности.
285. АВ  есть д1аметръ круга, D  данная точка на окружности, провести хорду D E  
такъ, чтобы дуга между хордою и д!аметромъ была равна три раза взятой другой.
286. Изъ концевъ А ж В  основашя треугольника ABC проведены прямыя, встре- 
чаюпця противоположныя стороны въ точкахъ Р  и Q подъ даннымъ угломъ, показать, что.
прямая PQ будетъ величина постоянная во всехъ треугольника&ъ, им&ющихъ основашемъ 
АВ  и тотъ же уголъ‘ 0.
*  ♦
287. Если два равные круга пересекаются и если чрезъ одну изъ точекъ пересбче-
щя проведемъ прямую, встречающую оба круга, то прямыя, соединяющая эти точки встречи, 
съ другою общею точкою обоимъ кругамъ, будутъ равны.
288. ОА, ОВ, ОС суть три хорда круга, /_АО В =^В О С , хорда ОА ближе къ 
центру нежели хорда ОВ. Изъ точки В  опущенъ перпендикуляръ на ОА и встречаетъ О А  
въ точке Р , а перпендикуляръ на ОС, будучи продолженъ, встречаетъ О А  въ точке О 
показать, что AP—CQ.
289. АВ  есть данный отрезокъ прямой, чрезъ точку А  проведены две прямыя 
одинаково наклоненныя къ АВ, какой нибудь кругъ, проходяшдй чрезъ А  ж В  пересекаетъ 
эти прямыя въ точкахъ L  и М. Показать, что если АВ  находится между A L  и AM, то. 
сумма AL-\-AM  есть величина постоянная, а если АВ  не находится между A L  и AM, 
то разность A L —A M  есть величина постоянная.
290. АОВ и COD суть два перпендикулярные д1аметра, Е  точка на дуге АС, а 
EFG- есть хорда, пересекающая COD въ точке F  и проведенная въ такомъ направлены, 
что Е Е  равна рад1усу круга. Показать, что дуга BG равна три раза взятой дуге АЕ.
291. Все прямыя, равноделяшдя углы прогиволежапце основашю всехъ треугольни­
ковъ, построенныхъ на одномъ основанш и по одну его сторону и коихъ углы противоле- 
жапце основашю равны, пересекаются въ одной точке.
292. Если два круга касаются внутренно, то каждая хорда болыпаго круга, касаю­
щаяся меныпаго, въ точке касашя делится на два отрезка, которыя въ точке касашя круга 
стягиваютъ равные углы.
На 31.
293. Построены прямоугольные треугольники на одной гипотенузе, показать, что 
вершины прямыхъ угловъ лежатъ на окружности круга, описаннаго на данной гипотенузе,
какъ на д1аметр:- .
294. Круги v.../icaim>ie на равныхъ сторонахъ равнобедреннаго треугольника, какъ
на дааметрахъ, пересекаются въ средине основашя.
295. НаибольшШ прямоугольникъ, какой можно вписать въ кругъ есть квадратъ.
296. Гипотенуза АВ, прямоугольнаго треугольника ABC, въ точке D  разделена по­
поламъ, изъ точки D  возставленъ перпендикуляръ F D E  къ АВ  и на немъ взяты точки F  
и Е  такъ, что AD ^=D F=D E, точки F  и Е  соединимъ съ точкою С, показать, что пря­
мыя CF и СЕ суть равноделяшдя углы АС В  и его дополнеше.
297. На стороне АВ, какого нибудь треугольника ЛВС, какъ на д1аметре описанъ 
кругъ, E F  есть д!аметръ этого круга параллельный стороне ВС, показать, что прямыя ЕВ  
и FB  суть равноделяшдя углы внутреннш и внешнш при В.
298. Если прямыя AD  и СЕ перпендикулярны къ сторонамъ ВС и АВ  треуголь­
ника ABC  и проведена'прямая DE, показать, что /_AD E—/_ACE .
299. Если два круга ABC  и ABD  пересекаются въ точкахъ А  и В  и проведены два
д1аметра АС и AD, показать, что прямая CD проходить чрезъ точку В.
300. Если О есть центръ круга, О А  рад1усъ на которомъ, какъ на д!аметре, опи­
санъ кругъ, то окружность этого круга будетъ делить все хорды болыпаго круга, проходя- 
Щ1я чрезъ точку А.
301. Описать кругъ, касающшся данной прямой въ данной точке, такъ, чтобы каса- 
тельныя проведенныя къ кругу изъ двухъ данныхъ точекъ на прямой были параллельны?
302. Описать кругъ даннымъ радхусомъ, такъ чтобы онъ касался данной прямой и
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чтобы две касательныя, проведенныя, изъ двухъ данныхъ, на данной прямой точекъ, были 
параллельны? ' .
303. Если изъ вершинъ угловъ при основанш какого нибудь треугольника, опустимъ 
перпендикуляры на противоположныя стороны или на ихъ продолжеше, если необходимо, то 
прямая, соединяющая точки ихъ встречи, будетъ делиться пополамъ перпендикуляромъ, опу- 
щеннымъ на нее изъ средины основашя.
304. Прямая AD  есть д!аметръ круга, В  и С точки на окружности по одну сторону 
A D , перпендикуляръ, опущенный изъ точки D  на продолжеше ВС пересекаетъ ее въ точке 
Е, показать, что:
E\AD =\3AB -h\3B C+nCD +2BC.CE
305. Прямая АВ  есть д!аметръ полукруга, Р  точка на окружности, РМ  перпенди­
куляръ на А В ; на AM  и ВМ  описаны, какъ на д1аметрахъ, полукруги, А Р  и В Р  пере- 
секаютъ эти полукруги въ точкахъ Q и В, показать, что QR будетъ общая къ нимъ каса­
тельная. -
306. Даны две прямыя АВ  и АС и даны на нихъ точки В я С. Изъ точки В  опу- 
щенъ перпендикуляръ B D  на АС, а изъ точки D  опущенъ перпендикуляръ B E  на АВ\ 
точно также изъ точки С, опущенъ перпендикуляръ CF на АВ, а изъ точки F  опущенъ 
перпендикуляръ FG  на АС, показать, что ЕбгЦВС.
307. Два круга пересекаются въ точкахъ А я В, изъ коихъ проведены хорды къ 
точке С, на одной изъ окружностей, будучи продолжены, если необходимо, пересекаютъ 
другую окружность въ точкахъ D  и Е, показать, что прямая D E  перпендикулярна къ 
д1аметру, проходящему чрезъ точку С, перваго круга. .
308. Если на гипотенузе и катетахъ, прямоугольного треугольника, будутъ построены 
квадраты, то прямая соединяющая точку пересечешя д1агоналей квадрата гипотенузы будетъ 
перпендикулярна къ прямой, соединяющей точки пересечешя д1агоналей квадратовъ на ка­
тетахъ. *
I
309. Центръ даннаго круга есть С, АС прямая меньше рад1уса круга, найти на ок­
ружности такую точку, чтобы уголъ, имеющШ вершину въ этой точке, а стороны стягивали 
АС, былъ бы наиболыпш?
310. Д1аметръ полукруга есть АВ, D ж Е, каия нибудь, на немъ точки. Проведемъ 
хорды AD  и BE, которыя пересекутся, будучи продолжены въ точке F, и хорды А Е  и 
BD, которыя пересекутся въ точке G, показать, что прямая FG перпендикулярна къ АВ.
311. Два равные круга касаются внешне, чрезъ точку касашя проведены по хорде 
въ каждомъ круге перпендикулярно одна другой, показать, что прямая, соединяющая концы 
встречи этихъ хордъ съ окружностями параллельна прямой, соединяющей центры круговъ.
312. На меньшей д1агонали ромба, какъ на д1аметре, описанъ кругъ, который пере­
секаетъ стороны, точки пересечешя соедипены на крестъ съ концами этой доагонали, по­
казать, что образованной такимъ образомъ параллелограмъ есть ромбъ, коего углы равны 
угламъ данного ромба.
313. Если две хорды круга пересекаются внутри или вне подъ прямымъ угломъ, 
то сумма квадратовъ на ихъ отрезкахъ равна квадрату д1аметра.
Отъ 32 до 34.
314. На окружности круга, коего центръ есть С, дана точка В , РА  есть касатель­
ная въ какой нибудь точке Р , которая пересекаетъ продолжеше прямой ВО въ точке А
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и проведемъ перпендикуляръ PD  къ ВС, показать, что прямая РВ  есть равно делящая 
уголъ A PD ,
315. Если два круга касаются, то всякая прямая, проходящая чрезъ точку касашя
отр&зываетъ отъ круговъ подобные сегменты.
316. АВ  есть хорда круга, и AD  касательная въ точке A. DPQ есть какая нибудь
Ф •
прямая параллельная А В , пересекающая кругъ въ точкахъ Р  и Q, показать, что треуголь­
ники PAD я QAB равноугольны.
317. Два круга A B D S  и ABG  пересекаются въ точкахъ А  я В, изъ точки В  
проведена касательная къ одному изъ нихъ, а изъ точки А, какая нибудь хорда, пересе­
кающая круги еще въ точкахъ G я Н, показать, что BG || DH.
318. Два круга пересекаются въ точкахъ А я В. Изъ точки А  проведены касатель­
ныя АС и A D  къ обоимъ кругамъ, касательная къ первому кругу пересекаетъ второй въ 
точке С, и касательная ко второму кругу пересекаетъ первый въ точке D. Если проведемъ 
прямыя СВ и BD, то общая хорда А В , или ея продолжете, делитъ уголъ CBD пополамъ.
319. Два круга пересекаются въ точкахъ А я В, чрезъ какую нибудь точку Р  на 
окружности одного изъ круговъ проведены хорды РА  и РВ, которыя пересекаютъ другой 
кругъ еще въ точкахъ С и D, показать, что прямая CD параллельна касательной въ 
точке Р .
320. Если изъ какой нибудь точки на окружности круга, проведемъ хорду и каса­
тельную, то перпендикуляры, опущенные на нихъ изъ средины дуги, заключенной между 
ними, равны.
321. АВ  какая нибудь хорда круга, и Р , какая нибудь точка на окружности, РМ  
перпендикуляръ къ АВ, продолженный до встречи съ окружностью въ точке Q, A N  
перпендикуляръ къ касательной въ точке Р , показать, что треугольники N A M  и PAQ 
равноугольны.
322. Два д1аметра АОВ и COD въ круге перпендикулярны, Р  точка на окружности, 
касательная въ точке Р  пересекаетъ продолжеше д1аметра COD въ точке Q, прямыя А Р  
и В Р  пересекаютъ туже прямую въ точкахъ В  и S, показать, что BQ—SQ.
323. По данному основанш, противолежащему углу и точке на основанш, въ кото­
рую падаетъ перпендикуляръ, опущенный изъ вершины на основанш, построить треугольникъ?
324. По данному основашю, противолежащему основанш углу и по высоте, построить
треугольникъ?
■ '  а
325. По данному основашю, противолежащему основанпо углу и по длине прямой, 
проведенной изъ вершины къ средине основашя построить треугольникъ?
326. Показать, что изъ всехъ Треугольниковъ, имеющихъ одно основаше и равные 
углы, противолежапце основанш, наиболышй будетъ равнобедренный. ■
327. Изъ данной точки А  вне круга, коего центръ ёсть О, провести прямую такъ, 
чтобы она, пересекая окружность въ точкахъ В  и С, образовала наиболышй треуголь­
никъ в о е ?
328. Две прямыя, составляющая постоянный уголъ, проходятъ. чрезъ две данныя 
точки, показать, что равноделящая между ними уголъ всегда проходить чрезъ одну или дру­
гую изъ двухъ постоянныхъ точекъ?
329. По данному углу, противолежащей стороне и по сумме двухъ остальныхъ сто* 
ронъ, построить треугольникъ?
Отъ 35 до 37.
330. Если два круга пересекаются, то касательныя, проведенныя изъ какой нибудь 
точки, на продолженщ общей хорды къ обоимъ кругамъ, равны.
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381. Два круга пересекаются въ точкахъ А  и В, показать, что • общая имъ касатель­
ная делится пополамъ хордою АВ.
332. Если изъ вершинъ А и С треугольника ABC, опустимъ перпендикуляры AD  и 
СЕ на стороны ВС и АВ, то прямоугольникъ, BC.BD~BA.BE.
333. Если изъ какой нибудь точки общей хорды двухъ пересекающихся круговъ 
проведемъ две секупця, одна къ одному, другая къ другому кругу, то четыре точки ихъ пе­
ресечешя съ кругами лежатъ на окружности одного круга.
334. Изъ данной точки, какъ изъ центра описать кругъ, который бы пересекалъ дан­
ную прямую въ такихъ двухъ точкахъ, что прямоугольникъ построенный на ихъ разстоя? 
шяхъ отъ данной на прямой точки, былъ равенъ данному квадрату? -
335. Два круга ABCD и EBCF  имеютъ общими касательными А Е  и D F  и пере­
секаются въ точкахъ В и С, общая хорда ВС продолжена до всгречи съ касательными въ 
точкахъ G и Н, показать, что:
R G H = n A E + Q B C
336. Данъ рядъ пересекающихся кругов^, такого свойства, что касательныя, прове­
денныя къ нимъ изъ постоянной точки равны, показать, что хорды каждый разъ пересе­
кающихся круговъ, проходятъ чрезъ эту точку. .
337. Въ прямоугольномъ треугольнике ABC, изъ какой нибудь точки D  на гипоте­
нузе ВС опущенъ перпендикуляръ на АС и пересекаетъ ее въ точке Е, а будучи продол- 
женъ пересекаетъ продолжеше стороны ВА  въ точке- F, показать, что:
□  D E =B D .D C —AE.EC
и что:
O D F =B D .D C +A F .F B
338. Требуется найти, на касательной къ кругу въ конце д1аметра, такую точку, 
что если ее соединимъ съ другимъ концемъ д1аметра, то прямоугольникъ построенный на 
части вне круга и на части въ круге, будетъ равенъ данному квадрату, который не больше 
квадрата д1аметра круга. . •
Смешанный задачи и теоремы на все преддожешя Ш-й книги.
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339. Описать кругъ, который бы проходилъ чрезъ данную точку и касался данной
прямой въ данной на ней точке? •
340. Описать кругъ, который бы проходилъ чрезъ данную точку и касался бы дан­
наго круга въ данной на немъ точке?
341. Описать кругъ, который бы касался даннаго круга въ данной на немъ точке и
касался бы данной прямой? '
342. AD  и BE  суть перпендикуляры, опущенные изъ вершинъ А л В  угловъ треу­
гольника на противолежапця стороны, B F  есть перпендякуляръ къ ED  или къ продолже-
шю ED, показать, что / F B D = /_E B A .
343. Если въ треугольнике ABC изъ вершинъ В  и С опущены перпендикуляры B E
и CF на противоположныя стороны и К  есть средина третей стороны, то /^F E K =
—Z.EFK=z/_A. " -4; ■
344. АВ  есть дшметръ круга, АС и AD  две хорды, пересекаюпця касательную въ
точке В, въ точкахъ Е  и F, показать, что /__ЕСЕ—
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345. Показать, что четыре прямыя, равноделяшдя углы четыреугольника, образуютъ 
четыреугольникъ, который можетъ быть вписанъ въ кругъ.
346. Найти кратчайшее разстояше между двумя кругами, которыя не пересекаются?
347. Два круга пересекаются въ точке А, требуется провести чрезъ эту точку пря­
мую такъ, чтобы ея часть, заключенная между обойма кругами была равна данной прямой?
348. Если многоугольникъ съ четнымъ числомъ сторонъ вписанъ въ кругъ, то сумма 
угловъ чрезъ одинъ вместе съ двумя прямыми углами равна прямому углу, взятому столько 
разъ сколько сторонъ въ многоугольнике.
349. Чрезъ данную точку на окружности круга провести хорду, которая бы встречая 
дань э хорду делилась пополамъ? .
350. Если равностороншй многоугольникъ описанъ около круга, то онъ необходимо 
будетъ и равноугольной, если число сторонъ будетъ нечетное, но неиначе.
351. АВ  есть д1аметръ круга, коего центръ есть С, DCE  есть секторъ, имеющШ 
постоянную дуту; проведемъ А Е  и BD, пересекающаяся въ точке Р , показать, что уголъ 
АРВ  есть величина постоянная.
352. Неопределенное число треугольниковъ, ностроенно на основанш ВС, съ рав­
ными противолежащими основашю углами, изъ точекъ В  и С опущены перпендикуляры, пе- 
ресекаюпцеся въ точке D, на протйвоположныя стороны, найти геометрическое место то­
чекъ D  и показать, что равноделяшдя уголъ В DC  проходятъ чрезъ одну точку.
353. Пусть О и С будутъ две постоянная точки на окружности круга, и ОА, какая 
нибудь хорда. Если соединимъ А съ .С и продолжимъ АС до В  такъ чтобы О В=О А , то 
геометрическое место точки В  есть окружность равная данной.
354. Изъ какой нибудь точки Р , на д!агонали BD  параллелограма ABCD, прове­
дены прямыя РЕ, PF, PG, P H  перпендикулярно къ сторонамъ АВ, ВС, CD, D A , пока­
зать, что Е Е  11 GH. .
355. Чрезъ данную точку на данной хорде въ круге проведены друия хорды, пока­
зать, что прямыя, соединяющая средину данной хорды съ срединами другихъ хордъ, обра­
зуютъ съ ними одинъ и тотъ-же уголъ-
356. Прямая ABC  въ какой нибудь точке В  разделена на две части, AD B  и CDB 
суть два подобные сегмента круговъ, имеющихъ общую хорду BD, прямыя CD и AD  
продолжены до встречи съ окружностями въ точкахъ F  и Е  и наконецъ проведены прямыя 
AF, СЕ, BF, BE, показать, что треугольники A B F  и СВЕ равноугольные и равно­
бедренные.
357. Если около двухъ данныхъ точекъ, какъ около центровъ, будемъ описывать 
круги, которые бы касались внешне, то общая касательная къ каждой паре такихъ круговъ 
будетъ касатся круга, котораго д1аметръ есть прямая, соединяющая две данныя точки.
• 358. Изъ данной точки А  требуется провести две прямыя линш такъ, чтобы оне, ■ .
составляя данный уголъ отделяли бы отъ данной прямой отрезокъ данной длины?
' •
359. На да:"той прямой найти такую точку изъ которой касательныя проведенныя къ 
двунъ даинымъ кругамъ были равны?
360. Въ круге даны две не пересекаюшдяся хорды, данной длины, одна постоянная, 
другая, иэменяетъ положеше, соединимъ противоположные концы такихъ хордъ прямыми, 
которыя пересекутся внутри круга, показать, что геометрическое место точки пересечешя 
будетъ окружность, проходящая чрезъ концы постоянной хорды.
361. А  и В суть центры двухъ круговъ, которые касаются внутренне вь С и ка­
саются одинъ внутренне, а другой внешне третьяго круга, коего центръ находиться въ D,
въ точкахъ Е  и F, иоказагь* ч*о £ A D B = 2/_E C F .
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362. С есть ценръ круга, СР перпендикуляръ на хорду АРВ, показать, что сумма 
РС+ А Р >  СР, если СР=АР.
363. АВ, BG, CD суть три последовательная стороны, вписаннаго въ кругъ многоу­
гольника, дуги АВ, ВС, CD въ точкахъ Ъ, М, N  разделены пополамъ, прямая LM  пересй- 
каетъ ВА  и ВС въ точкахъ Р  и Q, показать, что BPQ есть треугольникъ равнобедрен­
ный и что /_АВС-ъ-Z.BCD=2/_LM N. ■
364. На окружности даннаго круга найти такую точку изъ которой если проведемъ 
прямыя къ концамъ данной хорды, то разность между ними была бы равна данной прямой, 
которая не больше данной хорды.
365. Построить треугольникъ по данному периметру, разности отрезковъ основашя, 
на которые делится основаше перпендикуляромъ опущеннымъ на него изъ вершины и раз­
ности угловъ при основанш.
366. На прямой АВ, какъ на хорде, по одну ея сторону описаны два сегмента кру­
говъ, взята, на окружности одного изъ сегментовъ, какая нибудь точка Р, прямая В Р  не- 
ресйкаетъ окружность другаго сегмента въ точке Q, показать, что уголъ PAQ равенъ углу 
между касательными къ окружностямъ сегментовъ въ точке А.
367. Данная прямая AKL  пересекаетъ данный кругъ въ точкахъ К  и L; AJPQ и 
AJRS суть друия две прямыя, доставляющая равные углы съ прямою AKL, и пересЬкаюпця 
кругъ въ точкахъ Р  и Q, М и S, показать, что какое бы нибыло положеше прямыхъ APQ и 
ABS, прямая, соединяющая средины прямыхъ PQ и BS, остается всегда параллельна 
сама себе.
368. Если около четыреугольника можетъ быть описанъ другой четыреугольникъ 
такъ, что две смежныя его стороны одинаково наклонены къ той стороне перваго четыреу­
гольника, которая ихъ пересекаетъ обе, то около перваго Четыреугольника можно описать 
кругъ.
369. Два круга касаются внутренне, въ точке А, требуется чрезъ точку А провести 
такъ прямую, чтобы ея часть, заключенная между обоими кругами была равна данной пря­
мой, которая не больше разности между д1аметрамп круговъ.
370. ABCD  есть нараллелограмъ; А Е  перпендикулярна къ АВ  и СЕ перпендику­
лярна къ СВ, показать, что ED, будучи продолжена, пересечетъ АС подъ прямымъ угломъ.
371. Изъ вершинъ утловъ треугольника опущены перпендикуляры на противоположныя 
стороны, показать, что прямоугольники изъ отрезковъ перпендикуляровъ, на которые, каж­
дый изъ нихъ делится точкою ихъ пересечешя, равны. .
372. Два угла треугольника при основанш разделены прямыми пополамъ, изъ вер­
шины опущены на нихъ перпендикуляры, показать, что прямая, проведенная чрезъ точки 
пересечешя перпендикуляровъ съ равноделящими, будетъ параллельна основашю треуголь­
ника и делитъ пополамъ его стороны. .
373. Въ данный кругъ вписать прямоугольникъ равный данной прямолинейной фигуре?
374. Въ остроугольномъ треугольнике ABC опущены перпендикуляры AD, BE; на 
АС и ВС, какъ на д1аметрахъ описаны круги, пересекаюпце B E  и AD  въ точкахъ F , 
G, Н  и К, показать, что точки F, G, Н, К  лежатъ па окружности круга.
375. Въ круге проведены два перпендикулярные д1аметра, ивъ ихъ концевъ прове­
дены четыре параллельный прямыя, показать, что оне делятъ окружность на четыре рав­
ныя части. .
376. Точка Е  есть средина полукруга АЕВ, CDE, какая нибудь хорда, пересекаю­
щая д1аметръ въ точке D, а кругъ въ точке С, показать, .что квадратъ на СЕ равенъ
дважды взятому четыреугольнику АЕВС.
662
377. А В  есть данная хорда по величине и по положенш, а АС движуща,яся хорда 
круга., въ каждомъ положенш хорды АС строятъ параллелограмъ, коего смежныя стороны 
суть АВ  и АС, определить наибольшую д!агональ, параллелограма, проходящую чрезъ 
точку А? .
378. Если два равные круга будутъ помещены на такомъ розстоянш, что касатель­
ная, проведенная изъ центра одного изъ нихъ, къ другому, равна лдаметру ихъ, то ихъ 
общая касательная равна рад!усу круговъ. .
379. На окружности даннаго круга найти точку, изъ которой, если проведемъ две
касательныя къ равному кругу, коего положеше дано, то хорда, соединяющая точки каса- 
т я  была бы равна хорде перваго круга, полученной, соединивъ точки пересечешя касатель- 
ныхъ съ кругомъ? Определить пределы возможности задачи?
380. Д1аметръ круга есть АВ, a A F  есть какая нибудь хорда, С какая нибудь
точка на АВ, чрезъ С проведена прямая перпендикулярная къ АВ, пересекающая продол­
жение AF, если необходимо, въ точке G, а окружность въ точке D, показать, что
FAAG=BA.AC=\JAJD?
381. Построить треугольникъ по данному основанш, противолежащему основанш углу 
и по данной длине прямой, равноделящей данный противолежашдй основашю уголъ?
382. На окружности даннаго круга даны три точки А, В , С, найти такую точку Р, 
что прямыя А Р , BP, СР, пересекая окружность въ точкахъ D, Е, F, отделяютъ дуги 
D E  и Е Е  данной длины каждая? ' .
383. На окружности даннаго круга найти точку, сумма разстояшй которой отъ двухъ 
данныхъ перпендикулярныхъ прямыхъ, не пересекающихъ кругъ, была бы наибольшая или 
наименьшая? - .
384. На сторонахъ треугольника описаны сегменты внутренне, круговъ вмещаюшде 
каждый, избытокъ двухъ прямыхъ утловъ надъ угломъ против о дежащимъ стороне, показать,




Отъ 1 до 4.
385. Показать, что въ пред. 3, кн. 4, прямыя, которыя касаются круга въ точкахъ 
А  и В, пересекаются. . .
386. Показать, что въ пред. 4, кн. 4, прямыя равноделяшдя углы В я С, пересе­
. каются, .
387. Показать, что въ пред. 4, кн. 4, прямая D A  делнтъ уголъ А пополамъ.
388. Если кругъ вписанный въ треугольникъ ABC  касается сторонъ АВ  и АС въ 
• точкахъ D  и Е  и если будетъ проведена прямая лишя изъ А  къ центру круга, пересекая
окружность въ точке G, то точка G будетъ центръ круга вписаннаго въ треугольникъ ADE.
389. Показать, что прямыя соединяющая центры круговъ, вписанныхъ внешне въ 
треугольникъ, проходятъ чрезъ вершины угловъ треугольника.
390. Кругъ касается стороны ВС треугольника ABC  и продолжешй сторонъ АВ  и 
АС, показать, что разстояше точекъ касашя, стороны ВС  съ этимъ кругомъ и съ кругомъ 
вписаннымъ, равно разности сторонъ АВ  и АС.
391. Въ треугольникъ ABC вписанъ кругъ, касательными къ кругу отъ каждаго угла 
треугольника ABC отсеченъ треугольникъ, показать, что сумма сторонъ этихъ трехъ треу­
гольниковъ равна сумме сторонъ трёуголь ник a ABC.
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392. D  есть центръ круга вписаннаго въ треугольникъ ЛВС, прямая АТ), будучи 
продолжена до встречи въ О съ прямою, проведенную чрезъ точку В, перпендикулярно къ 
BD, показать, что точка О есть центръ круга, который касается стороны ВС  и продолже. 
нш сторонъ АВ  и АС.
393. Описаны три круга, изъ коихъ каждый касается одной стороны треугольника и 
продолжешй остальныхъ сторонъ. Если D , Е, F  суть точки касайя сторонъ ВС, АС, АВ, 
то A E = B D , B F = C E  и CD=AF.
394. Описать кругъ, который бы касался даннаго круга и двухъ прямыхъ, которыя 
сами касаются даннаго круга?
395. Если три точки касашя круга вписаннаго въ треугольникъ соединимъ прямыми 
лишями, то получится треугольникъ всегда остроугольный.
396. Сумма двухъ противоположныхъ сторонъ четыреугольника равна сумме двухъ 
остальныхъ его сторонъ и каждый его уголъ меньше двухъ прямыхъ, показать, что въ такой 
четыреугольникъ молено вписать кругъ.
397. Два круга JIPL и КРМ  касаются внешне, им£ютъ обшдя касательныя Н К  и 
ЪМ, соединимъ Н  съ L  и К  съ М, показать, что въ четыреугольникъ HKLM  можно 
влисатъ кругъ. '
398.. Вершины угловъ треугольника соединены съ центрами круговъ, вписан ныхъ 
внешне въ треугольникъ, и притомъ соединены съ т4ми центрами круга, которые касаются 
сторонъ, противоположныхъ вершинамъ треугольника, показать, что эти три прямыя пересе­
каются въ центре вписаннаго въ треугольникъ круга.
399. Дано положеше двухъ сторонъ треугольника, периметръ- котораго есть величина 
постоянная, показать, что третяя сторона касается некотораго круга.
400. Дано основаше треугольника, противолежащш уголъ и радоусъ вписаннаго круга, 
построить треугольникъ?
Отъ 5 до 9. ' .
401. Въ пред. 5, кн. 4, показать, что перпендикуляръ, опущенный изъ точки F  
на ВС делитъ ВС пополамъ. .
402. Проведена прямая JDE параллельно основашю ВС въ треугольнике ЛВС, по­
казать, что круги описанные около треугольниковъ ЛВС и AJDE имеють общую каса­
тельную.
403. Если круги, вписанный и описанный около треугольника, будутъ концентричес- 
Kie, то треугольникъ будетъ равностороншй.
404. Показать, что если прямая, соединяющая центры круговъ вписаннаго и описан- 
наго въ треугольникъ, проходить чрезъ вершину треугольника, то треугольникъ будетъ равно­
бедренный.
405. Общая хорда двухъ круговъ продолжена до точки Р, прямая РА  касается од­
ного изъ круговъ въ точке A, PBG есть какая нибудь хорда другаго крута: показать, что 
кругъ, проходящей чрезъ точки А, В, С касается, круга, къ которому прямая РА  есть ка­
сательная.
406. Четыреугольникъ ABCD вписанъ въ кругъ, стороны AD  и ВС  продолжены до 
встречи въ точке Е, показать, что касательная въ точке Е  къ кругу, описанному около 
треугольника ECD, параллельна стороне АВ. '
407. Описать кругъ, который бы касался данной прямой и проходилъ бы чрезъ две 
данныя точки?
408. Описать кругъ, который бы проходя чрезъ две данныя точки, отсекалъ бы отъ 
данной прямой хорду данной длины?
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409. Описать кругъ, когораго бы центръ находился•на данной прямой и который бы
I
отсЬкалъ отъ двухъ данныхъ прямыхъ равныя хорды, данной длины?
410. Два треугольника имеютъ равныя основашя п равные протнволежашде основа- 
шю углы, показать, что рад!усы круговъ, описанныхъ около такихъ треугольниковъ, равны.
411. Описать кругъ, который бы проходилъ чрезъ две данныя точки, и къ которому 
бы, проведенная касательная изъ третьей, данной точки, была данной длины?
412. С есть цеатръ круга, С А и СВ, два перпендикулярные рад1уса, чрезъ точку В 
проведена, какая нибудь хорда В Р , пересекающая рад1усъ СА въ точке Щ около треу- 
угольника A N P  oi : .анъ кругъ, показать, что прямая В А  будетъ касательная къ этому 
кругу.
413. Прямыя АВ  и CD параллельны, прямыя соединяющая ихъ концы, пересекаются 
въ точке Е , показать, что круги, описанныя около треугольниковъ А В Е  и CDE, касаются.
414. Найти центръ круга отсЬкающаго три равныя хорды отъ сторонъ треугольника?
415. Если О есть центръ круга вписаннаго въ треугольникъ ABC, и прямая АО 
будетъ продолжена до встречи съ окружностью въ точке Е, то F B = F O = F C .
416. Протйвоположныя стороны вписаннаго въ кругъ четыреугольника пересекаются 
въ точкахъ Р  и Q, около треугольниковъ, такъ образованныхъ вне четыреугольника, опи­
саны круги, пересекаюшдеся еще въ точке В, показать, что точки Р , В, Q лежатъ на од­
ной прямой лиши.
417. ACDB  есть полукругъ, коего д1аметръ есть АВ\ AD  и ВС две хорды, пере- 
секаюшдяся въ точке Е, показать, что кругъ, описанный около треугольника CDE, пересе­
каетъ данный полукругъ подъ прямымъ угломъ.
418. Догоняли, даннаго четыреугольника ABCD  пересекаются въ точке О, показать, 
что центры круговъ, описанныхъ около треугольниковъ ОАВ, О ВС, OCD, ODA, будутъ 
находится въ вершинахъ параллелограма.
419. Около треугольника ABC  описанъ кругъ, касательная къ нему въ точке С пе­
ресекаетъ про до лжете стороны АВ  въ D, кругъ, коего центръ находится въ D, а рад1усъ 
DC, пересекаетъ АВ  въ Е, показать, что ЕС есть равноделящая утолъ АСВ.
420. Дано положеше двухъ прямыхъ АВ  и АС, ВС есть прямая данной длины, точки 
D  и Е  суть средины АВ  и АС, прямыя D F  и E F  проведены перпендикулярно къ АВ  и 
АС, показать, что A F  будетъ величина постоянная для всехъ положенш ВС.
421. Около равнобедреннаго треугольника ABC , въ которомъ А В —АС, описанъ
£
кругъ, чрезъ точку А проведена прямая, пересекающая основаше ВС въ D, а кругъ въ Е, 
показать, что кругъ, проходяшдй чрезъ точки В, D, Е, касается стороны АВ.
422. АС есть хорда даннаго круга, В  и D  суть две данныя точки на хорде, обе 
вне или внутри круга. Если будетъ описанъ кругъ, проходящш чрезъ точки В и D  и ка- 
саюшдйся даннаго круга, то АВ  и CD стягиваютъ равные углы, тгЬющте вершины въ точке 
касашя.
423. Внутри круга даны две точки А  и В, найти на окружности такую точку Р , 
что если проведемъ прямыя РАН  и РВК, которыя встречаютъ окружность въ точкахъ Н  
и К, то чтобы хорда Н К  была наибольшая?
 г
424. Центръ даннаго круга находится въ равномъ разстоянш отъ двухъ данныхъ 
прямыхъ,- описать кругъ, который бы касался данныхъ прямыхъ и, пересекая данный кругъ, 
отсекалъ бы отъ него сегментъ, вм'Ьщающш данный уголъ?
* * •' ** V. _
425. Центръ круга, описаннаго около треугольника ABC есть О; D, Е, F  суть ос­
новашя перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ вершинъ А, В, С на протйвоположныя стороны, 
Показать, что О А, ОВ, ОС перпендикулярны къ EF, FD, DE.
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426. Если изъ какой нибудь точки на окружности круга проведемъ прямыя къ вбр- 
шинамъ угловъ, вписаннаго въ кругъ квадрата, то сумма четырехъ квадратовъ на этихъ 
прямыхъ равна удвоенному квадрату на д1аметр4.
427. Показать, что исключая квадрата, ни одинъ прямоугольникъ не можетъ быть 
описанъ около круга.
428. Описать кругъ около даннаго прямоугольника?
429. Если чрезъ концы двухъ д1аметровъ круга проведемъ касательныя, то образуе­
мый касательными четыреугольникъ будетъ ромбъ.
На 10.
430. Показать, что уголъ ACD , въ фигуре кн. 4, пред. 10, равенъ трижды взятому 
углу въ вершин^ треугольника.
431. Показать, что въ фигуре кн. 4, пред. 10, есть два треугольника, имеюпце тоже 
свойство и что есть также равнобедренный треугольникъ, коего равные углы равны каждый 
одной трети третьяго угла.
432. Показать, что основаше треугольника, въ фигуре кн. 4, пред. 10, равно сто­
роне правильнаго пятиугольника, вписаннаго въ меныий кругъ фигуры.
433. На данной прямой, какъ на основашй, построить равнобедренный треугольникъ, 
коего третШ уголъ равенъ тройному углу при основанш.
434. Если положимъ, что въ кн. 4, пред. 10, два круга пересекаются еще въ точке 
В, то D E =D C .
435. Если А  есть вершина, a B D  основаше построеннаго треугольника въ кн. 4-, 
пред. 10, a D  одна изъ двухъ точекъ пересечешя двухъ построенныхъ круговъ и Е  другая - 
точка и АЕ, будучи продолжена, пересекаетъ BD  въ точке G, то GAB будетъ равнобед­
ренный треугольникъ того же свойства. '
436. Если въ фигуре кн. 4, пред. 10, две равныя хорды меныпаго круга будутъ про­
должены до встречи съ болыпимъ и если точки пересечешя будутъ соединены, то образует­
ся треугольникъ, имеющш свойство требуемое предложешемъ.
437. Положимъ, что въ фигуре кн. 4, пред. 10, круги пересекаются еще въ точке 
Е, соединимъ А  съ Е  и С съ Е  и продолжимъ прямыя А Е  и BD  до встречи въ точке 
G, то фигура CDGE будетъ нараллелограмъ.
438. Показать, что меньшш кругъ, въ фигуре кн. 4, пред. 10, равенъ кругу описан­
ному около требуемаго треугольника.
439. Если, въ фигуре кн. 4, пред. 10, A F  есть доаметръ меныпаго круга, то D F  
будетъ рад1усъ круга описаннаго около треугольника BCD.
Отъ 11 до 16.
440. Прямыя, соединяющая вершины, чрезъ одну, правильнаго пятиугольника, пере­
секаются въ вершинахъ другаго правильнаго £пятиугольника.
441. ABODE  есть правильный пятиугольникъ, проведемъ пряння АО и B E  и пусть 
B E  пересекаетъ АС въ точке F, показать что AC=AB-hBF.
442. Показать, что каждый изъ треугольниковъ, образованныхъ, соединяя концы 
смежныхъ сторонъ правильнаго пятиугольника, меньше одной трети и больше четверти пло­
щади целаго пятиугольника. . .
443. Построить правильный шестнугольникъ въ круге по данному правильному
треугольнику, построенному въ томъ же круге н изъ построении показать, что сторона»
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построеннаго£шестиутольника равна pasiycy круга Н что площадь шестиугольника равна
%
удвоенной площади треугольника. <*
444. Въ дойный кругъ вписать треугольникъ, коего бы углы относились между собою
вфкъ числа 2, б, 8?
445. Если ABCDEF  есть правильный шестиуголыгакъ, то, соединяя А  съ С, В съ 
D , С съ М, D  съ F, Е  съ А  и F  съ В , получимъ другой шестиугольиикъ, коего площадь 
равна одной трети площади перваго.
446. Всякая р&вносторонняя фигура вписанная въ кругъ есть вместе и равноугольная.
См^шаиишя задачи и теоремы на все предложешя ГУ-й книги.
Отъ 1 до 16.
447. Изъ вершинъ угловъ треугольника ABC  опущены перпендикуляры на противо­
положная стороны и встречаютъ ихъ въ точкахъ D, Е , F, показать, что D E  и D F  оди­
наково наклонены къ АТ).
448. Точки касашя, вписаннаго. въ кругъ треугольника, соединены прямыми лишями, 
изъ вершинъ, хзкимъ образомъ, полученнаго треугольника, опущены перпендикуляры на' 
противоположная стороны, показать, что стороны треугольника, коего вершины суть осно­
вашя этихъ перпендикуляровъ, параллельны сторонамъ первоначальная треугольника.
449. Построить треугольникъ по данному углу и рад1усамъ круговъ вписаннаго и опи-
450. На д&нномъ основанш построены треугольники, имеюшде равные углы, противо- 
лезьашДе основанш, показать, что центры круговъ вписанныхъ такъ, что они касаются одной 
сторону треугольника внешне, а другой и основашя касаются продолженШ, лежатъ на ок­
ружное® круга описаннаго около треугольниковъ.
л в
451. Изъ вершинъ угловъ треугольника ABC  опущены перпендикуляры на противо- 
положныя стороны, встречаютъ окружность, описаннаго около треугольника круга, въ точ-
J), Е, F, если L  будетъ точка встречи перпендикуляровъ, то LD, L E , L F  делятся 
иополадъ сторонами треугольника.
,Д. . 462. Если ABCDE  есть правильный пятиугольникъ, и д1агонали АС  и BD  пере-
сЬвфЮтся въ точке О, то AO=DO  и AC.CO=\Z\BC.
453. Прямая PQ, данной длины движется, упираясь своими концами на две данныя 
прямыя СР и CQ, изъ точекъ Р  и Q, возставленны перпендикуляры къ СР и CQ, пере- 
секаюшдеся въ точке Р; перпендикуляры, опущенные изъ точекъ Р  и Q на CQ и СР пе­
ресекаются въ точке S, показать, что геометричесмя места точекъ В  и S суть окружно­
сти, нмеюшдя общш центръ въ точке С.
. 454. Щ  данной гипотенузе построены прямоугольные треугольники, показать, что
додегрдоесгое место центровъ, вписанныхъ въ треугольники круговъ, есть четверть окруж­
ности, хоо? данная гипотенуза есть хорда. ,
485. На данной прямой АВ  построить какой нибудь треугольникъ АСВ, стороны 
Д С и  ВС, построенного треугольника, разделены пополамъ, изъ точекъ делешя возставлены
педпон^и^уляры, пересекаюпцеся въ точке D, найти геометрическое место точки D?
' *
456. По данному основанш, одному углу при основанш, по разстоянш между цент­
р о в  вписаннаго круга и центромъ круга, касающагося внешне основашя и продолженШ 
другдхъ сторонъ  ̂ построить треугольникъ? ■
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457. Построить кругъ, который бы касался данной прямой въ данной точке и делилъ
бы пополамъ окружность даннаго круга?
а <
458. Построить кругъ, который бы'проходилъ чрезъ данную точку и пересбкалъ по­
поламъ окружности двухъ данныхъ круговъ?
459. Внутри даннаго круга построить три равные круга, которые бы касались между 
собою и даннаго круга?
460. Если paдiycъ круга разделенъ, какъ въ кн. 2, пред. 11, то большш отрйзокъ 
будетъ стороною правильнаго десятиугольника, вписаннаго въ кругъ?
461. Если рад1усъ круга будетъ разделенъ, какъ кн. 2, пред. 11, то квадратъ, по­
строенный на болыпемъ отрезке, вместе съ квадратомъ, построеннымъ на радаусЬ* будетъ 
равенъ квадрату построенному на стороне правильнаго пятиугольника, вписаннаго въ кругъ.
462. Изъ вершины треугольника провести къ основанш его прямую такъ, чтобы 
квадратъ построенный на ней былъ равенъ прямоугольнику, построенному изъ отрезковъ 
основашя?
463. Проведены четыре прямыя въ одной плоскости, образующая четыре треуголь­
ника, показать, что круги, описанные около этихъ треугольниковъ, вс4 проходятъ чрезъ
одну общую точку? ' ’
*  •  «
464. Перпендикуляры, опущенные изъ вершинъ угловъ А  и В  треугольника ЛВС  на 
противоположныя стороны пересекаются въ точки D , круги, описанные около ADC и DBC, 
пересЬкаютъ АВ  или продолжеше АВ  въ точкахъ Е  и F, показать, что AE—BF?
465. Четыре круга, проходяшде, каждый, чрезъ три центра круговъ, вписанныхъ въ 
треугольникъ равны. . .
466. Четыре крута описаны такъ, что каждый изъ нихъ касается внутренно трехъ 
сторонъ четыреугольника, показать, что центры этихъ круговъ лежать веб четыре на ок­
ружности одного круга?
«
467. Около треугольника ABC  описанъ кругъ и изъ какой нибудь точки Р  окруж-
*
ности этого круга опущены перпендикуляры на ВС, С А  и АВ, которые встречаюсь еще 
окружность въ точкахъ D, Е, F, показать, что треугольники ЛВС и DEF  равны во 
всехъ своихъ частяхъ и что прямыя AD, BE, CF параллельны?
468. Изъ какой нибудь точки на окружности даннаго круга описанъ другой кругъ,
•  - • .
пересекающгй первый въ точкахъ Л и В, изъ точки В  въ описанномъ круге проведена 
хорда BD, равная его рад1усу, прямая АТ) пересекаетъ, данный кругъ въ точке Q, пока­
зать, что прямая QD равна pafliycy даннаго круга? ' •
469. Вне даннаго квадрата взята такая точка, что если соединимъ ее.съ  вершинами 
угловъ квадрата, то уголъ между внешними прямыми делится на три равныя части внут­
ренними, показать, что геометрическое место такихъ точекъ есть кругъ описанный около 
квадрата? . .
470. Два крута вписаны въ треугольники, образованные перпендикуляромъ опущеннымъ 
изъ вершины угла треугольника на противолежащую сторону; тоже самое сделано относительно 
остальныхъ такихъ же перпендикуляровъ, показать, что сумма д1аметровъ шести круговъ
ч  *
вместе съ суммою сторонъ даннаго треугольника равна сумме этихъ перпендикуляровъ?
471. Описаны, въ одной плоскости три концентричесше круга, провести прямую такъ, 
чтобы отрезокъ ея между внутреннею и внешнею окружностями делился пополамъ въ одной 
изъ точекъ вредней окружности въ которыхъ онъ ее встречаетъ?
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Книга YI.
Отъ 1 до 2.
472. Показать, что одинъ изъ треугольниковъ кн. 4, пред. 10 есть среднепропорщо- 
нальный между двумя остальными?
473. Чрезъ какую нибудь точку D , основашя треугольника ЛВС, проведены D E  и 
D F  параллельно сторонамъ АВ  и АС  и встр’Ьчаютъ эти стороны въ точкахъ Е  и F, по­
казать, что треугольникъ A E F  есть среднепропорщональный между треугольниками FBD  
и EDG ?
474. Изъ какой нибудь точки, взятой внутри равносторонняго треугольника, опу­
щены перпендикуляры на его стороны, показать, что сумма этихъ перпендикуляровъ есть 
величина постоянная?
475. Найти внутри треугольника такую точку, которую, если соединимъ съ верши­
нами угловъ треугольника, то онъ разделится на три равные треугольника?
476. Изъ какой нибудь точки Е, общаго основашя треугольниковъ АСВ и ADB , 
проведены параллельныя прямымъ АС и AD, встречающая ВС и BD  въ точкахъ F  и G, 
показать, что FG  | | CD?
477. Изъ какой нибудь точки основашя треугольника проведены параллельныя его 
сторонамъ, показать, что точка пересечешя д!агоналей, такъ образованнаго параллелограма, 
лежитъ на известной прямой.
478. Въ треугольнике ASBC проведена прямая AD  перпендикулярно къ прямой BD, 
делящей уголъ В  пополамъ, показать, что прямая, проведенная чрезъ D  параллельно ВС
9  ф
разделить АС пополамъ. . .
479. Въ треугольнике ЛВС  проведена, какая нибудь, прямая параллельно стороне 
ВС, встречающая А В  въ точке D , а АС въ точке Е; соединимъ В  съ Е  и С съ D  эти 
прямыя встретятся въ точке F, показать, что треугольникъ A D F =  Д A E F ‘?
480. Въ треугольнике ЛВС, проведена какая нибудь прямая параллельно ВС, встре­
чающая А В  и АС  въ точкахъ D  и Е, прямыя B E  и CD пересекаются въ точке F, по­
казать, что AF, будучи продолжена, разделить ВС  пополамъ.
481. Если две стороны, какого нибудь четыреугольника параллельны, то всякая пря­
мая, проведенная параллельно имъ, разделить друия стороны или ихъ продолжешя на части
проибрщональныя.
< • •  •
482. Изъ данной точки Р, на стороне АВ, или на ея продолженш, въ треугольнике 
Л В С провести къ стороне АС или ея продолженш, такъ прямую, чтобы она стороною ВС 
делилась пополамъ?
На 3.
483. Сторона ВС  треугольника А ВС въ точке D  разделена пополамъ, углы ADB  и 
ADC прямыми D E  и D F  разделены пополамъ, D E  и D F  встречаютъ А В  и АС въ 
точкахъ Е  и F, показать, что E F  |] ВС?
484. АВ  есть дщметръ, какого нибудь круга, CD какая нибудь хорда перпендику­
лярная къ АВ  и, Е  какая нибудь точка на CD; прямыя А Е  и BE, будучи продолжены, 
встречаютъ окружность въ точкахъ F  и G, показать, что въ четыреугольнике CFDG, ка- 
шя нибудь две смежныя стороны пропорщональны двумъ остальнымъ.
- - 485. Приложить пред. 3, кн. 6, къ решенш задачи: разделить данную прямую на
три равныя части?
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486. На окружности круга, коего деаметръ есть АВ, взята какая нибудь . точка1 Р, 
проведены прямыя РО и PD  равно наклоненныя къ АР, но съ противоположныхъ ея сто­
ронъ и пересЬкаюнця АВ  въ точкахъ С и  D , показать, что АС.: B C = A D : BD.
487. На какой нибудь прямой АВ, взята какая нибудь точка D , найти такую точку 
Р, на продолженш АВ, чтобы: .
Р А : P B = D A : DB
»
488. Изъ точки А проведены прямыя, составляющая углы ВАС, CAD, D A E  каж­
дый, изъ коихъ равенъ \  d, эти прямыя пересечены прямою BCDE, Которая образуетъ 
равнобедренный треугольникъ ВАЕ, показать, что ВС или D E  есть средне-пропорщо- 
нальная между B E  и CD. . . . ■ >■
489. Въ треугольнике ABC  уголъ А прямою AD  раздбленъ пополамъ, эта прямая 
встречаетъ основаше въ точке D, а точка О есть средина ВС. показать, что O D : ОВ=*= 
= А С —АВ  : AC-i-AB.
490. Прямыя AD  и А Е  суть равноделяпця внутреншй и внешшй углы А  треуголь­
ника ABC, он'Ь встр&чаютъ основаше ВС въ точкахъ D  и Е, О есть средина ВС, пока­
зать, что: •
O D : О В = О В : ОЕ
491. Три точки D, Е, F  на сторонахъ треугольника ABC, будучи соединены, об-s 
разуютъ второй треугольникъ DEE, котораго дв£ катя нибудь стороны со стороною дан­
наго треугольника, на которой он4 пересекаются, образують равные углы, показать, что 
AD, BE, CF перпендикулярны къ ВС, С А, АВ. -
Отъ 4 до 6.
492. Если два треугольника построены на одномъ основанш и между двумя парал­
лельными лшпями, то всякая прямая параллельная основашю отсйкаетъ отъ об4ихъ треу­
гольниковъ равныя площади. - ’
*  *
493. Прямыя АВ  в  CD, данной величины, параллельны, Е  . есть средина прямой 
CD, АС и B E  встречаются въ точке F, а А Е  и BD  въ точке G, показать, что FG || АВ.
■ 494. А, В, С суть три данныя точки на одной прямой лиши, чрезъ точку С прове­
дена какая нибудь прямая, показать, что перпендикуляры опущенные на нее изъ точекъ 
А  и В, находятся между собою въ постоянномъ отношенш.
495. Если перпендикуляры, опущенные изъ двухъ данныхъ точекъ, на прямую, про­
ходящую между этими точками, находятся между собою въ постоянномъ отношенш, то пря­
мая должна проходить чрезъ постоянную точку. . . . . . . .
496. Найти такую прямую перпендикуляры на которую, опущенные изъ трехъ дан­
ныхъ точекъ, находятся между собою въ данномъ отношеши? • ;
497. Чрезъ данную точку провести прямую такъ, чтобы части ея, заключенный меж­
ду данною точкою й перпендикулярами опущенными на прямую находились въ данномъ ■ 6т-
ношеши между собою?
498. Касательная къ кругу въ точке А пересекаетъ две параллельныя касательныя 
въ точкахъ В  и С, которыхъ точки касашя суть D  и Е, прямыя BE  и CD -пересекаются 
въ точке F, показать, что A F  параллельна касательнымъ BD  и СЕ.
499. Р  и Q суть две данныя точки, АВ  и CD две данныя параллельныя прямыя, 
проведена какая нибудь, прямая чрезъ точку Р, встречающая АВ  въ точке Ш, чрезъ 
точку Q проведена также какая нибудь прямая, встречающая CD въ точке N j доказать,
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. что отношение P M : QN есть]-величина постоянная и что прямая, проходящая" чрезъ точки 
М  н N  проходятъ чрезъ постоянную то'Фсу.
500., Показать что одна даагональ въ четыреугольнике, въ которомъ две стороны па­
раллельны, и одна изъ нихъ въ двое более другой, пересекаетъ другую въ точке, лежащей 
на одной трети даагонали?
501. Въ точкахъ А и В  на окружности круга коего центръ есть С проведены ка­
сательныя, пересЬкаюпцяся въ точке F, изъ точки А  опущенъ перпендикуляръ AN  къ 
СВ, показать, что B F : B C = B N : NA.
602. На сторонахъ АВ и АС треугольника ABC взяты точки D  и Е  и притомъ 
такъ что BD=CE, DE  и ВС продолжены до пересечешя въ точке F, показать, что
A B :A C =E F :D F .
503. Если чрезъ вершину и концы основашя треугольника, проведемъ два круга, 
перее&каюпцеся на основанш или на его продолженш, то д!аметры этихъ круговъ будутъ 
пропорщональны сторонамъ треугольника.
504. Найти такую точку изъ которой бы перпендикуляры, опущенные на стороны 
треугольника были въ данномъ отношенш?
505. На смежныхъ сторонахъ прямоугольника построены два подобные треугольника 
и изъ ихъ вершинъ опущенны перпендикуляры на АВ и АС, пер есЬкаюпцеся въ точке 
Р . Если AJB и АС будутъ сходственными сторонами, то точка Р , во всехъ случаяхъ, бу- 
деть находится на одной изъ даагоналей прямоугольника.
506. Показать, что въ фигуре кн. 1, пред. 4В, ЕСг и FH, будучи продолжены, пе­
ресекутся на продолженш АС..
507. АРВ и CQD суть дв£ прямыя параллельныя линш и А Р : P B = D Q : QC, по-
% •
казать, что прямыя PQ, АС, BD, продолженныя, если необходимо, встречаются въ одной 
точке и что прямыя PQ, AD, ВС также продолженныя, если необходимо, встречаются въ 
одной точке.
. 508. Если въ треугольнике АСВ сторону АС продолжимъ до точки D, такъ чтобы
щ
CD=AC и проведемъ прямую BD и если проведемъ, какую нибудь прямую, параллельно 
АВ , встречающую стороны АС и СВ и изъ точекъ встречи проведемъ параллельныя DB, 
то эти прямыя пересекутъ АВ въ точкахъ равноотстоящихъ отъ концевъ А  и В.
. 509. Если опишемъ кругъ, касающйся внешне двухъ данныхъ круговъ, то прямая
проходящая чрезъ точки касашя пересекаетъ прямую, соединяющую центры данныхъ кру­
говъ, въ постоянной точке.
. 510. Точка D  есть средина стороны ВС треугольника ABC, а Р  есть какая нибудь
■ 4
точка на AD, чрезъ точку Р  проведены прямыя ВРЕ  и СРЕ, встречающая друия сто­
роны треугольника въ точкахъ Е  и F, показать, что EF  || ВС.
. , - 511. Д1аметръ круга есть АВ, Е  есть средина рад1уса ОВ, на АЕ  и ЕВ, какъ
на дааметрахъ описаны круги, PQL есть общая касательная, пересекающая данный кругъ 
въ Р  и Q, и продолжеше прямой АВ въ точке Ъ, показать, что ВЪ есть радаусъ мень- 
шаго круга.
512. ABCDE есть правильный пятиугольникъ, AD  и BE  пересекаются въ точке О, 
показать, что сторона пятиугольника есть средне-пропорщональная между АО и AD.
■ - 513. ABCD есть нараллелограмъ, Р  и Q суть точки на прямой параллельной АВ,
РА и QB встречаются въ В, a PD и QC встречаются въ S, показать, что B,S || AD.
. 514. Даны две точки А к В, АС и BD  суть перпендикуляры къ данной прямой 
■<Ш, AD  и BG пересекаются въ Е, EF  есть перпендикуляръ къ CD, -показать, что AF  
И JBJP срставляютъ. равные углы съ CD. •, .
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515. Изъ вершинъ параллелограма AJBCJD опущены перпендикуляры на д!агонали и
пересекаютъ ихъ въ точкахъ Е, F , G, II, показать  ̂ что EFGH  есть параллелограмъ по­
добный параллелограму . 'CD. .
516. Если два круг.., пересекаются въ данной точке, а центры ихъ лежатъ на двухъ 
данныхъ прямыхъ, проходящихъ чрезъ данную точку, то, какал бы нибыло величина кру­
говъ, ихъ обпця касательныя пересекаются на одной изъ двухъ постоянныхъ прямыхъ, про­
ходящихъ чрезъ данную точку.
Отъ 7 до 18.
517. Если два круга, касаясь между собою касаются данной прямой, то часть прямой, 
заключенная между точками касашя будетъ средне-пропорцюнальная между ддаметрами круговъ.
518. Разделить данную дугу круга на две части, коихъ бы хорды находились между
собою въ данномъ отношеши. . ."
✓
519. Въ данномъ треугольнике провести прямую параллельно одной изъ его сторонъ 
такъ, чтобы она была средне-пропорцюнальная между отрезками основашя.
520. Въ треугольнике ABC  изъ вершины А  опущенъ перпендикуляр» на ВС и 
встречаетъ ВС въ точке D  между В  и С, показать, что если AD  есть средне-пропорцю­
нальная между BD  и ВС, но уголъ ВАС есть прямой.
521. Въ треугольник^ ABC  изъ вершины А  опущенъ перпендикуляръ на противопо­
ложную сторону ВС и встречаетъ ее въ точке D  между В  и С, показать, что если В А  
есть средне-пропорцюнальная между BD  и ВС, то уголъ /_BAC—d.
522. Центръ круга есть С, А  есть точка внутри круга, пряная СА продолжена, до 
В  такъ, что рад1усъ круга есть средне-пропорцюнальная между СА и СВ, показать, что 
если Р  будетъ, какая нибудь точк$ на окружности, то /_СРА—/_СВР. . •
523. Дана точка О на данной прямой О А , данный кругъ движется такъ, что по­
стоянно касается прямой ОА, изъ точки О проведена касательная ОР къ кругу, на про­
долженш ОР взята точка Q такъ, что PQ есть третяя пропорцюнальн^я къ ОР и къ p&Aiycy 
круга, показать, что при движенш круга по прямой О А, точка Q движется также по пряной.
524. Две данныя параллельныя лиши касаются круга, SPF  есть третяя касатель­
ная, пересекающая первыя две въ S  и F, а кругъ бъ  Р , показать, что прямоугольникъ 
SP.PF  есть величина постоянная для всехъ положешй- точки Р .
525. Въ данномъ треугольнике ABC уголъ C=d, изъ А  возставленъ перпендикуляръ 
къ АВ, встрйчающш продолжеше ВС въ Е, изъ В  возставленъ также перпендикуляръ, 
встречающей продолжеше АС въ D, показать, что Д  E C D =  Д  АС В .
526. Найти на стороне треугольника точку изъ которой, если проведемъ дбе пря­
мыя: одну къ противоположной вершине, а другую параллельно основашю, то чтобы треу­
гольники образуемые ею со сторонами треугольника и съ основашемъ были равны?
’ 527. Въ треугольнике ABC проведена равноделящая уголъ ABC, она встречаетъ
прямыя, проведенныя чрезъ А  и С параллельно ВС и АВ, въ точкахъ Е  й F, показать,
что & C B E =A A B F . • V
528. Показать что д1агоналп, вписаннаго въ кругъ четыреугольника, делятъ Четыреу­
гольникъ на четыре треугольника, подобные по два и вывесть теорему 35, кн. 3.
529. АВ  и CD суть две хорды круга, Проходящаго чрезъ точку О, E F  какал ни­
будь хорда параллельная ОВ, прямыя СЕ и D F  пересекаютъ АВ  въ G и Н, прямыя DJE 
и CF пересекаютъ АВ  въ К  и L, показать, что OG.OS—OK̂ OJb.
530. ABCD есть четыреугольникъ вписанный въ кругъ, прямыя СМ и DE, равно- 
деляпця углы АСВ и _4ЯВ&пересекаютъ BD  и АС  въ F  и G, показать, что E F : EG=* 
= E D : JSC.
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531. Изъ вершины треугольника проведены две прямыя, изъ коихъ одна пересекаетъ 
.основаше треугольника въ какой нибудь точке, а другая пересекаетъ окружность, описан­
наго около треугольника круга, такъ что отделяемый ею сегментъ круга содержитъ уголъ 
равный углу, который первая прямая составляетъ съ основашемъ, показать, что прямоуголь­
никъ, заключенный между сторонами треугольника равенъ прямоугольнику, заключенному 
между проведенными прямыми.
532. Прямая, равноделящая уголъ С треугольника АСВ , встречаетъ ^основаше въ 
точке D  и продолжена до точки Е  такъ, что CD.CE—AC.CB, показать, что если осно-
ваше и уголъ С будутъ даны, то положеше точки Е  будетъ постоянное.
*  . а . __
533. Въ прямоугольный треугольникъ ABC  вписанъ квадратъ, одна изъ сторонъ D E
квадрата совпадаетъ съ гипотенузою АВ  треугольника, показать, что площадь квадрата
-     )
равна площади прямоугольника AD.BE. .
534. Въ параллелограме ABCD  изъ В  проведена прямая лишя, пересекающая д!а- 
гональ АС въ Р , сторону DC  въ 6г, и продолжеше стороны AD  въ Е } показать, что 
Q B F =E F .F G . '
. 535. Если чрезъ вершину равнобедреннаго треугольника проведемъ прямую до
встречи съ основашемъ и съ окружностью круга, описаннаго около треугольника, то прямо­
угольникъ заключенный между целою прямою и ея частью отъ вершины до основашя, ра­
венъ квадрату построенному на одной изъ равныхъ сторонъ треугольника.
536. Изъ точки А  проведены две касательныя къ кругу, коего центръ есть Е, точки 
касашя соединены прямою, которая пересекаетъ Е А  въ Н, на НА, какъ на д!аметре опи­
санъ кругъ, показать, что касательныя, проведенныя изъ точки Е  къ этому кругу, пересе- 
кутъ его на окружности даннаго круга.
Отъ 19 до пред. с♦
. 537. Построенъ равнобедренный треугольникъ, въ коемъ каждый изъ угловъ при
основанш равенъ удвоенному третьему углу, если углы при основанш разделимъ пополамъ
• »  t  ,
и проведемъ равноделяпця до встречи съ противоположными сторонами, то соединяя точки 
встречи ихъ прямою треугольникъ разделится на две часги, которыя относятся между со­
бою, какъ основаше къ стороне треугольника.
538. Всякш правильный многоугольникъ, вписанный въ кругъ есть средне-пропорцт- 
нальный между вписаннымъ и описаннымъ правильными многоугольниками съ половиннымъ 
числомъ сторонъ.
- 539. Показать, что въ пред. 24, кн. 6, EG \ \ КН.
540. Разделить треугольникъ на две равныя части прямою перпендикулярною одной 
изъ его сторонъ?
541. Чрезъ точку Р , на д!агонали АС параллелограма ABCD, проведена прямая, встре-
чяющая ВС въ точке Е , а A D  въ точке F\ чрезъ туже точку Р  проведена еще другая
• " * ■
прямая, встречающая АВ  въ точке G, и CD въ точке Н , показать, что G F 11 ЕВ..
*!у 542. Чрезъ данную точку провести хорду въ данномъ круге такъ, чтобы она въ этой
точке делилась въ данномъ отношенш?
•  ‘  .  -  -  .  О
548. Чрезъ данную точку внутри круга провести прямую такъ, чтобы она въ этой 
точке делилась пополамъ? .
-  .  • ' •  о
544. Показать, что въ пред. 11, кн. 2, есть еще четыре прямыя, исключая данной, 
которыя разделены въ томъ же отношенш. ,
. .545. Построить треугольникъ по данному основанш, противолежащему углу и по
данному прямоугольнику, заключенному между остальными сторонами? .
-  Ж '
546. Около равносторонняго треугольника описанъ кругъ и изъ какой нибудь точки
на окружности нроведены прямыя къ вершинамъ треугольника, показать, что одна изъ 
этихъ прямыхъ равна сумме двухъ другихъ.
547. Изъ копцевъ Б  и С основашя ВС равнобедреннаго треугольника ЛВС про­
ведены прямыя перпендикулярно къ АВ  и АС, пересЬкаюшдяся въ точке В, показать, что 
В С А В =2А В .В В .
448. Въ равнобедренномъ треугольник!; ЛВС  сторона АВ=АС, точка F  есть сре­
дина ВС, на какую нибудь прямую, проходящую чрезъ точку А опущены перпендикуляры 
FG и СЕ, показать, что BC.EF—FC.EG-v-FA.FG.
СиЪшанныя задача и теоремы на вс*Ь предложешя VI-й книги.
' Отъ 1 до пред. с. . •
549. АВ есть д!аметръ круга, Р  какая нибудь точка на его окружности, проведены 
прямыя А Р  и В Р  и если необходимо, то он*Ь и продолжены, изъ какой нибудь точки С
на АВ  проведена прямая перпендикулярно къ АВ, пересекающая А Р  въ точке В , а В Р
въ точке Е  и окружность круга въ точке F, показать, что СВ есть третяя пропорщональ-
ная къ СЕ и CF.
550. Три точки А, В, С лежатъ на одной прямой липщ* въ точке В  отрезки АВ  
и ВС стягиваютъ равные углы, показать, что геометрическое место точки В  есть окруж­
ность круга. .
551. Если изъ вершины квадрата проведемъ прямую, отрезывающую четвертую часть 
д1агонали, то эта прямая отрйжетъ отъ стороны квадрата одну третею часть. Следователь­
но, если проведемъ чрезъ все вершины подобный прямыя, то образуется квадратъ, состав­
ляющей две пятыя части даннаго квадрата.
5.52. Стороны АВ  и АС треугольника ABC, продолжены до какихъ нибудь точекъ 
В  и Е, такъ чтобы B E  || ВС. Прямая B E  въ точке F  разделена такъ что B F : FE— 
= В В : CF, показать, что геометрическое место точки F  есть прямая лишя.
558. Точки А, В, С лежатъ по порядку на одной прямой, найти на той же прямой
точку Р  такую, чтобы РА : РВ—РВ : РС ? _
554. Даны две точки А  и В  на окружности даннаго круга и точка Р  движущаяся 
на той же окружности, на прямой РВ  взята точка В  такъ что Р В : РА есть постоянна 
величина  ̂ на РА  взята точка Е  такъ. что РЕ: РВ  равна той же величине, т. е. Р В \ РА=^ 
—РЕ: РВ— Тс, показать, что прямая B E  во всехъ положешяхъ касается постояннаго
круга.
555. Въ равнобедренномъ треугольнике ABC уголъ А равенъ четырежды взятому 
одному изъ остальныхъ угловъ, показать, что если въ точкахъ В  и Е  прямая ВС разде­
лена на три равныя части, то треугольникъ А В Е  будетъ равностороннш.
556. Изъ вершинъ противоположныхъ угловъ прямоугольника опущены перпендику­
ляры на д1агональ, показать, что эти перпендикуляры разделять д!агональ на равныя части, 
если квадратъ одной стороны прямоугольника равенъ удвоейному квадрату другой?
557. Прямая АВ  разделена въ точке С на какгя нибудь две части; на целой А В У 
и на ея частяхъ АС и ВС построены равносторонше треугольники АВВ, АСЕ , BGF, 
изъ коихъ два последние съ одной стороны прямой, а Первый съ противоположной стороны; 
G, II, К  суть центры круговъ вписанныхъ въ эти треугольники, показать, что /jA G H =  





558. На катетахъ прямоугольиаго треугольника построены квадраты, показать, что если
соединимъ вершины острыхъ угловъ треугольника съ противолежащими вершинами квадра­
товъ, то эти прямыя отрйжутъ отъ катетовъ треугольника равные отрезки, каждый изъ коихъ 
есть средне-пропорщональнын между остальными отрезками.
559. Даны дв'Ь прямыя и положеше точки между ними, чрезъ данную точку провести 
две прямыя, которыя бы, оканчиваясь на данныхъ прямыхъ, находились въ данномъ отно­
шенш и составляли данный уголъ?
560. Изъ точки А, на окружности круга АБС, какъ изъ центра описанъ кругъ 
РБС , пересЗжающш первый кругъ въ точкахъ Б к С, проведена, какая нибудь, хорда AD  
перваго круга, встречающая общую хорду ВС въ точк'Ь Е, а окружность другаго круга въ 
точке О, показать, что / Е Р О = / DPO , какое бы нибыло положеше точки Р.
561. Треугольники ABC  и A B F  построены на одномъ основанш и при томъ такъ, 
что Д АБС :/\A B F = 2 :l, продолжетя сторонъ A F  и B F  встречаютъ стороны А Б  и ВС 
въ точкахъ D  и Е, отъ точки F  на F B  отложена GF—F E , въ точке О отр'Ьзокъ GB 
разделенъ пополамъ, показать, что ВО : B E = D F : DA.
562. Точка А  есть центръ круга; другой кругъ, проходяшдй чрезъ А , пересекаетъ 
первый въ точкахъ Б  и С, AD  есть хорда последняго круга, встречающая ВС въ точке 
Е, изъ точки D  проведены касательныя D F  и DG къ первому кругу, показать, что точки 
G, Е, F  лежать на одной прямой линш.
563. На сторонахъ А Б  и АС треугольника взяты точки D  и Е, АВ  и АС про­
должены до точекъ F  и G, такъ, .что B F = A D  и C G =A E , проведены прямыя BG и CF, 
встречающаяся въ точке Н, показать, что /\F H G — /\BHC-i~ /\A D E -
564. Если, въ какомъ нибудь треугольнике ABC , взято B D — \  ВС и С Е ^  |  АС,
то прямая лишя, проведенная чрезъ 6  и чрезъ пересечете прямыхъ B E  и AD, делить
сторону АВ  на две части, которыя относятся между собою какъ 9:1.
565. Вписана въ кругъ, какая нибудь прямолинейная фигура, показать, что если
разделимъ пополамъ дуги и чрезъ точки д^летя проведемъ касательныя къ кругу, то об­
разуется описанная прямолинейная фигура подобная вписанной.
566. Найти средне-пропорцюнальную площадь между площадями двухъ прямоуголь- 
ныхъ подобныхъ треугольниковъ, имеющихъ общш катетъ?
567. На сторонахъ АС и ВС  треугольника ABC  взяты точки D  и Е  такъ, что 
CD и СЕ составляютъ первая одну треть АС, а вторая одну треть ВС, проведены две 
прямыя B D  и АЕ, пересекающдяся въ точке О, показать, -что Е О =  j  А Е  и Z > 0=  \  BD.
568. Д1аметры двухъ, касающихся внешне въ точке С, круговъ суть С А  и СВ, 
хорда AD, перваго круга, будучи продолжена касается втораго круга въ Е, а хорда BF, 
втораго круга, будучи продолжена, касается перваго круга въ точке G, показать, что
AD.BF=4tDE.FG.
т г  "569. Два круга пересекаются въ точке А, проведена прямая ВАС, пересекающал 
въ точкахъ В и С, изъ точекъ В к С, какъ изъ центровъ описаны два круга, каж-
• у . ,
дый изъ коихъ пересекаетъ одинъ изъ первыхъ подъ прямымъ угломъ, показать, что эти 
круги и кругъ, коего д1аметръ есть ВС, пересекаются въ одной точке.
570. ABCDEF  есть правильный шестиугольникъ, показать, что BF  делитъ AD  въ 
отношенш 1:3,
571. Въ треугольникахъ АБС  и D E F  углы А  и D  равны и A B = D F , показать, 
что Д А Б С : /\D E F ~ A C : DE. . ,
572. Если М  суть точки, в> которыхъ круги вписанный внутри и вписанный
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вн'1> въ треугольникъ ЛВС, касаются стороны АС, ю  если продолжимъ ВМ  до встречи съ 
кругомъ внисаннымъ вп!) еще въ точке Р , то N P  будетъ д1аметръ.
573. Въ треугольнике ABC уголъ А  прямой, D  есть основаше перпендикуляра, ону- 
щеннаго изъ точки А  па ВС, DM, D N  суть перпендикуляры, опущенные изъ D  на АВ  и 
АС, показать, что /_BMC=/_BNC.
574. Если изъ точки делящей пополамъ данную дугу круга, проведемъ две прямыя, 
нересекаюшдя хорду данной дуги и окружность круга въ четырехъ точкахъ, то эти точки 
лежатъ на окружности одного круга. .
575. Вписанный внутренне въ треугольникъ ABC кругъ касается стороны АВ  въ
точке D, а вписанный вне касается той же стороны въ точке Е , показать, что нрямоу-
голышкъ изъ рад1усовъ ivpyio^^AD.DB—AE.EB.
576. Показать, что геометрическое место средины прямой, проведенной параллельно 
основашю треугольника, есть прямая лишя. .
577. Вписанъ въ треугольникъ параллелограмъ, коего одна сторона лежитъ на осно­
вами треугольника, а смежныя ей стороны параллельны данному направленш, показать, что 
геометрическое место пересечешя д1агоналей такихъ -параллелограмовъ есть прямая прохо­
дящая чрезъ средину основашя треугольника. .
578. На прямой АВ , какъ на гипотенузе, построимъ прямоугольный треугольникъ, 
изъ А  и В  проведены прямыя, деляшдя противоположный стороны пополамъ показать, что 
геометрическое место пересечешя этихъ прямыхъ есть кругъ.
579. Изъ данной точки, вне двухъ данныхъ не пересекающихся круговъ, провести 
прямую такъ, чтобы части этой прямой, заключающаяся въ кругахъ были пропорщональны 
рад1усамъ круговъ?
580. Въ данный треугольникъ вписать ромбъ такъ, чтобы одна изъ его вершинъ на­
ходилась въ дайной на основанш точке, и одна сторона лежала на основанш?
581. Въ треугольнике ЛВС уголъ С прямой, ABD E  есть квадратъ, построенный на 
■ гипотенузе АВ, F, 6г, Н. суть точки пересечешя д1агоналей квадрата и д1агоналей съ ка­
тетами, показать что /_DCE-i-Z_GrFH=d ?
Смешанный 8&Д8.НИ и теоремы на вс& предложения первыхъ шести енигъ.
“  *
»
■ 582. Дана постоянная точка О и прямая, чрезъ точку О проведена, какая нибудь
прямая, пересекающая данную прямую въ точке Р , на прямой ОР отложенъ отрезокъ OQ 
такъ, что прямоугольникъ OP.OQ есть величина постоянная, показать, что геометрическое
место точки Q есть окружность круга. .
583. Дана постоянная точка О на окружности круга, -чрезъ точку О проведена, ка­
кая нибудь прямая, пересекающая окружность въ точке Р , на прямой ОР взята точка Q 
такъ, что прямоугольникъ OP.OQ есть величина постоянная, показать, что геометрическое
место точки Q есть прямая лишя.
584. Протйвоположныя стороны вписаннаго въ кругъ четыреугольника, будучи продол­
жены, пересекаются въ точкахъ Р  и Q, показать, что квадратъ построенный на PQ равенъ 
сумме квадратовъ построенныхъ на проведенныхъ къ кругу касательныхъ^изъ точекъ Р  и Q.
585. Вписанъ въ кругъ четыреугольникъ ABCD, протйвоположныя стороны АВ% и 
DO пересекаются въ точке F, а ВС и AD  въ точке Е, показать, что кругъ описанный 
на EF, какъ на дшштре, пересекаетъ данный кругъ A BCD подъ ирямымъ угломъ.
586. Изъ вершины прямоугольного треугольника опущенъ на гипотенузу перпендику- 
ляръ, изъ основашя перпендикуляра опущены перпендикуляры на катеты, показать, что
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прямоугольный треугольникъ, коего катетами суть эти посл'Ьдше перпендикуляры, не можетъ 
быть больше одной четверти даннаго треугольника.
587. Если соединимъ оконечности двухъ пересекающихся прямыхъ такъ, чтобы обра­
зовалось два противоположныхъ вершинами треугольника, то фигура образованная, соединяя 
точки, д*ляиця данныя прямыя пополамъ, будетъ параллелограмъ, коего площадь равна полу- 
разности площадей треугольниковъ.
588. АВ  и АС суть две касательныя къ кругу въ точкахъ В  и С, В  есть какая 
нибудь точка, на прямой, соединяющей средины касательныхъ АВ  и АС, показать, что от- 
резокъ А В  равенъ касательной, проведенной къ кругу изъ точки R.
589. АВ  и АС суть касательныя къ кругу, PQ есть хорда круга, которая, е с т  
необходимо должна быть продолжена, пересекаетъ прямую, соединяющую средины каса­
тельныхъ АВ  и АС, въ точке В, показать, что /_RAP=/_AQR.
690. Если въ какомъ нибудь четыреугольнике проведемъ д1агонали, то образуется 
каждыми двумя смежными сторонами и одною изъ д1агоналей четыре треугольника, пока­
зать, что четыре круга, проходяшде чрезъ; средины сторонъ каждаго изъ сказанныхъ треу­
гольниковъ, пересекаются въ одной точке.
591. Изъ какой нибудь точки опущены перпендикуляры на три равноделяшдя углы 
равцосторонняго треугольника, показать, что одинъ изъ нихъ равенъ сумме двухъ другихъ.
592. Два круга пересекаются въ точкахъ А  и В , изъ точки В  возставленъ нерпен- 
дикуляръ CBD къ АВ, встречающей круги въ точкахъ С и D , чрезъ точку А, проведена 
равноделящая уголъ виутрентй или внешшй между АС  и AD, эта равноделящая встре­
чаетъ окружности въ JS и F, показать, что касательныя въ точкахъ Е  и F  пересекаются 
на продолженш прямой АВ.
593. Разделить треугольникъ двумя прямыми на три части, которыя бы, будучи рас­
положены въ известномъ порядке, образовали параллелограмъ съ углами данной величины.
594. ABCD есть параллелограмъ а Р , какал нибудь точка, показать, что треуголь­
никъ РАС  равенъ разности треугольниковъ РАВ  и PA D , если точка Р  находится внутри 
угла PAD  или внутри противоположная ему угла; и равенъ сумме треугольниковъ РАВ
и PA D , если Р  находится въ какомъ нибудь другомъ положенш.
•  •
595. Два круга пересекаются, проведена прямая ABCDF, которая пересекаетъ
одинъ кругъ въ точкахъ А и D, а другой въ точкахъ В  и В, а ихъ общую хорду пере­
секаетъ въ точке С, показать, что \Z\BD: Q A F —BC.CD : АС.СЕ.
Книга XI.
' Отъ 1 до 12. .
59.6. Показать, что равныя прямыя, проведенныЯ' изъ данной точки до встречи съ 
данною плоскостью одинаково наклонены къ плоскости.
597. Если две прямыя находящаяся въ одной плоскости одинаково наклонены къ 
другой плоскости,, то оне одинаково наклонены и къ общему сеченш обеихъ плоскостей.
598. Изъ точки А  Опущенъ перпендикуляръ на плоскость и встречаетъ ее въ точке 
В, изъ В  опущенъ перпендикуляръ на прямую находящуюся въ плоскости и встречаетъ
. пряную въ точке С, показать, что А С есть перпендикуляръ къ упомянутой прямой.
599. Въ треугольнике ABC  перпендикуляры изъ вершинъ 1  и В  на стороны ВС и 
.АО встречаются въ точке D, изъ D  возставленъ перпендикуляръ къ площади треуголь­
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ника, Е  есть какая нибудь на немъ точка, показать, что прямая, соединяющая ,Ё  съ од­
ною изъ вершинъ треугольника, перпендикулярна къ прямой, проведенной чрезъ эту вер­
шину параллельно противоположной стороне треугольника.
• 600. Чрезъ две данныя точки вне данной плоскости проведены две прямыя пересЬ- 
кающ1яся на плоскости, найти когда ихъ сумма будетъ наименьшая?
601. Три прямыя линш, не лежания въ одной плоскости, пересекаются въ одной 
точке, одна плоскость пересекаетъ ихъ въ равномъ разстоянш отъ точки общаго ихъ пе-
I
ресйчешя, показать, что перпендикуляръ, опущенный изъ этой точки на плоскость, ветре-
•  *  .
чаетъ ее въ центре круга, описаннаго около треугольника, образованная тремя точками 
прямыхъ встречающнхъ плоскость треугольника.
602. Показать построеше прямой одинаково наклоненной къ тремъ прямымъ, пере­
секающимся въ одной точке?
603. Изъ точки Е  опустить перпендикуляры ЕС и ED  на две плоскости CAJB и 
DAB, перес'Ькаюццяся по прямой АВ , изъ D  опустимъ перпендикуляръ D F  на плоскость 
САТЗ, встречающей ее въ точке F, показать, что прямая CF, продолженная, если необхо­
димо, перпендикулярна къ АВ. •
604. Изъ точки опущены перпендикуляры на плоскость и на прямую въ этой плос­
кости, показать, что прямая, соединяющая основашя перпендикуляровъ, перпендикулярна къ
»
прямой на плоскости.
Отъ 13 до 21.
605. Общее основаше двухъ пирамидъ есть BCD, вершины А и Е  пирамидъ ле­
жатъ въ плоскости, проходящей чрезъ ВС\ АВ  и АС перпендикулярны къ гранямъ BED  
и CED , показать, что углы при А  вместе съ углами при Е  составляютъ более четырехъ 
прямыхъ угловъ.
606. Внутри даннаго треугольника вписанъ другой треугольникъ, показать, что сумма 
угловъ стягиваемыхъ сторонами внутренняя треугольника въ какой нибудь точке, не ле­
жащей въ плоскости треугольника, меньше суммы угловъ стягиваемыхъ, въ той же точке, 
сторонами внешняя треугольника.
607. Чрезъ концы двухъ параллельныхъ прямыхъ (отрезковъ) АВ  и CD, проведены 
параллельныя линш Аа, Bb, Сс, Dd , пересекаюпця, какую нибудь плоскость въ точкахъ 
а, Ъ, с, d, показать, что А В : CD—аЪ : cd.
608. Показать, что перпендикуляръ опущенный изъ вершины правильная тетраедра 
на противоположную грань равенъ трыжды взятому перпендикуляру, опущенному изъ основа­
шя перваго перпендикуляра на одну изъ граней.
609. Основаше треугольной пирамиды есть равностороннш треугольникъ, углы при 
вершине суть прямые, показать, что сумма периендикуляровъ, опущенныхъ изъ какой нибудь 
точки основашя на остальныя три грани есть величина постоянная.
610. Три прямыя линш, не лежашдя въ одной плоскости, пересекаются въ одной точ­
ке, чрезъ эту последнюю точку проведена еще прямая, внутри треграннаго угла, образуе­
м ая тремя первыми прямыми, показать, что сумма угловъ, образуемыхъ четвертою прямою 
съ тремя первыми меньше суммы и больше полусуммы угловъ, образуемыхъ тремя первыми 
между собою.
611. Три прямыя лиши, не лежащхя въ одной плоскости, пересечены тремя плоскос­
тями, въ одномъ и томъ же отношенш, две изъ плоскостей параллельны, показать, что и
третяя будетъ параллельна двумъ первымъ, если точки пересечешя ея съ тремя прямыми 
не лежатъ на одной прямой линт.
612. Провести дв'Ь параллелышя плоскости, одну чрезъ одну прямую, а другую чрезъ 
другую не пересекающуюся съ первою прямою?
613. Если две не параллельный плоскости, пересечены двумя параллельными плос­
костями, то лшпи пересечешя нервыхъ двухъ съ двумя последними образуюгъ равные углы.
614. Изъ точки А, находящейся на одной изъ двухъ плоскостей, проведены прямыя
«  •
АВ  и АС, первая перпендикулярно къ первой плоскости, а вторая перпендикулярно ко
второй, прямыя АВ  и АС встречаюгь вторую плоскость въ точкахъ В  и С, показать, что
ВС есть перпендикуляръ къ пересеченно двухъ плоскостей.
•  *
615.'Многоугольники, образованные пересечешемъ призмы параллельными плоскос­
тями равны.
• 616. Многоугольники образованные пересечешемъ пирамиды параллельными плоское- юс
тями, подобны. '
617. Прямая лишя РВЬр пересекаетъ две параллельныя плоскости въ В и Ь, точки 
Р  и р  равно отстоять отъ плоскостей; РАсс и рсС суть друия две нрямыя, проведенныя чрезъ 
точки Р  и р  до нересЬчешя съ плоскостями, показать, что треугольники ABC и аЬс равны.
618. Изъ точекъ А и В  надъ данною плоскостью опущены перпендикуляры А Е  и 
B E  на нее; проведеиа еще плоскость чре-ъ А  перпендикулярно къ АВ, показать, 
что пересечение этой плоскости съ данною перпендикулярно къ прямой ЕЕ.
Книга XII.
. Отъ 1 до 18.
.  *  -  •  •
4
619. Что означаетъ выражеше: квадратура круга невозможна? Показать ир1емъ съ 
помощью котораго Архимедъ первый нашелъ приближенное отношеше окружности къ 
д1аметру? < . •
620. Построить кругъ, коего площадь была бы равна удвоенной площади другаго 
даннаго круга?
621. Данъ кругъ ABC, требуется построить кругъ аЪс концентричесшй съ даннымъ, 
коего бы площадь была равна утроенной площади даннаго круга?
622. Данный кругъ разделить, концентрическими кругами, на несколько равныхъ 
частей?
'  *  *
623. Данный кругъ разделить на несколько равныхъ частей, коихъ бы периметры •
были равны окружности даннаго круга?
624. Два круга касаются внутренне, площадь луночки, отделенной отъ большаго 
круга меныпимъ, равна удвоенной площади меныпаго круга, найти отношеше между д1амет- 
рами круговъ? ‘
625. Д1аметръ даннаго круга разделепъ на две части, на каждой изъ нихъ построимъ, 
какъ..,на д!аметре кругъ, площадь заключающаяся между данною окружностью и окружно­
стями, построенныхъ круговъ, равна сумме площадей построенныхъ круговъ, найти въ ка­
комъ отношеши разделепъ дгаметръ даннаго круга?
626. Около правильнаго тетраедра описать шаръ и найти рад1усъ шара, когда ребро 
тетраедра есть единица?
627. Дана неправильная часть шара, показать какъ практически построить рад1усъ 
шара къ которому принадлежитъ данная часть поверхности шара?




собою, построить треугольникъ, коего вершпньт находятся въ точкахъ прикосновешя гаа- 
ровт. съ горизонтальною плоскостью?
629. Построить пять правильиыхъ тЬлъ?
630. Въ тетраедръ вписать шаръ?
631. Найти объемъ пирамиды по данной высот-Ь и основанш, какая бы нибыла фи­
гура этого посл'Ьдняго? .
632. Изъ десяти > шаровъ сложена треугольная пиримида сл-Ьдующимъ образомъ: на 
земл'Ь лежитъ шесть шаровъ, на этихъ послЬднихъ три шара, и на этихъ трехъ лежитъ 
одинъ, найтп разстояше этого посл'Ьдняго шара отъ земли?
633. Найти отиошете между угломъ въ сегмеитЬ круга и прямымъ угломъ, когда 
сегментъ круга равенъ одной четверти площади даннаго круга?
Ptuieme н%которыхъ, заслуживающихъ особеннаго внимашя, задачъ
634. Провести касательную къ двумъ даннымъ кругамъ?
Pmuenie. Пусть А  будетъ центръ болынаго круга, а В  центръ меныпаго. Изъ 
центра А  радгусомъ равнымъ разности рад1усовъ данныхъ круговъ опишемъ кругъ, изъ 
центра В  проведемъ касательпую къ описанному кругу и пусть она касается круга въ 
точк'Ь С (фиг. 572).
Фиг. 572.
Соединимъ А съ С и продолжимъ прямую АО до встречи ея съ ок]-ужяостыо боль- 
шаго круга въ точк'Ь D. Проведемъ рад^усъ 13 Е  || АТ), соединимъ D  съ Е ) то D E  и бу-;
детъ общая касательная.
Такъ какъ изъ точки В къ кругу, .коего рад1усъ есть АО, можно провести двЬ ка­
сательныя, то можно показать, что об'Ь касательныя перес'Ькутся въ точк'Ь, лежащей на про- 
должеши прямой АВ , соединяющей центры данныхъ круговъ. Это построеше прилагается 
не только тогда, когда круги находятся одинъ внгЬ другаго, но и тогда когда они касаются
или перес'Ькаются. •
Если круги находятся одинъ внЬ другаго, то можно найти еще два рЬшешя. Изъ
центра А  опишемъ кругъ рад1усомъ равнымъ сумм'Ь рад!усовъ данныхъ круговъ и поступал
какъ и прежде, только съ т'Ьмъ исключешемъ, что BE  и AD  должны быть проведены въ
противоположныхъ направлешяхъ, или же съ противоположныхъ сторонъ прямой АВ ̂
Можно и зд'Ьсь показать, что дв'Ь, такимъ образомъ, проведенныя касательныя перес'Ькутся
въ точкЬ лежащей на А В.
635. Описать кругъ, проходящш чрезъ три данныя точки, не лежапця на одной пря­
мой лиши?
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Pmuenie. Эта задача решена въ 5 предл. 4 книги Евклида.
636. Описать кругъ, который бы проходилъ чрезъ двЬ данныя точки, лежания по 
одну сторону данной прямой, и касался бы этой прямой?
Ргьшете. Пусть А  и В  будутъ данныя точки и ЕС  данная прямая, соединимъ А  и 
В прямою и продолжимъ ее до встречи съ jЕС въ точке С (фиг. 573).
Фиг. 573.
А
Построимъ квадратъ равный прямоугольнику АС.ВС и на данной прямой отъ точки 
С отложимъ отр'Ьзокъ СЕ равный стороне построеннаго квадрата (кн. 2, пред. 14). Чрезъ 
точки А, В, Е  проведемъ кругъ (кн. 3, пред. 37), это и будетъ искомый кругъ.
Отр’Ьзокъ СЕ можетъ быть отложенъ отъ точки О и въ другую сторону, поэтому 
задача имеетъ два решешя.
Если прямая АВ  11 СЕ, то предъидущее построеше не им'Ьетъ места, . а въ этомъ 
случай поступаютъ сл'Ьдующимъ образомъ: отр'Ьзокъ АВ  въ точк'Ь D  д^лятъ пополамъ, изъ 
точки D  возставляютъ перпендикуляръ къ АВ  и продолжаютъ его до встречи съ данною 
прямою въ точк'Ь С, и чрезъ три точки А, В  и С проводятъ кругъ, который и есть тре­
буемый.
637. Описать кругъ, который бы проходилъ чрезъ данную точку и касался бы двухъ 
данныхъ прямыхъ (фиг. 574)?
Ргьшете. Пусть А  будетъ данная точка, продолжимъ данныя прямыя до встречи въ 
точк’Ь В  и соединимъ В  съ А. Чрезъ точку В  проведемъ ВС равнод'Ьлящую уголъ между 
данными прямыми, въ которомъ лежитъ точка А, на этой равноделящей возьмемъ, какую 
нибудь точку С и изъ нея опустимъ перпендикуляръ иа одну изъ данныхъ прямыхъ, кото­
рый встречаетъ прямую въ точке D, изъ точки С, какъ изъ центра, рад1усомъ CD опи­
шемъ кругъ, который встречаетъ АВ  или ея продолжеше въ точке Е. Соединимъ С съ Е  
и чрезъ А  проведемъ А Е  j] СЕ, пусть A F  встречаетъ ВС  или ея продолжеше въ точке F . 
Кругъ описанный изъ F, какъ изъ центра, рад1усомъ F A  будетъ касаться данныхъ пря­
мыхъ.
Въ самомъ деле, опустимъ изъ F  перпендикуляръ FG на BD, который встречаетъ 
BD  въ точке G. Такъ какъ (кн. 6, пред. 4): •
. С Е : F A = B C : B F
а
CD : FGh=BC: BF
•  V
то: .
C E :F A = C D :F G
откуда:
С Е : C D =F A  : FG 
но CE—CD, следовательно и FA—FG.
Если точка А будетъ находится на прямой ВС, то точка В  определяется какъ и
выше, и зат'Ьмъ JD соединяютъ с,ъ В  и чрезъ точку А проводятъ AG || D В. Эта прямая
т »
■ Фиг. 574. .
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встречаетъ BD  или ея продолжеше въ точке G, изъ точки G возставляютъ перпендику­
ляръ, пересечете котораго съ ВС и будетъ центръ искомаго круга. -
Такъ какъ кругъ, онисанный изъ точки С, какъ изъ центра, рад!усомъ CD, пересе- 
каетъ АВ  въ двухъ точкахъ, то задача имеетъ два решетя.
Если точка А  находится на одной изъ данныхъ прямыхъ, то надобно изъ этой точки 
возставить перпендикуляръ къ этой прямой, пересечете котораго съ одной изъ равноделя- 
щихъ уголъ между данными прямыми и будетъ центръ искомаго круга.
   ч  ’ ______  ’
Если две данныя прямыя параллельны, то прямая ВС проводится параллельно обеимъ 
прямымъ въ равномъ отъ каждой изъ нихъ разстоянш. '
638. Описать кругъ, который бы касался трехъ данныхъ прямыхъ, изъ коихъ не бо.
*
лее двухъ могли бы быть параллельны?
Рпшете. Эта задача решена въ кн. 4, пред. 4. Заметимъ только, что если три дан­
ныя прямыя образуютъ треугольникъ, то можно описать четыре круга удовлетворяющее тре- • 
бованш задачи: одинъ кругъ касается всехъ сторонъ треугольника, а три остальные ка­
саются одной стороны и двухъ 1'продолжешй сторонъ. Если изъ трехъ данныхъ прямыхъ 
две параллельны, то можно описать только два круга одинъ съ одной, а другой съ другой • 
стороны не параллельной прямой. -
639. Описать кругъ, который бы касался даннаго круга и данной прямой въ данной 
на ней точке (фиг. 575)?
Ртиете. Пусть А будетъ данная точка па данной . прямой, и С центръ даннаго
. •
круга. Чрезъ точку С проведемъ прямую BD  перпендикулярно къ данной прямой, которая
пересекаетъ окружность круга въ точкахъ В  и D, изъ коихъ D  есть точка, лежащая
$  •
дальше отъ прямой. Соединимъ точку D  съ А, прямая AD  пусть пересекаетъ окружность
• •
•  *  «  I
въ точке В. Изъ данной точки А возставимъ перпендикуляръ’ къ. данной прямой, который 
пересечетъ прямую СВ, соединяющую центръ круга съ точкою В, ъъ точке В. Точка В  и 
будетъ центръ искомаго круга, а А В  рад1усъ его. .
Въ самомъ дЬле, /_АВВ—/^CED (кн. 1, пред. 15) и /_BAJP—/J3D B  (кн. 1
«*■
пред. 29), следовательно /_АВВ—/_ВАВ, а потому AB—E F  (кн. 1, пред. 6).
Второе р'Ьшете задачи получится соединяя точку А  съ точкою J5, лежащую на дан­
ной окружности ближе къ данной прямой.
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е • '
Если данная прямая не пересекаетъ данную окружность, то кругъ полученный въ 
лервомъ реш ети съ даннымъ кругомъ касается внешне, а кругъ полученный во второмъ 




Если данная прямая пересекаетъ данный кругъ, то оба реш етя дадутъ круги, . ка- 
саюпцеся даннаго круга внешне.
640. Описать кругъ который бы проходилъ чрезъ две данныя точки и касался бы 
даннаго круга (фиг; 576)?
• Ргьшете. Пусть 1  и В  будутъ данныя точки. На окружности даннаго круга возь-
9
мемъ, какую нибудь точку С и опишемъ кругъ, проходяшДй чрезъ три точки А, В, С.
Если этотъ кругъ касается даннаго, то онъ и есть требуемый, если же нетъ, то пусть 
точка D  будетъ другая точка встречи его съ даннымъ кругомъ.
Фиг. 576.
Продолжимъ прямыя АВ  и CD до встречи ихъ въ точке Е, изъ точки Е  прове­
демъ касательную Е Е  къ данному кругу, пусть точка F  будетъ точка касатя. Кругъ опи- 
- санный чрезъ точки А, В, F  и будетъ требуемый (кн. .3, пред. 35, 37).
Задача эта имеетъ два реш етя, такъ какъ изъ точки Е  къ данному кругу можно 
провести две касательныя.-
Если перпендикуляръ, возставленный изъ средины хорды АВ, проходить чрезъ центръ 
даннаго круга, то въ этомъ случае, точка Е  находится на безконечности, такъ какъ 
АВ  [ | CD и точка F  получится, проводя касательныя къ данному кругу параллельно 
хорде АВ. - .
641. Описать кругъ, который бы касался двухъ данныхъ прямыхъ и даннаго круга?
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Рпшете. Проведемъ дв£ прямыя параллельно даннымъ прямымъ па разстоянш ра- 
д1уса даннаго круга отъ каждой изъ данныхъ прямыхъ и cj> противоположной ихъ стороны 
относительно даннаго круга. Опишемъ кругъ, касаюшдйся проведенныхъ прямыхъ и прохо- 
дяпцй чрезъ центръ даннаго круга. Кругъ, имйюпцй центръ этого послЬдняго круга, а ра- 
д1усомъ разность рад1усовъ описаннаго и даннаго круговъ, будетъ требуемый.
Такъ какъ можно описать два круга касающихся проведенныхъ прямыхъ и проходя­
щихъ чрезъ центръ даннаго круга, то задача имеетъ два решешя, въ одномъ изъ рйшетй 
кругъ будетъ касаться даннаго круга внешне, а въ другомъ внутренне.
Если провести прямыя параллельно даннымъ, съ той же стороны ихъ съ коихъ ле­
житъ центръ даннаго круга, то получится два решешя въ которыхъ искомые круги ка­
саются даннаго оба внутренне.
Следовательно задача имеетъ четыре решетя.
642. Описать кругъ, который бы проходилъ чрезъ данную точку, касался бы данной 
прямой и даннаго круга (фиг, 577)? .
Pibiueuie. Пусть А  будетъ данная точка, GO данная прямая и В  центръ даннаго круга. 
Изъ центра В  опустимъ перпендикуляръ на данную прямую, который встретить ее въ 
точке О, а окружность въ точкахъ Е  и D. Соединимъ А  съ Е  и на прямой А Е  опреде-
г  *  ^
лимъ точку F  такъ, чтобы E A.E F=E C.E D ; это можно сделать проведя кругъ чрезъ точки 
А } С, -D, который пересечетъ прямую ЕА  въ искомой точке F  (кн. 3, пред. 36, след.). 
Опишемъ кругъ, который бы проходилъ чрезъ точки А  и F  и касался бы данной прямой* 





Въ самомъ деле положимъ, что описанныи такимь образомъ кругъ касается данной 
прямой въ точке 6г, соединимъ G съ Е, прямая EG пересечетъ данный кругъ въ точке 
.ЕГ, проведемъ прямую DH. Такъ какъ треугольники EHD  и ECG подобны, то EC.ED— 
—EG.EH  (кн. 3, пред. 31, кн. 6, пред. 4 и 16). Следовательно EA.EF=EH .EG, а по­
тому точка II находится на окружности описаннаго круга (кн. 3, пред. 36, след.). Пусть 
К  будетъ центръ круга, проходящаго чрезъ А  и F  и касающагося данной прямой въ точке
G. Проведемъ прямыя KG , К Н  и ПВ.
Легко молено показать, что ZKHG=</_E3B  (кн. 1, пред. 29, 5). Следовательно
КIIВ  есть прямая лишя, а потому описанный кругъ касается даннаго круга.
Такъ какъ задача: провести кругъ чрезъ две данныя точки и касаюпцйся данной
прямой имеетъ два решешя, то и здесь получится два решешя.
Для решешя задачи мы соединили точку А съ Ё, но можно соединить А  съ D  и 
точно также получить еще два решешя, следовательно задача имеетъ четыре решешя.
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648. Описать кругъ, который бы касался двухъ данныхъ круговъ и данной прямой?
Рпшенге, Пусть PQ будетъ данная прямая, А  центръ меныпаго, а В  центръ боль- 
шаго круга, А В  и ВС  ихъ рад1усы. .
Здесь могутъ быть сл'Ьлуюшде случаи: 1-й искомый кругъ можетъ касаться внешне 
обоихъ данныхъ круговъ, 2-й онъ можетъ касаться обоихъ внутренне и 3-й онъ можетъ ка­
саться одного внешне, а другаго внутренне.
Положимъ центръ искомаго круга, касающагося внешне обоихъ данныхъ круговъ, 
есть О. Изъ точки О какъ изъ центра опишемъ кругъ нроходящш чрезъ центръ А  меш>- 
шаго круга, эта окружность касается круга описаннаго изъ точки В, какъ изъ центра, ра- 
д1усомъ равнымъ разности рад1усовъ данныхъ круговъ и касается прямой P tQ{ , проведен­
ной параллельно PQ на разстоянш отъ нея равномъ рад1усу меныпаго изъ данныхъ кру­
говъ, и съ противоположной стороны прямой PQ относительно центра В. Следовательно 
реш ете настоящей задачи сведено на реш ете предъидущей (638).
Эта последняя задача (638) имеетъ четыре решешя, изъ коихъ только два даютъ 
реш ете предложенной задачи: эти окружности, касаются внешне круга, описаннаго около 
В, рад!усомъ B F = B C —АВ. Въ самомъ деле, если разсмотримъ окружность О', проходя­
щую чрезъ А, касающуюся прямой P ^ i  и имеющую внутренне Kacanie съ кругомъ JBF, то 
кругъ концентрическш съ кругомъ О' можетъ касаться круга А В  и прямой PQ, но онъ 
не касается окружности ВС. •
Если прямую Р ^ ,  заменимъ прямою P 2Q2 симметрично расположенной къ прямой Р ,ф , 
относительно PQ и разсмотримъ вспомогательную окружность BF, то найдемъ два друие 
круга удовлетворяющее задаче.
Наконецъ если прямыя P iQl и P2Q2 будемъ последовательно сочетать съ окружностью,
описанной изъ точки В, какъ изъ центра рад1усомъ равнымъ ВС-\-АВ, то получимъ еще
. •
-четыре решетя, следовательно предложенная задача можемъ иметь до восьми решенш.
644. Пусть А  будетъ центръ круга, В  центръ другаго болыпаго, пусть СВ будетъ 
прямая, касающаяся перваго круга въ точке С, а втораго въ точке В  и пересекающая 
продолжеше прямой А В  въ точке Т. Изъ точки Т  проведена, какая нибудь прямая, пе­
ресекающая кругъ А въ точкахъ К , L, а кругъ В  въ точкахъ Ж, N, следовательно точки
пересечешя такой прямой будутъ Т, К , JD, Ж, N. Я говорю, что прямыя: АК, КС , CL, LA
соответственно параллельны прямымъ ВМ, M B , BN, N B , и что T K .T N = T L .T M =
=Т С .Т В  (фиг. 578).
Фиг. 578.
довательно (кн. 6, пред. 4 и кн. 5, пред. 16):
ТА  : ТВ—А С : В В —А К : В М
Откуда треугольники Т А К  и ТВМ  подобны (кн. 6, пред. 7 ) , сл ед ова те л ьно
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/__ТАК=1_ТВМ, откуда А К \\В М . Точно также A L \\B N . Такъ какъ А К \\В М  и 
A C \\B D , то /_САК—  /_D B М7 а следовательно /_ G L K =  /_DNM  (кн. 3, пред. 20), от­
куда C L \\D N . Точно также СК\\ВМ . '
Изъ кн. 3, пред. 37 и кн. 6, пред. 16, мы имйемъ:
_ ТМ: T D = .T B  : TN
и (кн. 6, пред. 4): *• .
Т М : TD— T K : ТС
следовательно:
Т К : Т С = Т В  : TN
откуда прямоугольникъ TK.TN=TG.TD. Точно также TL.ТМ =ТС.ТВ.
•  •
Если круги находятся одинъ вне другаго, то мы можемъ предположить, что касатель­
ная къ обоимъ кругамъ перес'Ькаетъ прямую АВ  въ точк  ̂ Т, лежащей между А я В и 
нредъидушдя свойства будутъ иметь место лишь бы изменить буквы К  на L, такъ что 
пять буквъ будутъ, въ этомъ случай, въ следующемъ порядке: L, К, Т, М, N
Точка Т  называется цетпромъ пододгя двухъ круговъ, следовательно, если крути
*
находятся одинъ вне другаго, то центровъ подоб1я есть два.
645. Описать кругъ, который бы проходилъ чрезъ данную точку и касался бы двухъ 
данныхъ круговъ (фиг. 579)? .
Впшенге. Пусть А будетъ центръ меныпаго круга, а В  центръ болыпаго, Е  данная 
точка. '
Фиг. 579.
ГГроведемъ касательную къ обоимъ даннымъ кругамъ, пусть она касается ихъ въ 
точкахъ С и В  и встречаете продолжен!е прямой ВА  въ точке Т. Соединимъ данную 
точку Е  съ Т  и разделимъ прямую ТЕ  въ точке F  такъ, чтобы TE.TF— TG.TD. Опи- 
шемъ кругъ, проходящш чрезъ точки Е  и F  и касающшся одного изъ данныхъ круговъ. 
Положимъ, что описанный кругъ касается меныпаго круга и пусть точка касашя будетъ 
G. Следовательно остается показать, что этотъ кругъ касается и болыпаго круга. Для 
этого проведемъ прямую TG и продолжимъ ее до встречи съ болыпимъ крушмъ въ точке 
Н  то TG.ТЛ===ТС.Т.D (644), откуда TG.TH =TE.TF , следовательно, описанный кругъ
проходить чрезъ точку И.
Пусть О будетъ центръ этого круга, поэтому OGA есть прямая лшия; остается по­
казать что ОНВ есть прямая лишя.
Пусть TG перес^каетъ менышй кругъ еще въ точке К, то А К  | | В Н  (644), откуда 
уголь / А К Т = ± /BUG  и /_ A K G = /  A G K =  / O G H = / OHG. Следовательно / BUG  f- 
-\-/^OHG— /_AKT-hZ_AKG=2cl, откуда видимъ, что ОНВ есть прямая лишя. .
Такъ какъ задача (648) имеетъ два реш етя, то и настоящая задача тгЬетъ также два 
реш етя, но если круги находятся одинъ вне другаго, то можно вместо вн^шняго центра 
подоб1я круговь Т  взять внутреннш (644) и получить еще два реш етя задачи, сл'Ьдова- 
тельно она им4етъ четыре решетя. Кругъ проходя чрезъ данную точку можетъ касаться: 
1-е обоихъ круговь внешне, 2-е обоихъ внутренне и 3-е одного внешне, а другаго внут­
ренне. ,
646. Описать кругъ, который бы касался трехъ данныхъ круговъ?
Pmueuie. Пусть А  будетъ центръ наименыпаго изъ трехъ данныхъ круговъ, или по 
крайней мере не болыпаго изъ остальныхъ. Пусть В  и С будутъ центры остальныхъ дан- 
ныхъ круговъ. Изъ В , какъ изъ центра, рад1усомъ равнымъ разности рад1усовъ круговъ А  
и В , опишемъ кругъ. Точно также изъ центра С рад!усомъ равнымъ разности рад1усовъ 
круговъ А  и С, опишемъ кругъ. ЗатЗшъ оиишемъ кругъ который бы касался двухъ описан- 
ныхъ круговъ внешне и проходилъ чрезъ центръ А  (645), то кругъ, имЗшшдй центромъ 
центръ этого посл’Ьдняго круга, а paдiycoмъ разность рад1усовъ его и круга, коего центръ 
есть А, и будехъ одинъ изъ- искомыхъ круговъ. Этотъ кругъ будетъ касаться внешне.
Точно также можно описать кругъг касаюшдйся внутренне трехъ данныхъ круговъ.
Можно описать кругъ такъ, что онъ будетъ касаться двухъ внешне и одного в нут- 
ренне и двухъ внутренне и одного внешне, следовательно задача им^етъ восемь решенш.
647. Если изъ срединъ сторонъ, какого нибудь треугольника возставимъ перпенди­
куляры, то вс4 три перпендикуляра пересекутся въ одной точке (фиг. 580).
Доказат. Пусть ABC будетъ треугольникъ, разделимъ стороны ВС и АС, въ точ- 
кахъ D  и Е, пополамъ. Изъ точекъ JD и Е  возставимъ перпендикуляры къ ВС и АС, 
пусть эти перпендикуляры пересекутся въ точке G, надобно показать, что нерпендикуляръ 
возставленный изъ средины стороны- А В  пройдемъ чрезъ точку G.
Фиг. 580.
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Изъ равенства треугольниковъ BDG  и CDG, мы имеемъ B G = C G , и изъ равен­
ства треугольниковъ CEG и AEG , мы имеемъ CGr=AG; следовательно A G = B G . Если 
теперь соединимъ точку G съ срединою стороны АВ, то легко показать, изъ равенства 
треугольниковъ AGF  и BGF , что GF  есть перпендикуляръ къ АВ.
6 8 7
648. Если, въ какомъ нибудь треугольнике соединимъ прямыми лишями вершины 
угловъ съ срединами противоположныхъ сторонъ, то эти три прямыя пересекутся въ одной 
точке (фиг. 581).
• Доказат. Пусть ЛВС будетъ треугольникъ, пусть точки D ,E , F  будутъ средины
%
сторонъ его, проведемъ B E  и CF, пусть эти прямыя пересекаются въ точке (г, соединимъ 
А  съ G и G съ D . Я говорю, что AGD  есть прямая лишя.
Фиг. 581.
С
- Въ самомъ деле, мы имеемъ Д В Е А = /\В Е С  и Д G E A =  Д GEt' (кн. 1, пред. 38), 
следовательно (кн. 1, акс. 3) Д  B G A =  &BGC.
Точно также Д  C G A =  Д  CGB, следовательно Д В GA= Д  CGA и Д  BGD= Д  CGD 
(кн. 1, пред. 38), следовательно £\B G A -\-^ B G D =  ̂ CGA-\-ДССгО. С.Н довательно сумма 
& B G A -+-/\B G I)=  \  /\АВС. Откуда видно, что точка G должна находится на прямой 
AD, т. е. отрезки AG и GD составляютъ одну прямую линш.
649. Прямыя равноделяпця углы, какого нибудь, треугольника пересекаются въ одной 
точке (фиг. 582). .
Доказат. Пусть ABC будетъ какой нибудь треугольникъ, проведемъ равноделяпця 
углы В и С, пусть оне встретятся въ точке G, соединимъ А  съ G. Я говорю, что AG 
будетъ равноделящая уголъ А.
Фиг. 582. ;
■ • С . ■ .
Опустимъ изъ точки G на сторону ВС перпендйкуляръ GD , на АС перпендикуляръ 
GE  и на АВ  периендикулярь GF. '
Изъ равенства треугольниковъ BGF  и BGD, мы имеемъ G F = G D , и изъ равен­
ства треугольниковъ CGE и CGD мы имеемъ G E = G D , следовательно G F = G E . Теперь, 
легко доказать равенство треугольниковъ AFG  и AEG , откуда будёмъ иметь, чщ
Z_FAG=/_GAE ', т. е. что AG есть равноделящая.
•  •  •
660. Если изъ вершинъ, какого нибудь, треугольника опустимъ перпендикуляры 
на противоположныя стороны, то оне пересекутся все три въ одной*точке (фиг. 683).
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т
' Доказали. Если чрезъ вершины треугольника ЛВС проведемъ прямыя параллельно 




будутъ вдвое больше сторонъ даннаго, и перпендикуляры, опущенные изъ вершинъ даннаго 
на противоположиыя его стороны, будутъ перпендикуляры возставленные изъ срединъ сто­
ронъ построеннаго треугольника, следовательно (647) пересекутся въ одной точке.
651. Если изъ какой нибудь точки опустимъ перпендикуляры на стороны, вписан- 
наго въ кругъ треугольника, то три точки встречи перпендикуляровъ со сторонами треу­
гольника лежатъ на одной прямоц линш (фиг. 584).
Доказат. Пусть ЛВС  будетъ треугольникъ, вписанный въ кругъ, и Р  какая нибудь 
гочка на окружности круга. Изъ точки Р  опустимъ перпендикуляры PD, Р Е , P F  на сто­
роны ВС, СА, АВ. Я говорю, что точки Z), Е, F  лежатъ на одной прямой линш.
Фиг. 584.
В
Такъ какъ около четыреугольника P E A F  можетъ быть описанъ кругъ, то /__PFE-= 
= /_ Р А Е .  Но /_P A E -t-/^P A C =2d  и /_PAC-t-/_PBC==2d, следовательно £ РАЕ—  
= /L P B C  и Z_PFE=Z_PBC.
Около четыреугольника PFDB  можно также описать кругъ, следовательно /_PFD-\- 
/_P B D = 2d. Но мы видели, что / /J P B D = /_ P F E , следовательно /^PFD -л- /_ P F E = 2  d, 
’откуда видимъ, что E F  и FD  составляютъ одну прямую линш.
652. Пусть въ какомъ нибудь треугольнике ABC, точка О будетъ пересечете пер- 
пендикуляровъ изъ точёкъ А, В , С на противоположным стороны треугольника. Я говорю, 
что кругъ проходящШ чрезъ средины ОА, ОВ, ОС, пройдетъ чрезъ основащя перпеидику-
/  *  •
-  '  • ’  .  ,  *  *  i
ляровъ и чрезъ средины сторонъ треугольника. Следовательно кругъ этотъ проходить чрезъ 
девять опред'Ьленныхъ точекъ въ треугольнике, а потому называется кругомъ дввяти 
точекъ (фиг. 585). . . - ' •
Доказат. Пусть D, Е, F  будутъ ередины отр^зковь О А, ОВ, ОС, пусть JET будетъ
г  ь "  " '  w





Такъ какъ треугольникъ OBG прямоугольный, а Е  есть средина гипотенузы ОВ,
То EG=.EO, следовательно /E G O = /E O G .  Точно также './F G O =-/F O G , следова­
тельно д /F G E =  / FOE. Но / FOE-\~ /B A C = 2d , следовательно /^FGE-*-//_BAC==2d;
r  /
Такъ какъ E D  [ | АВ, D F  \ \ АС (кн. 6, пред. 2), то /JBAC-^/JEDF, следовательно 
/ F G E + -/E D F ~ 2 d , откуда видимъ, что точка (г находится на. окружности круга, про- 
ходящаго. чрезъ точки D, Е, F. . •
Такъ какъ, FH  | | OB, E H  | I ОС, то Z'E H F =/_E G F \ Следовательно точка П  на­
ходится на окружности того же круга. ' .
Точно тоже можно показать- и относительно остальныхъ сторонъ треугольника ABC.
*  •  .
Кругъ девяти точекъ имеетъ несколько замечательныхъ свойствъ, изъ коихъ мы
укажемъ на два следующая:  ̂ • .
1. Радгусъ круга девяти точекъ равенъ, половишь радгуса круга описаннаго около 
даппаю треугольника. ' ■ ' . \  '
Такъ какъ стороны треугольника D E F  параллельны сторонамъ треугольника ABC 
и равны половине каждая каждой, то треугольники ABC и D E F  подобны. Откуда сле- 
дуетъ что рад!усъ круга, описаннаго около треугольника ч D E F  равенъ -половине рад!уса 
круга описаннаго около треугольника ABC. , , . .
•  •  ч
4  *  '  ^  .  .2. Если S есть центръ круга описаннаго около треугольника ABC,\ то центръ
круга девяти- точекъ будетъ средина прямой OS. ' .
в *  .  •  . > • - *  •
Въ самомъ деле, S 8 1| GO, потому что обе эти прямыя перпендикулярны къ ВС,
«  • ,  V
следовательно перпендикуляръ возставленный изъ средины GH  пройдемъ чрезъ, средэщуи
-  -  • У /  v * - .
OS. Но Н  и G находятся на окружности круга девяти точекъ, следовательно этотъ пер-
пендикуляръ пройдетъ и чрезъ центръ круга. Делая подобныя разсуждетя относительно
. *   < * -  ‘  ’
остальныхъ сторонъ даннаго треугольника ЛВС легко видеть, что средина и есть центръ .
     ^ ■ • \ •
круга девяти точекъ. Можно также показать, что кругъ девяти точекъ, какого нибудь треу­
гольника, касается вписаннаго внутри и вписаннаго вне въ данный треугольникъ, круговъ»
. * 87
653. На данной прямой найти точку, которой разстоятя отъ двухъ данныхъ точекъ
л \
на прямой составляли бы прямоугольникъ равный прямоугольнику составленному изъ раз-
стоятй той же точки отъ двухъ другихъ данныхъ точекъ на той же прямой (фиг. 586)?
- . f .
•  \ '  ‘  ■
Рпшенъе. Пусть А, В, С, D  будутъ четыре данныя точки на одной прямой. Тре­
буется найти на той же прямой такую точку О, чтобы OA.OB=OC.OD.
690
Фиг. 586.
На AD  построимъ, какой нибудь треугольникъ AED, а на ВС  построимъ треу­
гольникъ CFB подобный треугольнику AED  и при томъ такъ, чтобы CF\\ АЕ, BF  || ED\ 
соединимъ Е  съ F  и пусть EF  встречаете данную прямую въ точке О. Я говорю, что 
точка О и есть искомая; . :
Такъ какъ О Е : O A = O F : ОС (кн. 6, пред. 4),;то О Е : O F = O A  : ОС (кн. 5, пред. 16).
Я  ■ V  е





■ *    _  _  /  •
Съ измЗ>нетемъ положетя точекъ А, В, О, D  изменяется и положеше точки О, но
при известномъ определенномъ порядке данныхъ точекъ одна только точка будетъ удовле­
творять требуемому условш. ,. . ' t '
Въ самомъ деле, пусть Р  будетъ. другая точка удовлетворяющая тому же условш, 
т. е. что P A .P B =P C .P D . Соединимъ Р  съ Е  и пусть Р Е  пересекаетъ продолжете FC 
въ точке 6г, соединимъ В  съ 6г.
•  •
Такъ какъ P A .P B = P C .P D 1 то: .
РА  : P C = P D  : РВ
но (кн. 6, пред. 2): 
следовательно (кн. 5, пред. 11):
«  потому B G 11 BE.
РА  : Р С = Р Е : PG
P D : Р В = Р Е : PG
Но по иостроенш^ Б У  || ED, следовательно BG  и B F  сами параллельны (кн. 1, 
пред. 30), что нелепо. Следовательно точка Р  не есть требуемая.
ч • .
# * . * . * ^  * ; 9 ' •• . . ' f J * ' 1  ̂ ' ( * ’ ' *
654. Вписать въ данный кругъ О треугольникъ MNP, коего бы стороны были па­
/
раллельны даннымъ прямымъ АВ, CD, E F 4  ’
Ргьшете. Чрезъ какую нибудь точку на окружности круга проведемъ хорды, одну 
параллельно прямой АВ, а другую параллельно СВ, соединяя точки, пересйчешя окруж­
ности съ проведенными хордами получимъ хорду известной длины. Теперь остается про­
вести хорду параллельно третьей прямой E F  и имеющую длину равную выше упомянутой( * *■ ̂• 4 • • • <
хорде, пусть эта хорда будетъ MN, чрезъ точку Ж  проведемъ хорду МР || АВ  и соеди­
нимъ Р  съ X, полученный треугольникъ будетъ искомый.
1• * ’ - . - 
Такъ какъ въ круге можно провести две хорды данной величины параллельно дан­
ному направленно, то настоящая задача им&етъ два решетя, т. е . . можно построить два 
треугольника, которые будутъ симметрично расположены относительно центра круга.
. * * ■ . • * * i | .. * v* ’ **■ | - „ • * - щ * '
655. Въ данный кругъ О вписать треугольникъ MNP, коего бы две сторона были, 
параллельны двумъ даннымъ прямымъ АВ  и CD, и чтобы третяя сторона проходила чрезъ
t
данную точку L  ? • \  . ‘ ." .................
. . • . . .  • - . . . - 1 0  ii*4 iiOf.
Ргьшете. Чрезъ какую нибудь точку на окружности даннаго круга проведемъ две
• • • - ' ■ , • I ■ ■ ■ ** v
хорды параллельно. одну прямой АВ, а другую параллельно CD, соединяя точки пере сече-
шя, проведенныхъ хордъ съ окружностью получимъ хорду данной длины, остается решить/ . •
задачу: чрезъ данную точку L  провести прямую такъ, чтобы она, пересекаясь съ окруж­
ностью образовала хорду данной длины. Пусть эта хорда будетъ MN,. остается чрезъ 
точку Ж  провести М Р || АВ  и точку Р  соединить, съ точкою Ж '
656.' Въ данный кругъ О вписать треугольникъ MNP, коего бы две стороны про­
ходили чрезъ данныя точки А  и ,В, а третяя была бы параллельна данной прямой CD 
(фиг. 587)? . •
Фиг. 587.




Рчьшете. Чрезъ неизвестную точку N  проведемъ N E 11 АВ  и проведемъ хорду 
ЕМ. Пусть F  будетъ точка въ которой эта хорда, продолженная если необходимо, встр4-
чаетъ прямую АВ. Если бы эта точка была - известна, то задача была бы решена. Въ са-
  * . «
момъ деле, уголъ ENM  равенъ углу между прямыми АВ  и CD, следовательно длина 
хорды ЕМ  можетъ быть определена, а потому можетъ быть определено и ея поло» 
жеше. .
i
Чтобы найти поможете точки JF7, заметимъ, что /^ A F M = /A F F N =Z_A PB 1 следо­
вательно треугольники Р А Б  и M AF  подобны, откуда:
„ »
• « •
A B :A M = A P :A F• * * • •
-  ч -  •
или .
, A M .A P = A B .A F
Если проведешь, какую нибудь секущую AGH , то будемъ иметь:
« <
A G .A H =A B .A F
* ■ « I
j « .
Въ этомъ уравненщ все известно исключая AF.^ И какъ точки Cr,H,F,B находятся 
на одной окружности, то кругъ, проходялци чрезъ точки Сг,Л,Б пересйчетъ прямую АВ  въ
ИСКОМОЙ точке F. " • - :
657.- Вписать въ данный кругъ треугольникъ, котораго бы стороны проходили чрезъ 
три данныя точки (фиг. 588)? . - . ' .
в . ч •
Pmueuie. Пусть А, В, С будутъ данныя точки и О данный кругъ. Положимъ, что 
PM N  есть жскомыи треугольникъ. ■ . .
Фиг. 588.
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Проведемъ N E  || АВ, и определимъ. точку F  какъ въ предъидущей задаче. По­
строивши точку F  остается только вписать въ данный кругъ треугольникъ, котораго бы 
две стороны проходили чрезъ точки-С и F, а третяя была бы параллельна прямой АВ, 
т. е. задача сведена на предъидущую. ,
ПРИБАВЛЕНИЕ.
X. О величинахъ наибольшихъ (maximum) и наименыпихъ (minimum).
•* . .
( . „ * * * . ^
1. Если геометрическая величина, какого бы то нибыло рода, изме­
няясь непрерывно по известному закону, переходитъ въ известный мо-
ментъ ея изм̂ нендя. чрезъ величину большую непосредственно ей пред­. а г \
шествовавшихъ и последующихъ величинъ, то говорятъ что она наиболь­
шая (maximum), хотя бы она въ другой какой нибудь моментъ измЗшешя 
и имела абсолютно большую величину. Если величина переходитъ чрезъ 
величину меньшую непосредственно* ей . предъидущихъ и послйдующихъ, 
то говорятъ что она наименьшая (minimum), хотя бы она въ какой нибудь 
другой моментъ ея измЗшешя и имела величину абсолютно меньшую. 
Следовательно выражешя maximum и minimum употребляемыя въ геомет-
* > Ч •
pin суть относительныя, а не обсолютныя.
2. Въ геометрическихъ фигурахъ высшихъ порядковъ различныя 
изменяющаяся величины, связанныя съ ними, могутъ въ лродолжеще ихъ из- 
менешя переходить чрезъ нисколько наибольшихъ и нисколько наименъ- 
шихь величинъ, разумеется наибольшая следуетъ за наименьшею и т. д., 
одна следуетъ за другою. Но въ элементарной геометрш где разсматри- 
вается точка, прямая лишя и кругъ, переменная величина, связанная съ 
ними, редко, въ продолжеше своего изменешя,- переходитъ больше какъ 
чрезъ одно простое maximum и одно простое minimum. Напримеръ разстоя- 
Hie точки, движущейся по кругу, отъ данной точки или отъ данной пря­
мой, какое бы нибыло ея положеше относительно круга, будетъ maximum 
только для разстояшя, проходящаго чрезъ центръ и minimum для разстоя- 
шя, которое, будучи. продолжено, пройдетъ чрезъ центръ круга. Во всехъ 
такихъ случаяхъ maximum и minimum суть величины нетолько относитель­
ныя, но абсолютно наиболышя и наименышя, которыя переменная вели­/ *
чина можетъ получить въ продолженщ своего изменения. .
3. Взаимными геометрическими величинами называются таюя кото- 
рыхъ произведете равно единице. Напримеръ, если площадь прямоуголь-
ника равна единиц^, то основаше и высота прямоугольника суть вели­
чины взаимным. Изъ этого легко видеть, что если какая нибудь величина 
получаетъ maximum или minimum, то взаимная получить minimum или 
maximum. _
4. Приведемъ нисколько прим&ровъ простыхъ, но основательныхъ, къ 
которымъ приводится большая часть вопросовъ относительно maximum и 
minimwn. . ■
Примгъръ 1. Если дана величина двухъ сторонъ треугольника, то 
наибольшая площадь треугольника будетъ тогда, когда данныя стороны 
будутъ составлять прямой уголъ.
. Доказат. Какое бы нибыло наклонеше данныхъ сторонъ треуголь­
ника, площадь его равна всегда половине произведешя одной изъ дан-
• .
ныхъ сторонъ на перпендикуляръ, опущенный изъ конца другой на пер­
вую. Но такъ какъ этотъ перпендикуляръ будетъ наиболышй (равенъ вто­
рой сторон1}*) когда уголъ между сторонами прямой, то следовательно и т. д.
Примгъръ 2. Если на данномъ отрезке прямой взята точка, то про­
изведете ея разстояшй отъ концевъ отрйзковъ будетъ наибольшее, когда 
тозка дйлитъ отр^зокъ пополамъ, а сумма квадратовъ этихъ разстоянгй 
будетъ наименьшая. ~ _
Доказат. На данномъ отрезке, какъ на д1аметргЬ, опишемъ полукругъ 
и изъ какой нибудь точки отрезка.' возставимъ къ нему перпендикуляръ, 
то квадратъ построенный на этомъ перпендикуляре равенъ прямоуголь­
нику построенному на отрйзкахъ. Но сторона квадрата,' а следовательно 
и его площадь будетъ наибольшая̂  когда взятая точка будетъ средина 
даннаго отрезка, след. и т. д. - . . . .
Такъ какъ квадратъ построенный на данномъ’ отрезке равенъ сумме 
квадратовъ построенныхъ на отр^зкахъ, на которые онъ раздЬленъ взятою 
точкою съ дважды взятымъ прямоугольникомъ построеннымъ на отр^зкахъ 
(кн. 2, пред. 4), то, очевидно, что сумма квадратовъ построенныхъ на 
отрйзкахъ будетъ наименьшая, когда взятая точка д^литъ данный отре- 
зокъ пополамъ^
Примгъръ 3. Если въ какомъ нибудь треугольнике одну изъ сто­
ронъ раздйлимъ пополамъ и чрезъ точку делешя проведемъ параллельныя 
остальньшъ двумъ сторонамъ треугольника, то образуется вписанный па- 
раллелограмъ, коего площадь будетъ наибольшая.
Доказат. Пусть данный треугольникъ будетъ ЛВС, возьмемъ на 
сторон^ АВ, какую нибудь точку О, чрезъ эту точку проведемъ прямыя 
параллельно сторонамъ АС и ВС, пусть точки встречи этихъ параллель- 
ныхъ съ АС и ВС будутъ F  и Е. Такимъ образомъ образовался парал-
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лелограмъ OFCE, я говорю что площадь его будетъ наибольшая когда 
точка О д'Ьлитъ А В  пополамъ,
Въ самомъ Д'Ьл'Ь, мы имйемъ:
A C  A F  ВС Е В
АВ О А и АВ~~ ОВ
откуда перемножая, найдемъ: .











• Л ' • • “
- ‘ ' * ‘ .
Изъ этого уравнетя видимъ, что отношете OF. ОЕ: ОА.ОВ есть
величина постоянная, следовательно произведете OF.OE изменяется, съ
. • i
перемещетемъ точки О на АВ, пропорцюнально произведешю ОА.ОВ, 
но это последнее произведете будетъ наибольшее, когда точка О нахо­
дится на средине А В . Следовательно и произведете OF.OE будетъ наи­
большее, но оно пропорцюнально площади параллелограма OFEBs которая 
следовательно будетъ наибольшая.
Точно также можно показать, что когда точка О находится на сре­
дине А В, то произведете перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ О на сто­
роны АС  и ВС  или вообще произведете двухъ прямыхъ, проведенныхъ
• , -• . I
параллельно двумъ даннымъ -направлетямъ, до встречи съ АС  и ВС,
ч -
будетъ наибольшее. ■
Примгьръ 4. Если равнодблящую точку, какой нибудь дуги круга,
соединимъ съ ея концами прямыми литями, то сумма квадратовъ изъ раз-
« ■ * * *
стояшй равноделящей точки отъ концевъ дуги будетъ maximum или 
minimum для внутренней равноделящей точки и minimum или maximum 
для внешней равноделящей, смотря потому будетъ-ли дуга больше или 
меньше полуокружности.
>■ * ,  •
Доказат. Пусть А В  будетъ дуга, С средина хорды этой дуги, Ж  и
N  равноделяпця дугу точки, первая внутренне, а . вторая внешне, Р  ка­
кая нибудь точка на дуге, PQ перпендикуляръ изъ точки Р  на хор­
ду А В  (фиг. 589).
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Какое бы нибыло положеше точки Р, мы всега им-Ьемъ (кн. 2, 
пред. 12, 13):
P A * = P C 2-h-CA'‘±2C A .C Q , P B * = P 0 2-b-CB*+CB.CQ
ft ч •
откуда, складывая, получимъ:
P 4 2-+-PB3= C 4 JTbG BJ4-2G P 2
\ . (
фиг* 589* , • :
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Вторая часть этого выражения, а следовательно и первая, будетъ 
maximum или minimum, если GP будетъ- maximum или minimum, т. е. когда
точка Р  будетъ въ точке М  или Щ въ первомъ случае, и въ N  или Ш,'' , \
во второмъ (кн. 3, пред. 7). . . • . . \ 
Примгъръ о. Для внутренней или внешней равноделящей точки,
какой нибудь дуги круга, сумма и произведете разстояшй отъ концевъ
дуги и площадь треугольника, образованнаго этими разстояшями и хордою
•  *
дуги суть maximum. '
Доказат. Какое бы нибыло положеше точки Р  на дуге (фиг. 588)
мы всегда щ еемъ P A .P B = M K P Q  (кн. 6, пред. 16), а Д  J P B =  
=  1 AB.PQ. Изъ этихъ вцраженш легко видеть что произведете PA.PJB 
и площадь А А Р В  будетъ maximum, когда точка Р  находится въ М. Ос­
тается только показать, что въ этомъ случае и сумма А Р ч -Р В  будетъ 
maximum. Въ самомъ деле, для всякаго положетя точки Р  съ той же 
стороны хорды А В  съ какой лежитъ и точка Ж, ' мы имеемъ (кн. 6,
' пред. 16, след.) по теореме Птоломея:
■ *
PA.NB-hPB .NA^PN.AB
\  • .





следовательно отношен1е (PJL-н Р В ): P N  есть величина постоянная, и по­
этому Р А ^-Р В  будетъ maximum вместе съ PN, т. е. когда точка Р  бу-
\ . .
•. • * * *
детъ въ М. Точно также можно показать (замещая точку Ж точкою N ),
1
что для всякаго положешя точки Р, съ той же стороны хорды А В  съ ка­
кой находится и точка N t сумма РА -+РВ  будетъ m a x im u m когда точка 
Р  находится въ -N. . . .
<* . • •
• •
■ч , т
Пргимьръ 6. Для точки равноделящей, внутренне или внешне, какую 
нибудь дугу круга, отр'Ьзокъ касательной, заключенный между двумя ка­
сательными проведенными въ концахъ дуги и площадь треугольника, коего
основаше есть этотъ отр'Ьзокъ, а вершина въ центре круга, будутъ оба
.  .  ■ * •  ■ • .minimum. •’ * * . .
Доказать. Пусть А В  будетъ дуга, АС  и ВС  касательныя къ кругу 
въ концахъ дуги АВ, X Y  отрезокъ. касательной въ какой .нибудь точке Р
на дуге А В , О центръ даннаго круга (фиг. 590). '/ * „ . .
Фиг. 590. ;
■ ’ •- ' с  ■* Ч—̂
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Какое бы нибыло ноложеше точки Р, прямыя ОХ и 0 Y  делятъ
s
углы АОР  и В О Р  пополамъ (кн. 3, пред. 17), следовательно £ X O Y =  
=  5 Z.A O B , соответствующаго, данной дуге АВ. Следовательно въ треу­
гольнике X O Y  высота ОР и уголъ X O Y  суть величины постоянный# 
Изъ сказаннаго ’выше видно, что если противолежащШ основание 
уголъ въ треугольнике есть величина постоянная, то высота и
площадь треугольника, при данномъ основанш, будутъ вместе maximum, а
. . «
основан1е и площадь, при данной высоте, будутъ вместе minimum, когда 
треугольникъ будетъ равнобедренный, следовательно для треугольника 
X O Y , когда точка Р  будетъ равноделящая внутренне или внешне 
дугу АВ. ' '
1 а
Прилтръ 7. Для точки равноделящей, внутренне, какую нибудь
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дугу круга, площадь треугольника, образованная касательными къ кругу 
въ точкахъ: равнодйлящей, и̂ въ концахъ дуги, будетъ maximum или 
minimum, а для равнодЬлящей внешне, minimum или maximum, смотря 
потому будетъ-ли данная дуга круга меньше или больше полуокружности.
Доказат. Такъ какъ въ обоихъ случаяхъ (фиг. 590) пятиугольная 
площадь X A O B Y  равная двойной площади Д  ХО ^есть, по предъидущему, 
minimum для каждой изъ равно дйлящихъ точекъ дугу А В , и четыреуголь- 
ная площадь AOBG  постоянна какое бы нибыло положеше отрезка X Y ,
• , ч
то, такъ какъ: '
& X C Y = A 0 B C —X A O B Y
• »
» ■
въ первомъ случай (фиг. а), и во второмъ (фиг. р):
/\ХО У^=А OBC-hXAOB Г
то треугольникъ X G Y  будетъ maximum въ первомъ случай и minimum во
второмъ'. ' ,
Прилтръ 8. Для каждой изъ равнодйлящихъ точекъ, внутренней 
или внешней какой нибудь дуги круга,. произведете перпендикуляровъ 
опущенныхъ изъ этихъ точекъ на касательный въ концахъ дуги и про­
изведете перпендикуляровъ опущенныхъ изъ концевъ дуги на касательную 
въ равно делящей точкй, будутъ оба minimum (фиг. 591)..
Доказат. Пусть А В  будетъ данная дуга, а Р, какая нибудь, на ней 
точка внутренняя или внешняя, РЖ и P N  перпендикуляры изъ точки Р 
на касательный АС  и СВ, А Х  ж B Y  перпендикуляры изъ-точекъ А п  В  
на касательную X Y  въ точкй Р, наконецъ, пусть PQ будетъ перпенди­
куляръ изъ Р на А В ,
Фиг. 591.
С с
Соединимъ точку Р съ А  и В , то изъ равенства двухъ паръ треу- 
угодьниковъ А РМ  и P A X , B P N  и P B Y  мы имйемъ РМ ^=АХ  и PJS--B Y ?
следовательно PM .PN—A X . В  Y  а также изъ двухъ паръ подобныхъ треу- 
голышковъ А Р М  (или FAX)  и BPQ, B P N  (или P B Y )  и APQ (кн. 3,* I * •
пред. 32), ми им'Ьемъ:
А Х : F Q = 1 ’Q : B Y
откуда: ■ '
’ P M : PQ—PQ: P N
ел’Ьдовательно: ,
PM .PN—PQ‘= A X .B  Y —PA .PB. * • \ *t t .
откуда и вытекаетъ предложенная теорема.
. ПриАтръ 9: Изъ вс^хъ прямыхъ, проходящихъ чрезъ данную точку 
и образующихъ съ двумя данными прямыми треугольники наименьшую 
площадь будетъ иметь тотъ изъ нихъ, который образованъ прямою, деля­
щеюся въ-данной точке пополамъ (фиг. 592). - ,
. . #
Доказат. Пусть Р  будетъ данная точка, а АС  и ВС  данныя пря- 
мыя. Пусть А В  будетъ отрезокъ, делящШся въ точке Р  пополамъ, а 
А!В' или А!'В", каше нибудь друие отрезки. Чрёзь точки А  и В  прове 
демъ А В  || ВС , B D  || АС , пусть он е. пересекаютъ А 1 В ’ въ X 1 и Y '  и 
А ”В ' въ X" и Г".
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Фиг. 592.
■ Такъ какъ, очевидно (кн. 1, пред. 4), что А А Р Х * '= А В Р В ' и
A B P Y !,— A A P A ', то треугольникъ ABC  меньше треугольниковъ А 1 СВ,
или А'СВ* и т. д., следовательно....
Задача провести прямую чрезъ данную точку такъ, чтобы она въ
этой точке, двумя данными- прямыми делилась пополамъ есть только
частный случай делешя прямой въ данномъ отношенш, решеше этой по­» - •
след пей задачи вытекаетъ изъ предъидущаго построешя и есть следую­
щее: чрезъ точку Р  проведемъ, кашя нибудь прямыя РА! или РА П до
встречи съ АС  въ А' и А", продоллшмъ эти прямыя въ противоположныя 
стороны до точекъ Г ' и Г" такъ, чтобы отношешя P A 'iP Y 1 или P A '.P Y " 
были оба равны данному отношенно. Чрезъ точки Y  или Y" проведемъ 
прямыя Y B  или Y"B  параллельно АС, которыя пересйкутъ другую дан­
ную прямую В  С въ искомой точкй В.
■
Прилтръ 10. Изъ всйхъ прямыхъ, проходящихъ чрезъ одну изъ то­
чекъ пересйчешя двухъ круговъ, наиболъшш отрйзокъ, заключенный меяеду 
данными кругами, будетъ той прямой, которая перпендикулярна къ общей
хордй круговъ, а наибольшая площадь будетъ въ томъ треугольник^, ко-
• • •
тораго основашемъ будетъ наиболышй . отрйзокъ, а вершина въ другой 
точкй пересйчешя круговъ (фиг. 593).
Доказат. Пусть PQA  и PQ B  будутъ два круга, Р  й Q точки ихъ 
пересЬчешя, А В  какая нибудь прямая, проходящая чрезъ точку Р  и пе­
ресекающая круги въ точкахъ А  л В , соединимъ точки А  и В  съ дру­, -  \ ■ •
гою точкою пересйчешя Q. .
. Фиг. 593. •'
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Какое бы нибыло положеше прямой А В  треугольники AQB будутъ 
подобны, такъ какъ углы PAQ и PBQ будутъ постоянны (кн. 3, пред. 21), 
следовательно основаше А В , площадь AQB и стороны QA и QB будутъ 
вей вмйстй maximum, но стороны QA и QB будутъ тогда maximum, когда 
онй проходятъ чрезъ центры круговъ, т. е. когда А В  перпендикулярна 
къ PQ (кн. 3, пред. 31).
Прилтръ 11. Изъ вейхъ прямыхъ, проходящихъ чрезъ данную точку,
наибольшая площадь прямоугольника, построеннаго на отрйзкахъ, продол-
%
женныхъ въ противоположныя стороны. отъ данной точки до встречи съ 
двумя данными прямыми, будетъ той прямой, которая съ данными пря­
мыми составляетъ равные углы (фиг. 594).
Доказат. Пусть Р  будетъ данная точка, А С  и ВС  данныя прямыя, 
А В  прямая, составляющая съ А С  и ВС  равные углы, А!В1 и A!LBU д р у -  
ия, каюя .нибудь прямыя, нроходяпця чрезъ. точку Р. Если чрезъ точки А  
и В  проведемъ кругъ ADB, который бы. въ этихъ точкахъ касался прямыхъ 
АС  и СВ , то, если X '  и Y  или • X" и Y" будутъ точки нереейчешя 
прямыхъ АВ> и Д!В>' съ кругомъ, мы будемъ • имйть. (кн. 3, пред. 35)
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. ч
AP.PB=PX.'PY'==PX'' .PY1' < Р А ,PB\ РА'РВ", такъ какъ точки А\В',
А!1,В” лежатъ вне круга, следовательно и т. д.
' . • Фиг. 594.
( **
Прилтръ 12. Такое же предложеше какъ и предъидущее, только две
данныя прямыя замещаются двумя- данными кругами, а данная точка за-
I
мещается одною изъ точекъ пересечешя круговъ (фиг. 595).
Доказат. Пусть PAQ и PBQ  будутъ данные круги, Р  и Q точки 
ихъ пересечешя, А В  прямая, проходящая чрезъ точку Р  и составляющая 
съ кругами равные углы, т. .е. съ касательными АС  и ВС  въ концахъ А
и В  прямой . А В , наконецъ пусть А '#  или А 'В 1' будутъ друия, кашя
•  \
пибудь, прямыя проходяпця чрезъ точку Р. Если представимъ, что чрезъ
точки А  и В  проведенъ кругъ J.D.Z? каеаюпцйся АС лВ С  и пересекаю пцй
   - «
прямыя А'В' и А!'В’ въ точкахъ X ' , Y \  Х \  Y", то мы будемъ иметь 
A P .B P = P X .'P Y '= ^ P X .'P Y 'f< P A \P B r или РА'.РВ", такъ какъ два дан-
'и * " ■* * .
ные круга находятся внутри построеннаго круга, следовательно и т. д.
Фиг. 595.
%
Птшьрь 13. Наибольшая площадь прямоугольника, вписаннаго въ
*
* ■ •»
какой нибудь сегментъ круга, будетъ въ томъ прямоугольнике, , въ кото- 
ромъ сторона параллельная основанш, дйлитъ пополамъ стороны треуголь­
ника, образованная касательными къ окружности, въ точкахъ цересйчешя
% в
стороны съ окружностью, и основашемъ сегмента (фиг. 596). .
Доказат. Пусть A E F B  будетъ сегментъ, E F  хорда параллельная ос­
новашю А В , которая дйлитъ касательныя X Z  и YZ, образуются съ осно­
вашемъ X Y  треугольникъ X Y Z ,  пополамъ въ точкахъ Е  и F.
Фиг. 596.
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Такъ какъ прямоугольникъ E F K H  вписанъ въ треугольникъ X Z Y  
имйетъ наибольшую площадь (см. пр. 3), то онъ имйетъ наибольшую пло­
щадь и относительно сегмента A E F B , который находиться внутри треу­
гольника.
Остается решить задачу: провести E F  такъ, чтобы касательныя Z X
*
и Z Y  въ точкахъ Е  и F  делились пополамъ. Эта задача есть частный 
случай бол^е общей провести E F  такъ, чтобы касательныя Z X  и Z Y  
въ точкахъ Е  и F  делились въ данномъ отношенщ. Эта последняя за­
дача решается следующимъ образомъ: чрезъ центръ О проведемъ ОС пер­
пендикулярно, a M N  параллельно А В , ОС очевидно пройдетъ чрезъ Z. 
Полагая, что точки X  и Y  найдены, проведемъ Х М  и Y N  параллельныя 
ОС, которыя пересекутъ рад1усы ОЕ и OF , полагая ихъ известными, въ 
точкахъ Р  и Q. Изъ двухъ паръ подобныхъ треугольниковъ Р Е Х  и OEZ, 
Q FY  и OFZ  будемъ иметь:
Р Е  QF  
ЕО FO данн. отнош.
Но Е О = Е О , следовательно P E ~ Q F , а также PO — QO, откуда 
PE.PO~QF.QO. Но рад1усъ круга есть величина известная, следова­
тельно и величины, Р Е , QF, РО , QO, РЕ.РО , QF.QO будутъ также из­
вестны.
Изъ двухъ паръ подобныхъ треугольниковъ РЕ Х  и Р Ж ), Q FY  и 
QNO, мы тгЬемъ: -
Р М Р Х —РЕ. РО , QN.QYv=QF.QO
.  j 1
следовательно прямоугольники М Т .Т Х , и QN.QY равны и известны, но
   _ __ __
M X = N Y  известны потому что оба равны ОС, следовательно (кн. 2, 
пред. 6) P M = Q N , P X —Q Y  и /.Р О М — Z.Q0N, и какъ все эти вели­
чины известны, то известны и точки Е  и F. .* I
Прилтръ 14. Прямыя, соединяются переменную точку на данной 
прямой съ двумя данными точками, лежащими по одну сторону прямой, 
будутъ иметь наибольшую разность, когда ихъ направления совпадаютъ и 
наименьшую сумму, когда данная прямая дблитъ втьштй уголъ между 
ними пополамъ (фиг. 597). '
. Если данныя точки лежатъ съ противоположныхъ сторонъ данной
прямой, то вышеупомянутыя прямыя имеютъ наименьшую, сумму, когда
4 . \  ,
ихъ направлешя совпадаютъ и наибольшую разность, когда данная прямая
делитъ внутренние уголъ между ними пополамъ. "
. Доказат. L L  будетъ данная прямая (фиг. а и фиг. Р), а А  и В  дан­
* L 1 „
щит две точки, АЕ и B F  перпендикуляры изъ нихъ на L L , А  и В> 
две точки на этихъ перпендикулярахъ такъ взяты, что АЕ=ЕА\ 
B F = F B \  следовательно разстояшя, какой нибудь точки Р  на LL отъ А 
и А', отъ В  и В' будутъ равны (кн. 1, пред. 4).
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Фиг. 597.
Если В  будетъ точка на L L  въ которой А В  или А  В1 пересекаютъ 
L L , т. е. точки для которой направлешя РА  и Р В  совпадаютъ, и если 
С есть точка на L L  въ которой прямыя А В  или А  В  пересекаютъ LL-, 
т. е. точки для которой уголъ А Р В  делится пополамъ прямою L L  (внешне 
фиг. а или внутренне фиг. р), то легко видеть, что въ (фиг. а):
. В  А —D B >  Р А —РВ  и C A -hC B <P A -hP B  (1)
и въ (фиг. (2): ■ • •
ч .
В А ч -В В  <  P A -i-P B  и СА— С В > Р А — Р В  (2)
ч
первое неравенство видно изъ треугольника А Р В  или А 'Р В \  а второе 
изъ треугольника АРВ' или А Р В  (кн. 1, пред. 20).
-  .  ч
Примгъръ 15. Изъ всйхъ треугольниковъ построенпыхъ на одномъ ос- 
нованш и имйющихъ равныя площади наименштс периметръ будетъ у 
равнобедреннаго треугольника (фиг. 598). ■ ■ N
Доказат. Пусть A B C  будетъ равнобедренный треугольникъ, AQG 
какой нибудь другой, равной площади съ A B C  и построенный на одномъ
съ нимъ основанш АС.• • • ,•
Фиг. 598.
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Соединимъ В  съ Q, то BQ  || А С  (кн. 1, пред. 39). Изъ предъиду- 
щаго предложешя слйдуетъ, что AQ-±-QC>AB-hBC.
Примгъръ 16. Если данъ разносторонне многоугольникъ, то можно
• г
найти другой многоугольникъ съ тймъ же числомъ сторонъ, имйющш рав­
ную данному площадь, но коего периметръ будетъ меньше периметра
даннаго (фиг. 599). - '
Доказат. Пусть СВ и B E  будутъ две смежный не равныя стороны
многоугольника.
Фиг. 599.
Соединимъ С съ Е, чрезъ В  проведемъ K D  || СЕ. Раздалимъ СЕ 
въ точке L  пополамъ, изъ точки L  возставимъ къ СЕ  перпендикуляръ 
до встречи съ К В  въ точке К . Треугольникъ CDE  можно заместить
V
треугольникомъ СКЕ, такъ какъ ихъ площади равны (кн. 1, пред. 37), но 
по предъидущему предложение периметръ треугольника ОКЕ меньше пе­
риметра треугольника GDE, следовательно и т. д.
/
Иримгьръ 17. Дана прямая СЕ  и две точки А  и В  съ одной ея сто­
роны, найти на прямой СЕ  такую точку Д  чтобы уголъ A D B  былъ 
наибольшт (фиг. 600)?
Ргьшете. Опишемъ кругъ, который бы проходилъ чрезъ точки А  и 
В и.касался прямой СЕ. Пусть точка касашя построеннаго круга будетъ D.
■ Фиг. 600.
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Я говорю что уголъ A D B  будетъ наибольшт. Въ самомъ деле, 
возьмемъ какую нибудь точку Е  на прямой СЕ и соединимъ ее съ А  и 
В , пусть Е В  пересекаетъ окружность въ точке F, соединимъ Е  съ А , то
' ' '* • т
мы имеемъ £ А Е В <  jL A F B = £ A D B ,  следовательно и т. д.
Прилтръ 18. Даны две точки А  и В  вне даннаго круга: найти 
такую точку D  на круге, чтобы уголъ АТ>В былъ наибольшие
Ргьшете. Опишемъ кругъ, который бы проходилъ чрезъ точки А  и 
В  и касался даннаго круга, пусть точка касашя будетъ D, я говорю что 
уголъ А В В  будетъ наибольшт, что легко показать, какъ въ предъидущей 
задаче.
Прилтръ 19. Решимъ еще следуюпцй вопросъ:
Изъ всехъ подобныхъ треугольниковъ, коихъ стороны проходятъ 
чрезъ три данныя точки, найболышй будетъ тотъ, въ которомъ перпенди­
куляры, возставленные къ сторонамъ треугольника въ данныхъ точкахъ, пе­
ресекаются въ одной точке (фиг. 601).
Ргьшете. Пусть данныя точки будутъ Р, Q, В, a ABC  треуголь­
никъ, коего стороны проходятъ чрезъ точки Р, Q, В. Построимъ три 
круга QAB, В В Р , PCQ, очевидно, что это три круга пересекаются въ 
одной точке О (кн. 3, пред. 21, 22). Углы Q 0B , ВОР , POQ равны или 
суть дополнительные угламъ ВАС , СВ A, ABC\ а углы ВОС, СОА, АОВ 




PJRQ, смотря по положенно точекъ Р, Q и В. Если данъ родъ подоб1я треу­
гольниковъ ЛВС/, т. е. если даны углы А , В, С, то около точки О углы 
В О С , GOA, АОВ  будутъ величины постоянныя, следовательно треуголь-
Фиг. 601.
с
ники ВОС, СОА, АОВ будутъ наиболыте, когда стороны АВ, ВО, 6L4 
будутъ наиболыте, а эти посл^дте будутъ наибольшие тогда, когда О А, 
ОВ, ОС будутъ даметрами, и следовательно ОР, ОБ, Оф, будутъ пер­
пендикуляры къ АС, къ АВ и къ БО.
Въ теорш наибольшихъ и ншменьщихъ величинъ случается весьма 
часто, чт. переменная величина, въ известномъ положенш относительно 
элементовъ фигуры, съ которыми она связана, имеетъ наибольшую или наи­
меньшую величины, а въ другомъ положены относительно техъ же эле­
ментовъ фигуры имеетъ две наибольшихъ или две наименьшихъ величины, 
переходя всякШ разъ, при двухъ наибольшихъ, чрезъ наименьшую 
-О* и при двухъ наименьшихъ чрезъ наибольшую Напримеръ, разстоя- 
н1е, данной прямой отъ даннаго круга, если прямая не пересекаетъ кругъ > 
будетъ иметь наименьшую и наибольшую величину: именно, разстоявдя
кондевъ даметра перпендикулярнаго къ данной прямой. Разстояше это 
будетъ иметь два наибольшихъ значетя, когда прямая пересекаетъ кругъ; 
отъ одного наиболыпаго значешя къ другому переменная величина (т. е. 
разстояше) переходитъ всяшй разъ чрезъ наименьшую 0, въ точкахъ пе­
ресечения прямой съ окружностью. .
Наибольшая шъ, наибольшихъ и наименьшая изъ наименьшихъ не-• • • • • • . ■. \ у • .
ременной, величины,- очевидно даютъ, во всехъ случаяхъ, пределы возмож­
ности ж. невозможности задачъ, въ которыя входятъ; таюя переменныя
величины.■ - ■ ' . 1 < .
Очеввднол невозможно построить величину, какого бы рода она ни- 
была, больше, наибольшей изъ наибольшихъ и меньше наименьшей’ тънаиг
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меньшихъ величинъ, которыя эта переменная .величина можетъ получить, въ 
зависимости съ другими. .
Наибольшую изъ наибольшихъ и наименьшую изъ наименьшихъ мы бу­
демъ называть предельными величинами.
Часто случается, что предельный величины переменной въ извеет- 
номъ положены равны, въ этомъ случае и все средшя величины равны,'» 
следовательно переменная величина будетъ постоянна. Вь каждомъ такомъ 
случае, задача для построешя возможна только для этой постоянней вели­
чины, для всякой же другой построеше невозможно. Въ случае возмож­
ности задача имеетъ безчисленное множество решешй или, какъ говорятъ, 
задача неопределенная. . • .
Въ общемъ случае, когда предельныя величины наибольшихъ и наи­
меньшихъ не равны, а требуется построить величину промежуточную, то 
задача для построешя допускаетъ всегда не менее двухъ определенныхъ 
решешй, разделенныхъ между собою известнымъ промежуткомъ. Этотъ 
промежутокъ делается все меньше и меньше по мере того, какъ данная 
величина для построешя приближается къ предельнымъ, т. е. къ преде- 
ламъ возможности или невозможности построешя. Когда наконецъ вели­
чина, данная для построешя, совпадетъ съ одною изъ предельныхъ, то 
два решешя совпадутъ, т. е. получится одно решеше, за темъ когда дан­
ная величина, для построешя, выйдетъ за предельныя величины, то задача 
делается невозможною. Пояснимъ это примеромъ: все задачи, которыя ре­
шаются съ помощью круга имеютъ не менее двухъ различныхъ решешй, 
которыя для предельныхъ величинъ совпадаютъ и переходятъ отъ возмож- 
ныхъ къ невозможным^ и обратно, пусть напримеръ требуется:
Найти на окружности даннаго круга точку, которая бы находилась 
въ данномъ разстоянш отъ данной точки?
Если данная точка будетъ центръ даннаго круга, то, очевидно, за­
дача возможна только въ томъ случае, когда данное разстояше будетъ 
равно радаусу даннаго круга, для какого нибудь другаго разстояшя, оче­
видно, задача невозможна.
Для точки данной вне центра задачи имеетъ два и только два опре- 
деленныя решешя: оба различныя, совпадающая или оба невозможная, смотря 
потому будетъ-л и данное разстояше лежать между предельными величи­
нами, равно одной изъ предельныхъ или лежитъ вне ихъ.
Заметимъ наконецъ, что если задача допускаетъ одно только реше- 
Hie, то она всегда возможна, если же задача допускаетъ два решешя, то 
оба эти решешя делаются невозможными вместе и притомъ всегда при 
переходе отъ возможности къ невозможности делаются равными. Заметимъ 
еще, что нетъ задачи въ геометрш, которая бы, при известныхъ усло-
в1яхъ, не сделалась неопределенною.
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Разберемъ еще одну, весьма простую, задачу:
На данной прямой найти точку въ данномъ разстоянш отъ данной точки?
Изъ данной точки, какъ изъ центра, рад1усомъ равнымъ дан­
ному разстояшю опишемъ кругъ, этотъ кругъ пересйчетъ прямую въ 
двухъ точкахъ. Построенныя, такимъ образомъ, точки и будутъ иском ня. 
Самое большее разстояше точекъ на прямой есть оо, а самое меньшее есть 
длина перпендикуляра, опущеннаго изъ данной точки на данную прямую, 
следовательно предЬльныя величины для разстояшя суть оо и длина выше 
упомянутаго перпендикуляра. Если данное разстояше лежитъ между этими 
двумя пределами, то задача имеетъ всегда два различным реш етя, если 
данная длина равна упомянутому перпендикуляру, то оба решешя сов па- 
даютъ, т. е. делаются равными, если данная длина меньше перпендику­
ляра, то оба решешя делаются невозможными.
Отличительный характеръ новой геометрт передъ древнею состоитъ, 
въ ясности и отчетливости языка и доказательствъ. Обшдя предложешя съ 
одной стороны и обпця доказательства съ другой, заключаютъ, въ новой- 
геометрш, все различныя случаи разнообразныхъ свойствъ, которыя лроис- 
ходятъ отъ изменешя въ числе, положен!и и величине элементовъ вхо- 
дящихъ въ фигуру. Эти разнообразный изменешя въ одной и той же фи­
гуре, въ древней геометрт, разсматривались какъ различныя предложешя, 
требувлщя, каждое, отдельное доказательство. Все ташя предложешя и до­
казательства, въ новой геометрт, не загромождены случайными частностями, 
излишними подробностями, и въ сл£дств1е ихъ общности скорее пони­
маются и легко помнятся. Это важное преимущество новой геометрш не- 
редъ древнею обязанно употреблешемъ алгебраическихъ знаковъ Н- и — , 
означающихъ въ какомъ направлены должно отсчитывать разсматриваемыя 
величины. Вотъ общее для этого правило:
Ест, катя нибудь, геометрическая величины могутъ отсчитываться 
въ противоположныхъ направленгяхъ, то величинамъ, отсчитываемымъ въ 
одномъ направлети даютъ знакъ . а отсчитываемымъ въ противоположи
номъ направлети даютъ знакъ —.
Въ какомъ направлены отсчитываются величины сопровождаемыя 
знакомъ -+-, и въ какомъ знакомь — , это предоставляется выбору изсле-
дователя. .
Отрезки откладываемыя на одной прямой лиши, дуги—на . од­
номъ круге, углы—около одной вершины, треугольники или па- 
раллелограмы, построенные на одномъ основаши, перпендикуляры возстав- 
ленные къ одной и той же прямой или прямыя одинаково наклоненный 
къ ней, все эти геометричесшя величины, разныхъ родовъ, представляютъ 
' примеры, въ которыхъ, ташя величины, могутъ быть откладываемы въ 
противоположныхъ направлешяхъ, а следовательно, по принятому условш, 
должны одне изъ нихъ сопровождаться знакомъ -+-, а друия знакомъ — .
XI. Отрицательные количества вь геоиетр1ж.
Мн. уже выше заметили, что выборъ какому изъ двухъ противоно- 
ложныхъ направлешй дать знакъ -Ь, а следовательно другому знакъ — , 
остается совершенно произвольным^ но разъ выборъ сдйланъ, это правило 
должно строго соблюдаться до конца изслйдовашя.
Если въ изследованш сравниваются геометричесшя величини не од­
ного направлешя или непротивоположныя, какъ наприм^ръ отрезки, откла- 
дываемыя на различныхъ прямыхъ, треугольники или параллелограмы, по­
строенные на различныхъ основашяхъ, перпендикуляры возставленные къ 
различнымъ прямымъ или прямыя не одинаково наклоненный къ прямой, 
то для каждаго изъ ?шшхъ слушевъ -выбираются произвольно направле­
шя, которымъ даютъ знакъ -+-, а противоположнымъ даютъ знакъ — , 
«акъ Только такой‘выборъ сделанъ, то его надобно строго соблюдать въ 
щи5делжен1и шсего изследовашя.
величины, ' сопровождаемый знакомъ какъ и въ 
, называются положительными, а сопровождаемый знакомъ — ^на­
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зываются отрицательными.
'Этотъ принципъ отличаетъ новую геометрш отъ древней. Онъ даетъ 
епособъ видеть въ геометрическихъ величинахъ не только абсолютное чис­
ловое значеше, но и направлеше, дйлаетъ языкъ, предложешя и доказа- 
теж<5йваАнезавиеимыми отъ случайнаго расположешя элементовъ изследуемой 
фигуры.
этому началу, выраженш: сумма и разность въ геометрш, 
•получаютъ ^райя же значешя какъ и въ алгебре.
’Шов© -сумма въ ариеметике употребляется, какъ результатъ сложе- 
шя несколькихъ величинъ безъ всякаго внимашя на знаки и есть всегда 
шлйчество положительное. Въ алгебре и въ геометрш слово сумма есть 
результатъ сложешя несколькихъ величинъ обращая внимаше и на знакн, 
такъ 'Что алгебраическая или геометрическая сумма есть ариеметическая 
сумма всйхъ положительныхъ величинъ безъ аривметической суммы всехъ 
Фтрицательиыхъ величинъ.
хШъ зд?Ого *вйдно, что алгебраическая или геометрическая сумма 
величина положительная, отрицательная или нуль, смотря потому
■Ш сушга ^юлоэюгшемныхь одяичинъ больше, меньше или равна сумме
t \
ШрийШгелъшхь 'величинъ.
Тоже;относится ш *къ *шеву разность. Въ арифметике ойо означаетъ
о̂Фнжйе одного ^количества отъ другаго, ббращаи внимавие только на
~ %
ШШэ*е вжъ 'Числовое вначеше, а #ь алгебре й геойетрш, разйость полу­
чается, ^обрашфя чвнимаше-й на знакъ, поэтому Часто въ алгебре или въ 
гРе^ет^и ̂ раШёсФь можетъ быть арием^тической суммой й обрашо.
В одобныя 8аадЬчашя относятся и  тсъ ШдЪшъ произведете й наемное
или отногиете. Въ новой геометрт о не употребляются обращая внймйше и на 
знаки множителей или дблимаго [и делителя, и подобно какъ̂  въ1 а л геб р  
произведете двухъ геометрическихъ-велйчинъ съ одинаковыми знаками даетъ 
произведете положительное, а съ разными знаками отрицательное, тоже 
относиться и къ частному двух® геометрических^ величшъ. И1 вообще^про? 
изведете н'Ьсколькихъ геометрическихъ величинъ будетъ положительное или 
отрицательное, смотря потому будетъ-ли числа отридательныхъ величинъ чет­
ное или нечетное. Такъ напримеръ, площадь прямоугольника или отнопге- 
H ie  двухъ величинъ- будетъ положительное^ ш ш  отрицательное, смотря 
потому будутъ-ли лин1и иметь одинаковые знаки или разные  ̂знаки!
Легко видеть, что означаютъ  ̂въ-новой геометрш слова: средне-арив- 
метическое и средне-геометрическое число или величина.
Остается- показать- услов1е относительно знаков*1 въ геометрта- й при­
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ложены его, для поясненш, къ
• 4
Известно, что отруъзокъ на прямой читается: двумя буквами постав­
ленными на конечныхъ его точкахъ А и Д  говорятъ отрйзокъ АВ. При 
этомъ условились принимать, что отр^зокъ АВ, откладывается или отсчи­
тывается на прямой отъ точки А" до точки Д  обозначеше 
обозначать откладываше того4 же отрезка только въ1 проггаополоэ&ноМ'Ь 
направленш отъ В къ А. Следовательно, относительно принятаго знака 
для отрезка АВ, мы будемъ всегда иметь А В = —В А или что тоже 
АВ^-ВА=0, катя бы нибыли точки А и В  и какое бы ниб.хло разстоя­
ше между ними.
То что мы сказали относительно отр^зковъ прямой1 относится^ точно
также и  къ отр^зкамъ дугъ на круге, къ угламъ- и* т ■ д.- .
\ • Ч ■* ' .
Примгьръ 1. Если А и В суть две, каюя нибудь точки на прямой  ̂
линш, и Р  какая нибудь третяя точка на той же прямой, между точками 
А я В или вне ихъ, то мы всегда будемъ иметьг
х-‘
если будемъ принимать во внимаше услов1е знаковъ.
Въ самомъ деле: .
1-е. Если точка Р  лежитъ между А  и Д  то очевидно мы имеемъ
v г A f t
но по условш А В — —В  А)  следовательно:
И -




но РА—— АР; В Р = —РВ , АВ—— ВА, следовательно:
AP-hPB-hBA— О
3-е. Если точка Р  лежитъ вне А  и В  со стороны А, то также легко
показать, что:
AP-hPB-i-BA~0
Если на одной прямой лежитъ несколько точекъ А, В , С, Dt Е, то
легко видеть, что мы будемъ всегда иметь:
*
AB~^~BC~\~OI)~\~DE~\~EA:=i0
Примгъръ 2. Если отрезокъ АВ  разделенъ точкою Р  на два отрезка, 
внутренне или внешне, то легко видеть, что:
АР  3+ ВР >=АВ2-±-2АР.ВР
какое бы нибыло положеше точки Р  относительно точекъ А  и В.
Примгъръ 3. Если изъ какой нибудь точки Р, вне отрезка АВ, опу-
щенъ на него перпендикуляръ PQ , то какое бы нибыло положеше точки
• *  * .
Р, относительно отрезка АВ, мы всегда имеемъ:
АР*—BP *~AB*-h2AB.BQ
Примгъръ 4. Даны величина и знакъ отношешя т:п отрезковъ АР  
и ВР, на которые данная прямая АВ  разделена точкою Р, определить 
величину и знакъ отрезковъ?
ч
Рчьшете. Такъ какъ по положешю:
А Р : В Р = т : п
то:
АР : А Р — ВР=п%: м— п
ВР: ВР— А Р = п: п— т
АР—ВВ=АВ, ВР—АР=ВА
то: '
А Р =  . А В = — — . ВАт —п п—т .
* ~ " >
В Р =  —  . АВ— —  . В  Ат— п п— т
. * * 0 ш • . * ^  * * *
Это и суть обпця формулы, но которыми вычисляется длина иско- 
мыхъ отргЬзковъ.
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XII. Удвоенie куба и трнсекщя угла.
> ' ' ' ~ '•. \  .
Въ предисловш я упомянулъ о задачахъ, которыми; много занима­
лись древте геометры и которыя были причиной многихъ важныхъ от-
• -  % •
крыпй въ геометрш. Задачи эти были: удвоенье куба или делтекая задача
<
и тргссекцгя угла.
• • > 
v .  ■ • .
Удвоеше куба.. | . - '
Эратосеенъ, геометръ живпий не задолго послгЬ Евклида, разсказы- 
ваетъ следующее: Критсшй царь < Миносъ желалъ воздвигнуть надгробный
памятникъ своему сыну Главку въ видй куба, когда архитекторъ сказалъ,
• • • . .
что сторона такого куба будетъ 100 футовъ, то Миносъ отвйтилъ, что 
онъ желаетъ чтобы памятникъ, сохранивъ фигуру куба, былъ въ двое 
больше.
* • 1 * т
Если перевесть эту задачу на нашъ алгебраическ!й языкъ, то, озна- • 
чая вообще сторону первоначальная куба чрезъ а, и сторону искомаго
■ ‘ • * 3_ . •
чрезъ х, мы будемъ имйть а?3=2а , откуда x=av 2.
Хотя безъ . сомнЬшя, какъ некоторые историки замЬчаютъ, извлечете
. * "> •кубическаго корня изъ чиселъ было уже давно известно, по зд̂ сь требо­
валось решете не арйеметическое, т. е. извлечете кубическаго корня изъ
* * * 1
двухъ, а геометрическое построеше съ помощью линейки и цыркуля, т. е. 
прямой и круга, ’
Первый изъ геометровъ, который преобразовалъ эту задачу былъ 
Гиппократъ Хюскш, онъ показалъ, что если мы будемъ имйть:
а : х=^х: у, х: у—у : 2 а
то оттуда- слЬдуетъ х3=2а3. Следовательно онъ делшскую задачу свелъ 
на розыскаше двухъ средне-геометрическихъ между двумя данными вели­
чинами. Но преобразованная задача представляетъ татя же трудности какъ 
и данная.
Много было придумано рйшешй этихъ двухъ задачъ, но вей онгЬ не 
были элементарныя, было придумано нисколько кривыхъ литй, которыя 
служили для решетя этихъ задачъ. Самое простое pfcnieme было то, въ 
которомъ употребляется кругъ и одно изъ коническихъ сЬчешй. Вей ос- 
тальныя 'р’Ьшешя принадлежать высшему разряду.
t
Иазваше делШской задачи она получила потому, что во время моро­
вой язвы Дельегйсшй оракулъ сказалъ, что умилостивить боговъ можно
удвоивъ алтарь Аполлона, который былъ кубической формы весь изъ зо-
• ■ . • >
лота. ' . .... . '
Трнсекщя угла.
Вторая, не мен&е знаменитая, задача въ древности есть трисекщя 
угла, т. е. данный уголъ разделить на три равныя части?
• . Пусть треть даннаго угла будетъ 9, то данный уголъ будетъ З9 .
Изъ тригонометрш известно, что:
■ • *
, cos 3<p=cos (9-t-2cp)==cos 9 . cos 2<p—siu 9. sin 29
Ho: : • - . - - • •• • . • ' - .
cos 29= co s39 —sina9 = 2cos*9— 1, sin 2 9 = 2  sin 9 cos 9
4 . - ,• * * . * *
откуда, подставляя, найдемъ: .
. cos 39= 4  cos39— 3 cos 9
• f  ч
Полагая cos 39= » , cos 9= # ,  мы будемъ имЪть следующее уравнеще:
• * • t •* • ^ ■ , •
• ■ . d= 4ij/ . 'Зж
или
л.3 з ,, 1 _х  —  1 х=  % а
Это уравнеше, которое очевидно .древнимъ не было известно и даетъ 
рйшеше предложенной задачи; Если бы корни этого уравнешя можно
было построить съ помощью прямой и круга, чего добивались и древше, то 
задача была-бы решена элементарно, но такое построеше невозможно, корни 
уравнешя 3-й степени могутъ быть построены только съ помощью коничес- 
кихъ сг£ченш и простМшимъ рЗяпешемъ считается то, въ которое вхо*
дитъ только одно коническое сЪчеще и кругъ. Были придуманы и друпя
• * 1
кривыя высшихъ порядковъ для решешя этой задачи, -изъ коихъ одна
известна подъ именемъ квадратриксы и была придумана Диностратомъ. Эта
кривая повела-бы къ отыскашю квадратуры icpyra, если бы было возможно
определить м^сто некоторой точки на ней, но такое опредЗ>леше ведетъ. къ
такимъ же трудностямъ, какъ и квадратура круга—это есть круговая за­. • _ • • . • ч
висимость. ' ■
Mnorie и въ настоящее время занимаются удвоешемъ куба и три-
• * '   . • . • }
секщей угла, не зная что Ванцель (Wantzel) доказалъ, что съ помощью пря­
мой и круга эти задачи решены быть не могутъ*).
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*) L. Wantzel. Recherclies sur les moyens de reconnaitre si un РгоЫёте de Geo^
\
m^trie peut se r^soudre avec la regie et le compas.
Journal de Math6matiq[ues pures et appKquees. Т. II. 1837.
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Известно, что:
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и означимъ первую изъ нихъ чрезъ sinh а вторую cosh ж, то такш функ­




г* етЧ-еs in h # = , cosh х-
-X
буква h послй sin и cos означаетъV .
Легко изъ выражешя этихъ функщй 
съ тригонометрическими:
гиперболичесше синусъ и косинусъ. 
найти слйдуюпця . формулы сходныя
sinh (#±:y)=sinh х . cosh yztcosh х  sinh у  
eosh (a?ity)=cosh x . cosh </ztsinh x . cosh у
• ' . ■ -S .
cosh3#— sinh3a j= l
* . • • . 
cosh a;t=cos x, cosh a;=cos xi
и наконецъ:
откуда:
sinh x i = i  sin x, sinh x = Jr sin xi
e*=  cosh ж-f-sinh x
(cosh ан-sihh #)m=cosh mz-bsinh mx
Легко видеть также, что эти функцш имйютъ мнимый перюдъ 2%%:
sinh (# it2n i»)= einh  cosh (#±:2tm )—cosh х
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1564. Les neuf livres des elemens d’EucIide, trad, par Forcadel. Paris, in—4.
1564. Quindecim Elementorum Geometriae primum: ex Theonis Comment, gr. et lat. Conr.
Dasypodio. Argent, exc. Chr. Mylius.
Eucl. Elem. L. XV. Secundu. ect. ect. ,
1564. Eucl. Elem. L. XV. Gr. et Lat., quibus cum ad omnem Mathematicae scientiae
. partem, turn ad quamlibet Geometriae tractationem facilis comparatur aditus.
Coloniae ap. Maternum Cholinum, in—8.
1564. Propositiones reliquorum ect. in—8. -
1564* Euclidis elementorum libri XV. Graece et Latine. Coloniae, in—8. .9 ' * • » * ■
1565. Euclidi deligentam. reassettato et in volgar trad, per Nic. Tartalea. Vinegia,
. in^-fol.






































Les six premiers livres des elemens d-Euclide. Paris, in—8.
Euel. Meg. Philos, solo ect. Curtio TrOjano. Venegia, in—4.
Analysis Geometricae sex librorum Euclidis ect.. Conrado Dasipodio, in — 4.
Euclidis Megarensis mathematici clarissimi elementa, geometrica. libris XV. Authore 
Francisco Flussate Candalla. Parisiis, in—fol. ‘
Analyseos geometricae ect. Herlino et Dasypodio, in—fol. -
Eucl. Meg. Phil.: solo introduttore ect. Giov. Bariletto. Venegia, in—4. '
Euclidis opere, trad, per Nic; Tartalea. Venetiis, in—4.
Les six premiers livres des Elements d’Euclide traduits et commentes par P. 
Forcadel. Paris, in —4. ' . _
The Elements of Geometric of the most auncient. Philosopher Euclide of Me- 
gara. Lond. in —fol. - - ■ "
Euclidis elementor. lib. I. Heronis Alexandrini vocabula geometrica ect. Per 
Conr. Dasypodium. Argen.
Eucl. Elem. liber primus, ect. Gr. et Lat. М. C. Dasypodium. Argent, in—8. . 
Eucl. omnium libr. prop. ect. gr. et lat. М. C. Dasypodium. Arg. in—8. . л . 
Euclidis elementorum libri XV. A Federico Commandino Urbinate. Pisauri, in—fol. 
Elementorum libri XV, graece et latine. Parisiis. Sthephanus Gracilis, in—16.
Eucl. Element. LL. XV. Gr. et Lat. Lut., in —8. ■ ~ •
Eucl. Element. LL. XV ect. auc. Chph. Clavio. Romae. 2 vol. in— 8. .
Первое издаше знаменитаго перевода Clavius’a . .
De gli.elementi d’Euclide libri XV, trad, da Cammandino da Urbino. Frisolino, 
in—fol. ■ . ;
Eucl. Elem. Et traduzidos en lengua Espanola por el S-r Rod. Zamorano. Se­
villa, in—8. ' ' • • . .
• * *  9 \  ‘  *  * •
Euclidis elementorum geometricorum libri sex conversi in latinum sermonem a
Joacb. Camerario. Mauritio Steinmetz Gersb. Lipsiae, in—12. Съ греческимъ тек-
#*
СТОМЪ. . .. 1 ' . .
•  •     •  *
Eucl. Meg. math. claA'issi. Elementa LL. X V / D. Fr. Flussate Ckndalla. L u g d .. 
in— fol. . . . • . . '
Eucl. Meg. ect. Stephanus Gracilis. Paris, in—8.
Eucl. Elem. Libri XV. Colon. • ' . . . .
Euclide Meg. Philos.: solo introduttore delle Scientie Matematiche diligentemente 
ect., per Nic. Tartalea ect. Yinegia, in— 4. . .
Eucl. elem. tradotto nella lingua ital. par Nic. Tartalea ect. Venet. in—4.
Euclidis Elementorum libri XV. Coloniae,-in—8. -
Нач. Евк. на араб. яз. напечатаны въ Константинополе, in-—fol. .
Euclidis posteriores lib. IX. Auctore Christophoro Clavio Bambergensi e Societate 
Jesn. Romae, in—16. . •
Elementorum libri XV, accessit XVI de solidorum, auctore C. Clavio. Romae, 2 
vol. in—8.
Element, libri XY ect., auct. C. Clavio. Col. 2 vol. in—fol. - „ .
Eucl. Elem. Libri XV. Colon, in—8. . -
Eucl. Elementorum L._ ХШ. studio Nassireddini Tusini pr. arab. impressi. Romae*
in—fol. . . • . .% . •# • ' 9
Euclidis elemdntorum libri XV. Coloniae, in—8.. v .
Les six premiers livres des elemens d’ Euclide par Errard. Paris, in—8.
719
1598. Eucl. Elem. LL. XY. Gr. et. Lat. Lut. in— 8.
1598. Encl. Elem. ect. Stephanus Gracilis. Paris, in—8.
1598. Напечатанъ перев. Начать Евк. на арабск. яз. во Флоренцш.
1600. Euclidis elementorum libri XY, cum libro XYI. Coloniae, in—8.
4 * , “ • *
1603. Eucl. Element. LL. XY, auct. C. Clavio. Romae, 2—vol. in—8. .
1605. In arithmet. ration. Euclidis YII, YIII, IX et X elementor. libris compreh. de­
mons. Arnliemii. -
1607* Euclidis posteriores libri IX. Auctore Christophoro Clavio. Francofurti.N   *
1607. Euclidis elementorum libri XY, access, liber XYI de solidorum regularium ect;
edidit Christ. Clavius. Francofurti. „ • .
1608. ~ Начала Евклида переведены на Кнтаискш языкъ Matteo Ricci.
1609. Eucl. Elem. Ambr. Rhodii, in—8. '
1610. Jacoli Peletarii cenom. in Euclidis elementa geometrica demonstrationum libri
sex. Apud Joann is Tornaesius. Lugdun. in— 4. Съ греческ. текстомъ.
N
1610. ' Die ersten sechs Bucher ect. M. Guntzenhusanum. Onoltbach. in— fol.
• •. * - _
1612. Eucl. Element. LL. XV. Gr. et Lat. Coloniae, in—8.
1612. Eucl. Element, eadem cum comment. Flor. Puteani VatanL Paris, in— fol.
1612.- Elem. lib. XY. Christ; Clavio. Franc, in —8. 2 vol.
1613. Les. elements d’Buclide par. Donnot-de-Bar-le Due. Paris, in —4.
1613. I primi sei Libri, tradotti in.lingua Italiana da Pietr. Antonio Cataldi. Bologna,
in—fol. . . .
16 l5 . Die sechs ersten Bucher ect, Peterson Dou ect. Amst. in—4.
1617. Euclidis elementorum libri XY, cum libro XYI. Coloniae, in—8.• f » _ ‘ 4 .
1617. Eucl. Elem. Geometr. libri sex. Ed. Joan. Lanz. Ingolst.
1618. Die sechs ersten Bucher ect,. iibers. Seb. Curtio. Amst. in—8.
1619* Euclidis elementorum libri XV. Una cum scholiis antiquis a Federico Comman-
dino Urbinate in latinum conversi. Pisauri, in—fol.
1619. De. gli Elementi d’Euclide Libri XV con gli Scholii anti chi. Fed. Commandino.
Pesaro, in— fol. .
1620. Eucl. Elem. LL. VI priores gr. et lat. ect., ex vers. lat. Commandini ect. Lond.,
. in—fol. • . ’ ■
1620. Aurum probatur igne et ingenium Mathematicis. I primi sei libri de gli elementi
'• di Euclide ridotti alia Pratica da P. Aiit. Cataldi. Bologna, in— fol.
1621. Tolle numerum in rebus omnibus et omnia pereunt. I tre Libri Settimo, Ottavo
et Nono degli Elementi. Bologna,/in—fol.
1621. Eucl. Elem. X V , I. p. Herigone. Paris. ... . .
1623. Les quinze livres des elements d'Euclide ect. Tr. par Henrion. Paris, in— 8.
1625. Ad. Dominum cum tribularem clamavi et exaudivit me, Decimo libro degli Ele-
* •
menti ect. per Nic. Tebaldini, in—fol.
1625. E ugI. Data ect. Parisiis, in—4; -
1625. Eucl. Elem. pratic. N timberg. .
1626. De ses eerste boecken Eucl. vem de beginselen ende fondamenten der geometrie.
Dor Jan Pieterszoon Dou. Yannieus. Amster. in—8.
1626:: • Eucl. Elem. Hbri XVI. Vol. I —II. Paris, in - 2 4 .  ~
1627. Eucl. Element. LL. XV, auc. C. Clavio, 2 vol. Franc, in—8.


































Les quinze livres des elements geometrigues d’Euclide Megarien. Traduits de 
Grec en Frangais par P. Le-Mardele. Paris, in—8.
Les quinze livres des elements geometriques d’Euclide. Traduits en Fran^ais par 
D. Henrion. Paris, in—8. .
Die sechs ersten Biicher ect., fibers, v. Seb. Curtio. Amst. in—8.
Element. Libri ХШ, demonstr. Amb. Rhodii. W ittenb.
Euclidis sex primi elementorum geometricorum libri cum parte undecimi. Per
Christophorum Grienbergerum. Widmanstadii, in—12.
. * ' ' *
Elementos geometricos de Eucl. trad, por Carduchi. Madrid, in— 4.
Zes eerste boekken, ect. Yerrooten. Hamb. in—4.* / • * * •
Les six premiers livres des Elements d’Euclide demonstres par Notes d’une Мё-
thode tr£s-bri£ve et intelligible. Par Pr. Herigone. Paris, in—8.
Cursus mathemat. Tomus primus continens Eucl. Elementorum LL. XV. Parisiis, 
in—8. Латинск. и французск. текстъ.
Universae Geometriae ect. F. M. Mersenni. Paris, in—4./  s.
Eucl. Element. LL. ХЩ, ect. Cl. Richardus.. Antv. in—fol. .
Elements d’Euclide, trad, par P. le Mardele. Lyon, in—8.
De ses eerste boecken Euclidis ect. door Dou. Utrecht, in—8. .
Les quinze livres des elements d’Euclide ect. Par Henrion 5 ed. Rouen, in—8.
E  primi tradotti dal. Gio. Ricci Carmelati ect. Bologna, in—8.
Henr. Hofmanns, prof. math, ect., teutscher Euclides ect. Jehna, in—4.
Eucl. Elem. L * . XV, auc. C. Clavio, 2 .vol. Franc, in—8.
Eucl. Elem. per P. Georg Fournier. Lond. in—12.
Les quinze livres des elements d’E uclide,. tr. par Henrion. Lyon, in—24.
Eucl. Element. LL. XV, ect. Op. Th. Barrow. Cantabr. in—8.
Euclidis libri sex priores, cum parte Undecimi, ex majoribus. Clavii Comment, 
ect. Romae^ in— 12.
j
Eucl. Elementorum LL. ХШ. Studio Nassireddini Tusini pr. arab. impressi. 
London, in—fol. На арабск. и латинск. яз.
Eucl. Elem. LL. XV, ect. R. Daniell. Lond. in—8.
Eucl. Elem. LL. XV, demonst. oper. Barrow. Lond. in—8.
Euclid’s Elements; the whole fifteen Books compendiously demonstrated. Lond.
in—8. -
De ses eerste boecken Euclidis ect. door Dou. Utrecht, in—4*
Euclides ses eerste boekken, van de beginselen der Wiskousten. In Neerduyte 
vertaald d. I. "Willimsz Yerrooten van Harlem. Amst. in—4.
Euclid’s Elements of Geometry, with a Supplement of divers Propositions and 
Corollaries. Lond. in—fol.
Euclides XV Boecken, vergroot met het 16 boeck van Chr. Clavio. Amst. in—12.
Elementa geometriae planae. Authore Aegidio Francisco de Gottignies. Bruxellensi 
Soc.. Jesul Romae, in—12.
I primi sei Libri d‘Euclide tratti in volgare (da Piero Paolo Caravagi). Milano,
in—12.









































Les elements d’Euclide ect. Milliet de Chales. Paris, in— 12.
Georg Mohr, Euclides Danicus bestaende in twee deelen ect. Amst. in— 4.
Euclidis elementorum sex priores libri ect. Lugd. Batav. et Amst.
Quinto Libro degli Elementi d’Eucl. ect. per Vine. Yiviani. Firenze, in— 4. 
Elementi Piani e Solidi d’Eucl. publ. Vine. Yiviani Firenze, in— 4.
Eucl. Elemen. Barrow. Cambr.
Elementorum libri octo ad faciliorem captum accommodati a Claudio Fr. Mil. 
Dechales. Lugd. in—24.
Les quinze livres des elements d’Euclide, traduits par Henrion. Rouen, in—8. 
Eucl. Element. LL. XV, ect. Osnabr. in—8.
Les elements d’Euclide ect., tr. par Milliet de Chales. Paris, in—12.
Euclidis elementa, ect., auct. Christ. Clavio. Londini.
Euclidis elementa geometrica novo ordine ac methodo fere, demostr. una cum. 
N. Mercatoris ect. Lond.
Eucl. Elem. LL. XV, ect. Lond. in—12.
Euclide restituito avero g l i . antichi Elementi geometrici ristaurati e facilitate da 
Vitale Giordano da Bitonto. Roma, in—fol.
Les elements d’Euclide ect., tr. par Milliet de Chalks. Lausanne, in—12.
Les elements d’Euclide ect. tr. par Milliet de Chales. Paris, in—12.
Eucl. Elem. Angl. translated from the French of C. F. M. de Chales. Lond. 
in— 8. .
Elementos geometr. de Euclides, los seis primeros libros de los Pianos; los onzeno 
у dozeno de los Solidos. Bruch sellas, in— 4.
Elementi Piani e Solidi d’Eucl. Firenze, in—4.
Tract, de progressu math, et de illustribus mathematicis. Eucl. LL. XIV. Lugd. 
in - fol.
Les elements d’Euclide ect; tr. par Milliet de Chales. Paris, in —12.
Euclidis Elementorum libri sex priores, op. et stud. .Coetsii. Lugd. in—8.
Teutsch Redender Euclides ect. Pirkenstein. W iena, in—4.
Eucl. Data ect. Gr. et Lat. Parisiis, in— i.
In teutscher sprache vorgestellter Euklides ect. Kiel, in— 4.
Teutsch Redender Euclides ect. Pirkenstein. Lubeck. in—4.
Eucl. Elem. LL. VI, et XI et XII, .ex vers. lat. Fed. Commandini. Oxon. in—8.
Les elements d’Euclide; tr. par Milliet de Chales. Amst. in 8.
Andr. Tacq. S. J. Elementa ect. Amst. in—8.
De ses eerstes boecken Eucl. van de beginselen ende fondamenten der geometrie. 
Dor Jan Pieterszoon Dou. Vannieus. Amst. in—8.
EYKAEIAOY ТА ZQZOMENA. Euclidis quae supersunt omnia. Ex Recensione 
Davidis Gregorii. Oxoniae, in—fol. Съ латинскимъ и греческимъ текстомъ.
л ■
Andr. Tacquet S. J. Elementa ect. Cantabr. in—8.
D e zes eerste, elfde en twaalfde boeken Euclides ect. Pieter Warius. Amst. 
m—8.
%
Euclidis elementorum sex libri priores. Henrici Coetsii. Amstelodami, in—12. 
Eucl. Elemen. Hunt. Oxf.
Eucl. Elements cont. the ect. By J.. Keill. Lond. in—8.



































Les elements d’Euclide, tr. par Milliet. Paris, in— 12.
Euclidis element sex, priores libro, opera Chris. Melder. Lugd. in— 12.
The Elements of Euclid with select theorems out of Archimedes by the learned 
And. Tacquet. Lond. in —8.
Eucl. Elem. ect. Schessler. Dresden.
De zes eerste boeken der beginselen van Euklides. Henr. Coets. Leyden, in—8. 
Elementorum lib. VI priores, item XI et XII, ex vers. lat. Fed. Commandini. 
Oxonii, in—8.
Quinto libro degli elementi d’Euclide ovvero scienza universale delle proporzioni 
spiegata colla dottrina. Del Gallileo ect. Firenze.
Les elements d’Euclide ect. tr. par Deschalles et Ozanam. Paris, in —12.
* v
Les etements d’Euclide, tr. par Milliet. Paris in—12.
Les elements d’Euclide, tr. par Milliet. Paris, in—4.
Euclides 15 Bucher Teutsch durch Christ. Schesslern. Leipz. in—8.
1
Euclid’s Elements ect. By Barrow. London, in—8.
Geometria especulativa у practica de los pianos у solidos por Jos. Deu у Abella. 
Zaragoza, in—4.
Euclidis XY Biich. teutsch ect* Leipzig, in—8.
Euclid’s Elements cont. the first six , XI and XII books from. Latin Transl. o f
Commandine by J. Keill. Lond. in—8.
Eucl. element, libro priores VI, item XI et XII; ex. vers. lat. Fed. Commandini. 
Oxoniae, in—8. '
Euklidis XV Bticher teutsch. ect. Dresden, in—8.
Eucl. Elem. Geom. LL. VI Gr. et Lat. Joach. Camerario. ffelmst. in—-4.
. r *  " • -
Eucl. Elem. gr. et lat. Camerer et Hauber. Berol. 1724—1726, 2 vol. in—8.
Andr. Tacq. S. J. Elementa ect. Amst. in—8.
. • V
Euclidis the six first elements, together with the 11 a 12 books. Demonst. after 
a new method by H .'H ill, Lond. in —4.
Elementos geom. amplificados de nuevas demonstraciones por Seb. Fern, de Med-
i * ■
rano. Amberes, in—8. .
Eucl. XV Bucher teutsch ect. Dresden, in—8.
Elementi geom. piani e solidi .di E . posti brevemente in volgare dal D .G . Grandi.
• ‘ - '  1 • j •
Firenze, in—8.
Elementi Geometrici piano e solidi di Euclide ect. per G. Grandi. Firenze, in —8. 
De zes eerste boeken ect. H. Coets. Leyden, in—8.
Euclide's Elements the whole fifteen books compendiousby, demonstrated ect. By 
Barrow. London, in—8. .
Euclid’s Elements of geometry from the latin translation of Commandine, ect. vol. 
I—II. London, in—8. • ,
Element. Libri VI priores, XI et XII. Ang. by Keil. London.
■ 4
Quinto Libro degli Elementi d’ Eucl. ect. Firenze, 2 vol. in—12. Это издате за- 
ключаетъ первыя шесть книгъ Началъ и 11 и 12.
De zes eerste boeken. H. Coets. Leyden, in—8. .
Elementa Euclidea geometriae planae ac solidae. Gulielmus Whiston. Venetiis, in— 4.
t
Elementa geometriae planae seu elementorum Euclidis priores sex libri opera, ac 































Les 61ements d’Euclide, expliqufe (Гипс maniere trfcs facile, par de-Chales, nouv. 
ed., revue par Ozanam. Paris, in—12.
Euclidis Elementorum Libri У I Priores Planorum, ас XI et XII Solidorum, cum 
Explicationibus et Demonstrationibus. Chris. Clavii. Amst. in—8.
Евклидовы элементы геометрш, перев. съ латин. Ив. Астарова. СПБ., in—4. 
Elementi geometrici piani e solidi, posti brevemente in volgare dal Padre D. 
Guido Grandi. Firenze, in—8.
Les elements d’Euclide ect.; tr. par Dechalles et Ozanam. Paris, in—12.
Elementi geom. piani e solidi di E. ect. Ven. in—8. -
Element. Eucl. LL. XY, ad. graeci contextus ect. Lips, in—8.
Elem. Libr. YI priores, XI et XII. Lat. Ups. ,• ' . * . /
Teutsch Redender Euclides ect. Pirkenstein. Wien, in —4.
Elem. Libri YI priores, XI et XII. Lat. Upsal.
\
Element. LL. XY, ad graeci contextus. Barmann. Lpz.
Euclidis Elements of geometry, with additions by J. Keil. Lond. in—8.
Elementa Euclidea geometria planae ac solidae et ect. Tacquet. Romae. Т. I —II, 
in—8.
Les elements d’Eucl. par Ozanam. Paris, in—12. .
Elementorum. lib. VI, priores, item XI et XII, ex vers. lat. Fed. Commandini. 
Oxonii, in—8.
Euclid’s Elements of Geometry in XV Books with the Data. From the Latin 
Translation of Commandine and. Dr. Gregory. Lond. 2 vol. in—8.
Element. Eucl. LL. XV ad. graeci contextus ect. Lips, in—8.
Gli Elementi d’Euclide - spiegati d’una maniera nuova, facile ect. dol V. Dechales. 
Tradotti dal Francese. Bergamo, in —8.
Les elements d’Euclide ect.; trad, par Dechalles et Ozanam; tr. en italien par 
Jac. Calisto. Bergamo, in—12.
Elementi della geom. piana ect. J. Pi. Martino. Napoli, in —8.
Euclid’s Elements of Geometry in XVJBooks. Lond. in—8.
Gli Elementi di Euclide a migliore e piit chiara maniera ridotti, arricchiti per la 
maggior parte di nuove dimostr. con tav. in Rame. dal P. Fr. G. Accetta. To­
rino, in—8.
De sex forsta jamte Ellofte och tolete bockerna af Euclidis elementa eller grun- 
deliga inledning til geometrien til riksens ungdoms tienst pa. Swenska Spraket 
utg. af M. Stromer. Upsala, in—8.
Les Elements d’Euclide du R. P. Dechalles et de M. Ozanam. Demontres par M. 
Audierne. Paris, Jombert.
Euclidis elementorum libri priores sex, item undecimus et duodecimus, ex versione 
latina Federici Commandini; A. Roberto Simson. Glasguae, in—4. .
The Elements of Euclid. The first six books, together with the eleventh and 
twelfth. By R. Simson. Glasgow, in—4.
Elements de G6ometrie, contenant les VI premiers livres d’Euclide, ect. Par 
Koenig, revus par Kuypers. La Haye. in— 4.
The Elements of Buclid. Notes critical and Geometrical. By R. Simson. Glasgow, 
in—8. ;
Elemens de geometrie, contenant les six premiers livres d'Euclide. Par le profes’ 




1763. Euclid’s Elements of Geometry in XV Books. Dr. Gregori. Lond. in—8.
1765. Euclid’s Elements of Geometry in XV Books. Lond. in— 8. . ./   •
1767. Elements de Geom6trie ou les six premiers livres d’Euclide, avec le onzi£me et
douzieme p. J. de Castillon. Berlin,, in -  8. .
«
1767. Euclid’s Elements. By R. Simson. Edinb. in—8.
1769. Elemente Geometr. planae libri XV. Baermann. Lip. in—8.
л769. Евклидовы элементы геометрш, перев. съ франц. Ник. Кургановъ,; СПБ., in— 8.
1769. Element. Eucl. LL. XV, ad graeci contextus ect. Lips, in—8. :
. " *
1771. Euklids Elemente. Aus dem Griecliischen ubersetzt von Lorenz. Halle.
1773. Eukl. Elemente. Segner. Halle. .
1773. Die 6 ersten Bucher, v. griecb. uber. v. Lorenz. Halle.
1774. Los seis primeros libros у el undecimo у duodecimo de los elementos, trad, sobre
la version, ital. de Fed. Commandino. Madrid, in—4.
1774. Elem. Libr. VI priorer, XI et XII. Lat. Ups.
1775. Elements de Geon^trie ou les six premiers livres d’Euclide, ayec le onzi6me et
douzieme p. J. Castillon. Berlin, in—8 . "
1775. Elements of Euclid. R. Simson. Edinbourg, in—8. . ’
1776. The Elements of Euclid; in which the propositions ect. By Douglas,. Edinb. in—8.
1777. Les elements d’Eucl. par Himburg, in—8. . .
1778. Les elements d’Euclide du R. P. Dechalles et de M. Ozanam. Paris, in—8.
1780. Eucl. Data verb, u., verm. v. R. Simson, ubersetz von Ch. Schwal. Stutg. in—8.
1781. Euklids Elemente fiinfzehn Biicher, aus dem Griechischen fibers :tzt von J. F.
Lorenz. Halle. . .
1781* The elements of Euclid. By R. Simson. Glasgow. Notes critical and geometrical, in—8.
1781. The Elements of Euclids with Diss. by J. Williamson. Oxford. 1781— 9 ). 2 -vol. in —4 .
1781. Euklid Elemente. Segner. Halle. .
1781. Euclides Elemente 11 u. 12 Biicher, v. Lorenz. H alle,-in—8.
1782. Elementi geom. piani e solidi di E. ect. Firenze, in—8.
1782. Expositio et dilucidatio libri V element. Euclidis. Seyffer et Moucliart.
1784. D3 sex forsta jamte Ellofte och tolete boikerna af Euclidis elementa eller grun-
deliga inbedning til geometrien til riksens uneddoms tienst pa F wenska Spraket 
utg. af. M. Stromer. Ups. in—8.
1785. Elementi di geometria ect. P. Dechales. Bergamo, in—8. .
1788. The philosophical and mathematical Commentaries of Proclus, furnamed Plato’s
Successor, on the I Book of Euclids Elements and his life by Marinus ect.
London.
%> %
1789. Die 6 erste B. d. Geometrie. Ebend. in—8. . " Л
1789. Elements of Geometry. Cont. the principal Propos. in the first six and the XI
and XII Books of Euclid. Lond. in—8. . ■ .
1789. Евклидовы Стихш, перев. съ греч. Пр. Суворова и Вас. Никитина. СПБ. in—8.
■ ~ • «* * . • .
1791. Eucl. Elemente. Michelsen. Berlin, in—8. .
1792. Elementos de Euclides, com as annotacoes de R. Simson, trad, em Portuguez.
Coimbra, in—8. .
1793. Elem. Libri VI priores, XI et XII. By R. Simson. Edinb. .
1796. Elements of Geometry; cont. the first VI Books of E. with two Books of the
Geometry of Solids. By P. Playfair. Lond. in—8.
































Eucl. Elem. Hauff, Marburg.
Scholia in librum II, Elementorum Euclidis, praef. F. Pfleiderer proposita a Can- 
didatis Magisterii Philos. Tubingen.
Euclids Elemente fiinfzehn Biicher, aus dem Griechischen iibersetzt von J. F. 
Lorenz. Halle. Zweite Ausgabe, in—8.
Euclids Elemente 8 Biicher, nebst dem eilften’und zwolften; aus dem Griechischen 
iibersetzt von Lorenz, Halle, in—8.
The Elements of Euclid, viz. the first six Books of the Geom. with the XI and 
XII. Edinb. in—8.
Elemente des Euclides. And. Matthias. Magdeburg, in—4.
Scholia in lib. YI element. Euclidis, 4 partes, 1800—1806.
Elemente ec t. griech. und deutsch. Hoffmann. Weimar, in—8.
Kitab Euclides.... (КомментарШ, на араб, яз., Магомета, сына Магомета, на пере-
водъ Nassireddin’a Начадъ Евклида). Scutari 1216 in - 4 .
Euclidis elementor. lib. priores XII ex. Commandini et Gregorii verss. latinis. 
Edid., aux. e t  emend. Samuel Horsley. Oxonii, in—8.
Euclides Elementes I —YI Bog, overs, for de laerde Skoler ved H. C. Linderup. 
Kjobh. in—8.
Euklids Elemente. Reder. Koln. _
Euclidis datorum liber, cum additamento aliisque ad geometriam pertinentibus; 
edidit S. Horsley. Oxonii. in—8.
Les* elements de geometrie d’Euclide. Traduits litt£ralement par F. Peyrard. 
Paris, in —8. .
Elements of Geometry containing the first six Books of Euclid, ect. By J. Play­
fair. Edinb. in—8.
Euklidis Elemente, das erste bis vierte Buch von Fr. Hauf. W ien, in—8.
Eukl. Elemente ect. Reder. Paderborn. 2 vol. in—8.
Euclides’a Pocz%tkow Geometryi Xi%g o§mioro to iest Sze§6 pieruszych ect, przez 
Jos.' Czecha w W ilnie, in—8.
Euclid’s elemente, 1—6 и 11—12 Bucher. Uebers. v, Hauff. Marb.
Euklids Elemente, libers, von Lorenz. 3 aufl. Halle.
Eucl. Elemente. Weimar.
Eucl. Element. J. Playfair* Edinb. in—8.
Eucl. Element. Rob. Simson. Edinb. in—8 . .
Oeuvres d’Euclide, en grec, en latin et en frangais, d’apr^s un manuscrit trfcs- 
ancien qui £tait reste inconnu jusqu’a nos jours, par F. Peyrard. Paris. T. 
I —II—III. 1814—1818, in—4.
Eukl. Elemente ect. Reder. Paderborn. 2 vol. in—8.
Eucl. Elementer ny Ofversattning, utg. af C. L. Lithhand. Stockh. in—8.
Eucl. Elements. Rob. Simson. Edinb. in—8.
Euclidesa Pocz%tkow Geometryi Xi%g oSmioro to iest Sze&6 pierwszych ect., przez 
Jos. Czecha. w W ilnie. in—8.
Eucl. Elemente 8 Biicher, a. d. gr. v. Lorenz. Halle, in—8.
Euklid’s Elemente 15 Biicher, libers, von. Lorenz. 4 auf. Halle, in—8. 
Эвклидовыхъ Начадъ восемь книгъ, а именно: первыя шесть, одинадцатая и две­









































Elemente XV Bucher, aus dem griech. tiber. v. Lorenz. Halle, in—8.
Eucl. Elemente. Mainz.
Euclidis. The elements of plane geometry by T. Keith. 2 ed. London.
ГЕШ ЕТРШ : ЕГКЛЕ1ДОГ 2T0IXEIA. EKTE0ENTA ПАРА BENIAMIN
<
AE2BI0Y. EN BIENNH THE А0Г2ТР1АЕ.
Chrestomathia geometrica, continens Euclidis ect. Hauber. Tubingen.
Eucl. Elem. Geom. gr. et lat. Camerer et Hauber. Berol. 2 vol. 1824—1826, in—8. 
Euclids Elemente vibers. v. J. F. Lorenz, in —8.
Начала Евклида на араб. яз. Calcutta, in—8.
Euklids Elemente fiinfzehn Biicher, aus dem Griechischen iibersetzt von J< F . 
Lorenz. Halle. •
Eucl. Elem. LL. VI priores cum undecimo et duodecimo. Textum e Peyrardi rec. # 
ect. Halis Sax. in—8.
Eucl. Data n. d. Griech., herausg. v. J. F. Wurn;. Berlin,, in— 8.
Eucl. Elementa ex optimis libris in usum tiranum, gr. ed. ab. E . F . August. 
Berol. 2 vol. 1826—29, i n - 8 .
Euclid. Elemente lib. VI. Camerer et Hauber. Berol. 2 vol. in —8.
Euclid Elem. by Walker. Lond. in—8. .
. Die Geometrischen Bucher der Elemente ect. Hoffmann Mainz, in—8.
Die Geometrischen Bucher der Elemente ect. Hoffmann. Mainz, in —8.
Elements of geometry cont. the first six books of Euclid, ect. .Eighst edit with 
addit by W. Wallace. Edinburgh, in—8. -
Die Planim. und Stereom. ect. Hoffman. Mainz, in—8.
The first six Books of the Elements of Euclid, with Notes. Dublin, i n - 8 .
Geometry without Axiomy, or the -first book of elements. 4 ed. London.
Die Geometrie des Euklid. ect. Erfurt, in—8.
--Евклщовыхъ Началъ три книги, а именно: седьмая, осьмая и девятая, содержания 
общую теорш . чиселъ древнихъ геометровъ. Пероводъ съ греческаго. О. Петру­
. гаевскаго. СПБ.
Euclid’s Elements. London.
Euclid’s Elements. Edwards. Lond.
Euklid’s Elemente erlautert. v. Unger.
Euklid’s Elemente, vom griech. iiber. v. Lorenz. Halle in—8.
Euclid’s Elements. Lond. Day. «
Euclid’s Elements. Lond. Cooley.
Euclid’s Elements. Lond. Cooley. • .
Euclid’s Elements by Creswell. Lond. in—8 .
Euclid’s Elements. Lond. Walker. ,
Euclides Elementa i Geometrien eller Grundelig Inledning till Geometrien. Uppl. 
VII. Oerebro. in—8. .
Euclid’s Elements. Lond. Creswell.
Euclid’s Elements of Geometry, chiefly from text of Dr. Simson, with explanatory 
notes ect. by Robert Potts. London, in—8.
Euclid’s Elements. Lond. Thomson.
Euclid’s Elements. Lond. Kent.
Euclid’s Elements. Lond. Trotter.
1846. Euclid’s Elements. Ingram. London.
1847. Euclid’s Elements. Lond. Vey.
1847. The first six Books of the Elements of Euclid, with Notes by Bp. Elrington, 10 
~ed. Lond. iu—12.
1847. Euclid’s Elements. Lond. Colenso.
1847. Euclid’s Elements. Lond. Trollope. ,
1847. Euclid’s Elements. Lond. Mason.
1847. Euclid’s. Elements. Lond. Rutherford.
1848. Euclid’s Elements. Lond. Lardner. . .
1848. Euclid iu Syllogisms with diagrams and symbols in colours. By 0 . Byrne. Lond.
in—4. ' . . -
1849. Euclid’s Elements. Lond. T a te ..
1850. Euclid’s Elements. Lond. Potts.
1850. Euclid’s Elements. Lond. Potts.
* • *
1850. Euclid’s Elements. Lond. W hittaker. '
1851. Euclid’s Elements of Geometrie, by I>. Potts. School edition. London.
1851. Euclid’s Elements. Lond. Davidson. .
1852. The first six and 11 and 12 books of Euclid’s elements. Thomson. Belfast.
1852. Euclid’s Elements. Lond. Pocoek. ;
1852. Euclid’s Elements. Lond. Wallace.
1853. Euclid’s Elements. Lond. Hose.
1853. Euclid’s Elements. Lond. Good.
1-853. Euclid’s Elements. London. Elrington.
1854. Euclid’s Elements. London. Mason. -
1855. Euclid’s Elements. Lond. Woodmass.
1855. Euclid’s Elements. Lond. Law.
1855. The first six Books of Euclid’s Elements with Commentary. .By Lardner. 11 ed. 
Lond.. in—8.
1855. Y I—X. bockerna ofvers och bearbetn. af Rundb&ck. Lund. '
1856. Euclid’s Elements. London. Wedgwood.
1856. Euclid’s Elements. London. Galbraith. •
1857. Переводъ Нач. Евкл. на китайск. яз. Translation of Euclid’s Elements, Book VII
to Book XV, into Chinese by Wylie. Shanghae 3~voJ. in—8.
1858. Euclid’s Elements. Lond. Green.
1858. Euclid’s Elements. Lond. Williams.
.1859. Euclid’s * Elements. London. Maynard.
1859. Euclid’s Elements. London. Ingram.
1860* Euklids acht geometrische Bucher aus dem Griechischen iibersetzt von J. F.
Lorenz, in—4.A ufs neue berausgegeben mit einem Anhange von Dr. E. W . Hart- 
wig. Halle. .
1860 Euclid’s elements, the first 6 books and the 1 1 ^ 1 2  book, from the text of Sim-
• son edited by R. Blackelock. Lond.
1860. Euclid’s Elements. London. Chambers. '
1860. Euclid’s Elements. London. Chambers.
1860. Euclid’s Elements. London. Simson.
0
1861. Euclid’s Elements. Loudon. Green. .
1861. Euclid’s Elements. London. Playfair,
7 2 8
7 2 9
The elements of Euclid. By Todhunter.
Euclid’s Elements. London. Brasse.
Euclid’s Elements. London. Isbister.
Euclid’s Elements. Lond. Isbister. .
The elements of Euclid for the use of schools and colleges. By J. Todhunter. 
New edition. London. ' .
Euclid’s Elements. Simson, London. .
Euclid’s Elements. London. .
*
Euclid’s Elements. London.
Elements of geometry, from the Latin Translation of Commandine by S. Cunn.
10 ed. London, in—8. . •
Gli elementi d’Euclide con note. Per cura dei professori E. Betti e F . Brioschi.
Libro I—И —Ш—rIV—V—VI," XI—XII. Firenze.
• > - 1
Elements o f geometry by R. Potts. London, in—8. 1 . _
Euclid’s Elements. London.
Euclid’s Elements. London. Green,
Euclid’s Elements. London. Joung.
Euclid’s Elements. London. Smith. .
11 primo libro, о Introduzione alia geometria, per L. Grandi. Bergamo, in—16. 
Euclid’s Elements. London. Joung. .
Euclid’s Elements. London. Mason.
1872. Euclid’s Elements. London. Isbister.
1873. Euclid’s Elements, London. Green.
1874. Euclid’s Elements. London. Law.
1874, Euclid’s Elements. Lond. Martin. - '
1874. Euclid's Elements. Lond. Hawtrey.
1874, Euclid’s Elements. London. Dodgson.
1874, Elements of Geometry. Books I —VI, XI—XII of Euclid. B y  J. Smith, London. 
1874. Elements of Euclid. By J. Bryce. London. '
1874, Elements of Euclid. By Collenso. London. ; '
1874. Euclidean Geometry. By Cuthbertson,. London. .
1875, Elements of Geometry. Books I—VI, XI—XII o f Euclid. By H. Smith. London.
1875, Euclid modernised. Elements of plane Geometry. By R. W right. London.
1875, Elements of Euclid. By Bryce. London. ,
1875. First Book of Euclid. By Browne. Belfast.
1875. The Elements of Euclid. London.
1875. The first six Books of , Euclid. By Davis. London. . , ;
1875. Elements of Euclid. By J. Bryce. London.
1875, Elements of Euclid. Books I —VI, Х 1-Х 1Г. By Dr. Simson. London.
. \  * _ •' • “ *
1876. Elements of Geometry based on Euclid. By Atkins. Lond.
1876, Euclid simplified. By Morell. London.
1876. Elements of Geometry based on Euclid. Book. I—III. Collin’s School Series.
London. -
1876. Elements o f Geometry. By Smith. Book. I —VI, XI— X II—of Euclid. London.
1876. Euclid Elements. Books I —VI, X I—XII. Edited by Seeley. London.
1876, The Elements of Euclid the first six books and the eleventh and twelfth from

































Euclid for Colleges and Schools. New edition. By Todbunter. London.
Primer of Geometry. An easy Jntrodution to the Propositions of Euclid. By Cuth-
)
bcrtson. London. .
Syllabus of plane Geometry. Correspomlin^ to Euclid Books I—VI. Prepared by 
the Association for the Improvement of Geometrical Teaching. London.
. • t -
Euclid modernised. Elements of plane Geometry. By W right. London.
Euclid. Books I — Г . By, Hundson. London.
The School Euclid. Books I— IV. By Isbister. London. .
Euclid’s Elements. Books I— III. By Tatk. Lond.
Syllabus of plane geometry., Corresponding to Euclid. Books I—VI. London. 
Colenso’s Elements of Euclid. London. New edition. .
The Elements of Euclid (the parts usually. studied in the Universities). From 
the Text of Dr. Simson. New edition. London. '
11 V libro di Euclide. Torino. Bertini.
• •  •  . _ • • • • , , '  e


















С0ЧИНЕН1Й ПО „НЕЕВЛЙДОВСКОЙ Г£ОМЕТР1И“  ВЫШЕДШИХЪ
ПО 1880 ГОДЪ-
II quinto postulate Euclidiano. Firenze. 1868.
Ueber die Hypothesen der Parallelentbeorie. _
} erichte der K. S. G. zu Leipzig. Т. XX, 1868.
Die elemente der Mathematik. Т. I—II. 4 ed., 5 ed. 1874—75.
Ueber die Hypothesen der Parallelentbeorie.
Or. Journal Bd.. 83. 1876.
Sulla Geometria Immaginaria di. Lobatchewsky..
Giornale di Mat., vol. V, 1867.
Nouv. Ann. Math, Т. VII. 1868. - . ■
4 r
Napoli, Rendiconto. Т. VI. 1867. . ' .
Sulla scienza dello spazio assolutamente vera, ed independente dalla verita 
dalla falsita dell’ assioma XL di Euclide: per. Giovanni Bolyai.
Giornale di Mat., vol. VI, 1S68. "
Sur la geometrie imaginaire de Lobatchevsky. ' - .
N o u v .  Ann. Math. Т. XXVII, 1869. .
Nota sui cireoli nelia geometria non-Euclidea. ■
Giornale di Matematiche. Vol. XII. 1874.
V. ’ •
Nota sul raporto anarmonico sezionale e tangenziale delle coniche.
Giornal. di ?.iatem. Vol. XII. 1874. . -
Nota sul rapporto anarmonico sezionale e tangenziale delle quadriche. 
Giornal. di Matem. Vol. Ji.ll, 1874.
Sull’ A ffinita circolare non-Euclidea. •
R e n d ic o n to  della Reale Accademia delle Scicnze fisiche e Matematiche. Л® 11.
1876. . • - ’ '
Abhandlungen aus clem Grenzgebiete der Mathematik und Philosophic. Ziiricb.
1870. - .
Ueber die neuesteu Untersuchungen in Betreff unserer Anschanungen vom
•• 4 ^
llaume.-. . -
Schlomilch Zeitscnrift, Т. XV il,. 1872.
D b  Grundlagen der Geometrie.













Die Elemente der Geometrie auf neuer Grundlage. Berlin. 1877.
Ueber con forme Abbildung von Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung. 
Zeitsch. fur Math. Т. XX. 1874. .
Ueber Kriimmungsmasses von Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung.
Math. Ann. Т. VII. 1875. •
Zur Theorie des Krummungsmasses von Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung. 
Zeits. fiir Math. Т. XXI. 1876. •
Ueber das Riemann’sche Kriimmungsmass hoherer Mannigfaltigkeiten.
Zeits. fiir Mathem. und Physik. Т. XXIV. Leip. 1879.
Risoluzione del problema di riportare i punti di una superficie sopra un piano 
in modo che le linee geodetiche vengano rappresentate da linee rette. 
Annali di Mat., Т. VII. 1866.
Saggio di Interpretazione della Geometria non-Euclidea. Napoli. ; ,
Giornale di Matematiche. Vol. VI. 1868.
• • •
Teoria fondamentata degli Spazii di Curvatura costante.
Annali di Mat., ser. II., Т. II. Milano. 1868. '
Theorie fondamentale des espaces de courbature constante. Trad, de l’italien 
par J. Houel.
Annales scient. de l ’Ecole Normale Super. Т. VI. 1869, in—4.
Essai d’interpretation de la geometrie non-Euclidienne. Trad, de l’italien par 
J. Houel.
Annales scient. de l’Ecole Normale Superieure. Т. VI. 1869, in—4. 
Teorema di geometria pseudosferica.
Giornale di Mat. Vol. X. 1872.
Sulla superficie di rotazione che serve di tipo alle superficie pseudosferiche. 
Giornale di Math. Vol. X. 1872. .
Sopra gli spazi di un numero qualunque di dimensioni.
Annali di Mat., 2 serie. Т. IV. 1871. , •
Bolyai, Wolfgang. Tentamen Juventutem studiosam in elementa Matheseos purae, elementaris
ac sublimioris, methodo intuitiva, evidentiaque huic propria, introducenti. 
Cum Appendice triplici. Auctora Professore Matheseos et Physices Che- 
miaeque publico ordinario. Tomus Primus, 1832, Secundus 1833. Maros- 
V&sarhelyini, in—8. .
Bolyai, Johanne. Appendix, scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate aut falsitate
t ~ •
Axiomatis XI Euclidei (a priori haud unquam decidenda) independentem;
, adjecta, ad casum falsitatis, quadratura circuli geometrica. Auctore Johanne
Bolyai de Bolya, Geometrarum in Exercitu Caesareo Regio Austriaco Castren- 
sium Capitaneo. Maros-V^s^rhelyini. 1832.
Bolyai, Wolfgang. Kurzer Grundriss eines Versuches: I.  die Arithmetik, durch zweckmassig
constriiirte Begriffe, von eingebildeten und unendlich-kleinen Grossen ge- 
reinigt, anschaulich und logisch-streng darzustellen. II. In der Geometrie,
4 \ • 
die Begriffe der geraden Linie, der Ebene, des Winkels allgemein, der win­
" kellosen Formen, und derKrummen, der verschiedenen Arten der Gleichheit
u. dgl. nicht nur scharf zu bestimmen, sondern auchihr Sein imRaume zu 
bevreisen: und da di Frage, oh zwei von der dritten geschnittene Geraden, 
wenn die Summa der mneren Wirikel nicht—2B, sich schneiden oder nicht? 



























beantworten wird; die davon unabh&ngige Geometrie abzusondern; und eine 
auf die Ja Antwort, andere auf das Nein so zu bauen, das die Formeln der
letzten auf ein Wink auch in der ersten giiltig seien. Nach einem lateini-
*
scben Werke von 1829, M. Vasorhely, und eben daselbst gedruckten un- 
grischen. Maros-V&e&rhely. 1851, in—8.
La Science Absolue de l’Espace ind6pendante de la verit6 ou de la fausset^ 
de l’Axidme XI d’Euclide (que l’on ne pourra jamais etablir a priori)-,
suivie de la quadrature geometrique du cercle, dans le cas de la faussete
. •
de l’axiome XI; prёcёdё d’une Notice sur la Vie et les Travaux de W. et 
J. Bolyai, par M. Fr. Schmidt, Paris. 1868, in—8.
Sur les dёfmitions geon^triques. Paris. 1871. .
L Considerations sur quelques s in g u la r 's  qui se p^sentent dans, les cons­
tructions de la gёomёtrie non-euclidienne.
Mem. de 1’Acad. de Pёterb., serie VII., Т. XVIII. 1872. .
Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. v
Borchardt’s Jour. Bd. 84, Dec. 1877.
Sul concetto degli spazi ad N dimensioni.
Atti dell’ Ateneo Veneto. Vol. VI. 1869.■л
■ ■ ■ \ »
Sulla geometria baricentrica. Atti dell’ Ateneo Veneto. Vol. VII. 1870. 
Geometria rigorosa. Venezia. 1872.
Intorno alle ipotesi fondamentali della geometria. .
Giornale di Matematiche Vol. XI. 1873.
Nuove proposte intorno ai fondamenti della geometria. .
. Giorn. di Matem. Vol. XV. 1877. -
Sur l^tendue a n dimensions.
Nouv. corresp. Math. Т. III. 1877.
Chapters in the Analytical Geometry of (n) Dimensions.
Cambr. Math. Journ. Т. IV. 1845.
. i
Sixth Memoir upon Quantics.
Phil. Trans., vol. CXLIX. 1859. '
Note on Lobatchewsky’s Imaginary Geometry. '
Phil. Mag. XXIX. 1865.
On Abstract Geometry.
Proceeding of the Koyal Society of London. T. ,111. 1869.
On the rational transformation between tvro spaces. .
Math. Soc. Proc. Т. III. 1869—71. Lond.
A Memoir on Abstract Geometry.
Phil. Trans., vol. CLX. 1870. .
On the Non-Euclidean Geometry. '
Mathemat. Annalen. Bd. Vr 1872.
On the Superlines of a Quadric Surface in Five Dimensional Space. 
Quarterly Journ., vol. XII, 1872. . _
On . the free motion under no forces of a rigid system in an м-fold homaloid. j 
Proc. Lond. Math. Soc. Т. VII.
Lecture on „the Postulates of the Science of Space“.
Macmillan’s Magazine, Octob. 1872.











Preliminary sketch of Biqnaternions. .
Proceedings of L. Math. Soc., Vol. IV. 1873.
Applications of Grassmann’s Extensive Algebra.
Amer. Journ. of Mathem. Vol. I. 1878.
Christoffel. E. Allgem. Theorie d. geodat. Dreiecke. Berlin. 1868.
' Math. Abhandl. d. konigl. Akad. zu Berlin.
tTeber die Transformation der homogeneu Differentialausdrttcke 2-ten Grades. 
Borchardt’s Journal. T. LXX. 1870.
Ueber ein betreffendes Theorem.
Borchardt's Journal T. LXX. 1870. ' ^
Intorno al quinto Postulato di Euclide e alle basi della geometria. Verona. 
1872. • ’
Sur une nouvelle serie de systemes ortogonaux algobriques.
Comptes Rendus de l’x\cad. T. 69. 1869.
Sur les equations aux derivees partielles du second ordre. .
Comptes Rendus T. LXX. 1870.
Annal. de l’Ecole Normale Sup. Т. VII. 1870.
Les prolegonienes pliilosophiques de la Geometrie et solutions des postulats. 
Liege. 1860. .
Der Idee des Raumes und der llaume. Berlin. 1868.
*Erdmann, Benno. Die Axiome der Geometrie. Untersuchung der Riemann—Helmholtz Raum 
. . theorie. Leipzig 1877.
• V. •
Erdmann, Benno. Review by J. H. Witte. Philos. Monatshefte. Т. XIII. Leipzig. 1877. 
Erdmann, Benno. Mind, vol. II, 1877; vol. I l l ,  1878.
E rd m a n n , B en no . Recension von A. Harnack. Vierterjah. fur wiss. Philosophie. T .II. 1 Heft.
; . Leipzig. 1S78. ■ •
*Escherich. Die Geometrie auf den Flachen constanter negativer Krummung.
, Sitzungberichte der Math.-naturw. Kais. Akad. Bd. LXIX. Wien. 1875. 
Fleury, H. • La Geometrie affranchie du postulatum d’Euclide. Paris. 1869. 
Flye-St.-Marie. Sur le postulatum d’Euclide.
Bulletin de la Societe Philomatique. Т. VII. 1870.
*Flye-St.-Marie. Etudes analytiques sur la theorie des paralleles. Paris. 1.871, in—8.
Habilitationsschrift. Tubingen. 1873.
Ueber die, Erzeugung der Curven dritter Classe und vierter Ordnung.
Zeits. Math. Phys. T. XVUI. 1873.
Der Korperinhalt des senkrechten Cylinders und Kegels in der absoluten 
. Geom>trie. -
Grunert Arcliiv. Vol. 60. 1876.
Frankland, W. On the simplest continuous manifoldness of two dimensions and of finite extent.
Nature, vol XV, JV» 389, April 12, 1877.
First published in Proc. Lond. Math. Soc. vol. VIII.






zazione nella geometria non-Euclidea.
Freye, G.
*Frischauf, J.
Giornale di Matematiche. Vol. XVI. 1878.
Ueber ein geometrische Darstellung der imaginairen Gebilde in der Ebene. 
Jena. 1873, . v

























Elemente der Absoluten Geometrie. Leipzig. 1876.
Erwiederung auf Hernn F. Pietzker Anzeige meiner ,,Elemente der absoluten 
Geometrie** in der Jenaer Literaturzeitung, mit Riicksicht auf die Bemer- 
kungen in dieser Zeitchrift.
Hofmann’s. Zeitsf Т. VII. 1879.
Ueber cl, Krummungsverhaltn. e. Kurve im n*fach ausgedehnten homog. 
Raume. Coin. 1879.
Grundlagen der Raumwissenschaft. Hannover. 1875.
Werke. Bd. IV. pp. 215. 1827. .
Disquisitiones generales circa superficies curvas.
f
Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher. -
Письма отъ 17 мая и 12 шля 1 >31 г. Bd. II. pp. 268—271. 1865.
. Die lineale Ausdehnungslehre. Leipzig. 1844.
i
Geometrische Analyse. Gekronte Preischrift. Leipzig. 1847.
Die Ausdehnungslehre. Berlin. 1862. .
Die neuere Algebra und die Ausdehnungslehre. -
Mathem. Ann. Bd. VII. 1874.
Die lineale Ausdelmungslehre. Leipzig. 2 ed. 1878.
Ueber das Verhaltniss der nichteuklidischen Geometrie zur Ausdehnungslehre. 
1878. . . ' • '
Sopra una questione geometrica cli massimo e sua estensione ad uno spazio di 
n- dimensione. . • s ,
Rencliconti del Reale istituto Lombardo. Vol. I, Fasc. XVI. 1868.
Sopra una quistione geometrica di massimo e suo estensione ad uno spazio
% ” У \ *
cli i^dimensioni. . .
Milano, Inst. Lomb. Rendic. Т. I. 1868.
/
Dei primi principii della mecanica et della geometria in relazione al postu* 
lato d’EncIicle. Firenze. 1869. .
Academia dei XL in Modena, ser i; III, Т. II, parte I.
. • • .« •
Sunto cl’una memoria cli A. Genocchi intorno ai principii della geometria. 
Atti della Reale Academia delle Scienze di Torino. Vol. XII. 1877.
Sur un m&noire do David de Foncenex et sur les geometries non-Eucli- 
diennes. !
Memoires de l’Academie Royale de Turin. Т. XXIX. 1877.
Ziele und Resultate der neuern Math. Histor. Forsclmng. Erlangen. 1876. 
Grtinert’s Archiv P. 60. - \ •
Sulla possibilita di climostrare l’assioma delle parallele mediante considera- 
zioni stereometricli e complemento all$ geometria assoluta cli Bolyai. Traduz. 
cli Sparagna. • .
Giornale cli Matematiche. Vol. XIV. 1876.
Zwei neuere Werke iibei- die Principien der Raum und Naturlehre.
Kosmos. Т. I, 12 Heft. Marz. 1S78. v ■
Recherches de geometrie a n. dimensions.
Bull. Soc. Math. Т. II. 1873. .
»
Bibliography of Hyper-npace and Non—Euclidean Geometry.
American Journal of Mathematics pure and applied.—Baltimore. Vol. I, ,\г 3,
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Ueber die thats&chlichen Grundlagen der Geometrie.
Heidelberg. Verhandl. Nat. Med. Т. IY. 1868, Т. V. 1871.
Ueber die Thatsachen die der Geometrie zum Grunde liegen.
Nachriclien, Gottingen. 1868.
Sur les faits qui servent de base к la Geometrie.
Memoires de la Socie. des Sciences de Bordeaux. Т. V. 1868.
Les axiomes de la geom6trie, leur origine et leur signification.
Revue scientifique de la France et de l’Etranger. № 51. Paris. 1877. in-4. 
Ueber den Ursprung und die Bedeutung der geometrischen Axiome. 
Populare wissenschaftliche Yortrage. 3-s Heft. Brauns. 1876. in-8.
The Origin and meaning of Geometrical Axioms.
Part. I, Mind., №111. 1876; Academy Feb. 12,,. 1870, vol. I; Nature, vol. IV; 
Nature, vol. Y; Academy, vol. Ill; Part II, Mind, April 1878.
О происхождети и значенш геометрическихъ ашомъ, Знаше № YIH. 1876. 
Спб. in-8.
Das elfte Axiom der Elemente des Euclides. Halle. 1859.
Resultate der Nicht-Euklidischen oder Pangeometrie.
Zeits. fiir Math. Unterricht. Т. IV. 1873,
Essai d’une Exposition rationnelle des principes fondamentaux de la Geo­
metrie elementaire.
Griinert’s Archiv. 1863. '
Essai critique sur les Principes fondamentaux de la Geometrie. Paris. 1867, 
i n - 8. '
Note sur l’impossibilite de demontrer par une construction plane le principe 
de la theorie des paralleles dit Postulatum d’Euclide.
Nouvelles annales de Mathematiques. Т. IX. 1870.
Giornale di Mat., Т. VIII. 1870. .
Du rdle de l’experience dans les sciences exactes. Prague. 1875.
» , *• •
Переведено на нймецкш яз. Miiller.
Griinert’s Archiv, Vol. 59. 1876. ,
Theorie elementair e des Quantites complexes. 4-e Partie. 1876.
Опытъ геометрш о четырехъ измйрешяхъ. Геометр1я синтетическая. Тифлисъ.
1877. in-8.
Profes. Clifford on Curved Space. Nature, vol. VII. 1873.
De hinis quibuslibet functionibus homogeneis, ect.
Crelle Journ. Bd. XII, 1834.
i
Essai sur la Geometrie a n dimensions.
Comptes Rendus T. LXXV. 1872.
Bulletin de la Soc. Math., Т. Ш., Т. IV.
G6neralisation du Шёогёте d’Euler sur la courbure des surfaces dans l’espace 
a m-\-k dimensions.
Comptes Rendus., T. LXXIX, 1874.
Sur la theorie des courbes dans l’espace a n dimensions.
Comptes Rendus. T. LXXIX 1874.
Ueber zwei Raumformen mit constanter positiver Eriimmung.
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Ueber einige Bedenken gegen die Nicht-Euklidische Geometrie.
Hoffm. Zeits. Т. VII. 1879.
Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie.
Gottingen, Nachrichen. Aug. 1871.
Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie.
Mathemat. Annal. Т. IV. № 4, 1871.
Sur la geometrie dite non-euclidienne. Bulletin des Sciences Mathematiques 
et Astronomiques. Т. II. 1871.
Ueber neuere geometrische Forschungen. Erlangen. 1872. '
Ueber gewisse in der Liniengeometrie auftretende Differentialgleichungen.
Mat. Ann. Т. V. 1872.
•  •
Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie.
Mat. Ann. Т. V. 1872.
Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. '
Mathem. Ann. Т. VI. 1873.
Nachtrag zu dem „zweiten Aufsatze uber Nicht-Eukl. Geometrie**.
Math. Annal. Т. VII. 1874.
Ueber eine neue Art der Riemannschen Flachen.
Math. Annal. Т. VII. 1874.
Jahrbuch uber die Fortschritte der Math.
Jahrgang 1873. Heft. 2. Berlin. 1875.
Ueber die Sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie.
Math. Ann. Т .. VII. 1874.
4 .
Ueber die Definitionen der geometrischen Grundbegriffe.
Zeits. fur Mathem. und Naturwis. Unter. Т. I. 1870.
On infinity and the new geometry.
Zeits. fur Math. Unterricht. 1872.
Ueber eine reale Abbildung der Nicht-Euklidischen Geometrie.
Gottingen, Nachrichten. Marz. 1872.
\
Kant und Helmholtz iiber den Ursprung und die Bedeutung der Rauman- 
schauung und der geometrischen Axiome. Schauenburg. 1878.
Ueber Systeme von Functionen mehrer Variabeln.
Monatsbericht der Kgl. Akademie zu Berlin. P. I, Marz, 1869. P. I I ,  August, 
1869.
Note sur la g£om6trie panimaginaire de — dimensions. .
Bulletin de la Soci6t6 Mathematique de France. Т. IV. pag. 92.
Sur la geometrie sans postulat et sur la th£orie des parallfcles.
Bulletins de l’Academie Royale des Sciences de Belgique. Т. XXXI. 1871. 
i. Kant’s Space and Modern Mathematics. Mind. II, № 5, Jan., 1877.
. Critical Notice of Erdmann’s „Die Axiome der Geometrie".
Mind. Ш, 1878.
Imaginary Geometry and the truth of Axioms. Problems of Life and Mind 
1 ser., vol. II. London. 1875.
Applications of geometry of four dimensions to determine momenty of inertia 
of bodies without integration.
*
Quarterly Journal of pure et applied Matematics. 1879. № 62.
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♦Liard, L. Des-D£finitions g£on^triques et des d6finitions empiriques. Paris. 1872. in-8.
♦Lie, S. Zur Theorie eines Raumes von n Dimensionen.
Gottingen, Nachrichten. Nov. 187J. .
♦Lie, S. Ueber diejenige Theorie eines Raumes mit beliebig vielen Dimensionen, die der
Krtimmungs-Theorie des gewohnlichen Raumes entspricht.
Gottingen, Nachrichten, Mai, 1871.
♦Liebmann, 0. Zur Analysis der Wirklichkeit. Strassburg. 1876.
♦Lindemann, F. Ueber unendlich kleine Bewegungen starrer Korper bei allgemeiner projecti-
vischer Massbestimmung. Erlang., Berl. 1873.
Mathemat. Ann. Т. VII. 1874.
Sur le postulatum d’Euclide.
Comptes Rendus. T. 70. № 1. 1870.
M£moires de l ’Academie de Berlin. Jan. 1869.
Untersuchungen in Betreff die ganzen homogenen Functionen von n Differen- 
tialen.
Borchadt's Journal, Bd. LXX, Bd. LXXII. 1869 и 1870.
Untersuchung eines Problems der Variationsrechnung.
Borchardt’s Journal, Bd. LXXIV. 1872.
Bulletin des Sciences Mathematiques, Т. IV. 1873.
Extension of the Planet-problem to a space of n dimensions and of constant 
integral curvature.
Quarterly Jour. Math. Т. XII. 1871. .
Entwickelung einiger Eigenschaften der quadratischen Formen von n Diffe- 
rentialen.
Borchardt’s Journal, T. LXXI. 1871. .
Bulletin des Sciences Math. Т. IV, Т. V. Paris. 1873.
♦Лобачевсшй, H. И. О началахъ геометрш.
Казанскш Вйстникъ 1829 и 1830 гг. Казань.
♦Лобачевсшй, Н. И. Воображаемая геометр1я.
Ученыя записки Импер. Казанскаго универ. кн. I. 1835 г.
♦Лобачевсшй, Н. И. Новыя начала Геометрш съ полной теор!ей параллельныхъ.
Ученыя записки Импер. Казанскаго универ. 1835 г.—кн. Ш, 1836 г.—кн. П 
и кн. Ш, 1837 г.—кн. I, 1838 г.—кн. I и кн. П.
♦Лобачевсшй, Н. И. Примкнете воображаемой геометрш къ н'Ькоторымъ интеграламъ.
Ученыя записки Казанскаго универ. 1836.
^Lobatschewsky. G6om6trie imaginaire.
Crell’s Journal Bd. XVII. 1837.
*Loba(schewsky. Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien. Berlin. 1840. 
*Лобачевсшй, H. И. Пангеометр1я.
Ученыя записки Импер. Казанскаго универ. 1855 г.—кн. I.
*Lobatschewsky. Pan^6om6trie, ou pr6cis de gёomёtrie fondёe sur une theorie gёnёrale et
rigoureuse des paralteles. Kazan. 1855.
*Lobatschewsky. Etudes gёomёtriquэs sur la Л ёоп е des parall^les; suivi d’un extrait de la
correspondance de Gauss et de Schumacher. Traduit de l ’allemand par



























*Ovidio (d’)> E. 
*Ovidio (d'J, E.
Pangeometria о sunto di geometria fondata sopra una theoria generale e 
rigorosa delle parallele. .
Yersione dal Francese, sull’ Edizione di Kazan del 1855. Seconda edizione. 
Napoli. 1874.
Giornale di Matematiche, vol. V. . .
Ueber Bertrand's Beweis des Parallelenaxioms.
Schlomilch. Zeitschrift. Т. XXI. 1876.
Sugli elementi di geometria di Euclide e gli studi geometrici sulla teoria 
delle parallele di N. I. Lobatschewsky ed il saggio critico sui principii 
fondamentali della geometria elementare di J. Iloiiel. Firenze. 1870.
Ueber die Benutzung einer Vierfachen Mannigfaltigkeit zur Ableitung 
orthogonaler Flachensysteme. .
Borcliardt’s Jouru. Bd. 84. Dec. 1877. .
1st die Annahma eines Raumes von mehr als drei Dimensionen wissen- 
schaftlich berechtigt? Freiburg. 1879.
Nature, vol. XV, № 391 April 26, 1877. p. 547.
Flexure of Spaces. .
Lond. Math. Soc. Vol. IX.
„Inside Out.“
Nature. Vol. XVIII. № 448, May 30, 1878.
Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre.
Journal fur die reine und angewandte Mathematik. Bd. 86. 1878. 
Elementary theorems relating to the geometry of a space of three dimen­
sions and of uniform positive curvature in the fourth dimension.
Borchardt’s Jour., Bd. 83. 1877.
Note on a class of Transformations which Surfaces may undergo in Space 
of more than three dimensions.
American Jour, of Math., Т. I. 1878.
Astronomy, p. 513.
Zur Theorie der algebraischen Functionen mehrerer complexer Variabeln. 
Gottingen Nachrichten. 1869.
Studio sulla geometria projettiva.
Annali di Matematiche. Т. VI. 1874.
Sopra alcuni luoghi ed invuloppi di 1° e 2° Grado in Geometria Projettiva. 
Rendic. della Real. Accad. della Sc. Mat. di Napoli. 1875.
Le serie triple e quadruple di complessi lineari. n e lia . Geometria Metrico- 
Projettiva.
Atti della Real. Accad. dei Lincei. Serie II, Т. I I I .  1876.
Nota sui Determinanti di Determinanti.
Atti della Real. Accad. della Scienze di Torino. Vol. XI. 1876.
- ia - •
Sulle Reti di Complessi lineari nelia Geometria Metrico-Proiettiva.
Atti della Real. Accad. dei Lincei. Serie II, Т. III. 1876. Roma.
Alcune Propriety Metriche dei Complessi e delle Congruenze lineari in Geo­
metria Projettiva.
Atti della R. Acad, dei Lincei. Serie И, Т. III. 1876. Roma.
Le proiezioni ortogonali nelia Geometria Metrico-Proiettiva.
Atti della R. Accad. della Scienze di Torino. Vol. XI. 1876.
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*Ovidio (d'), E. Le Funzioni metriche fondamentali negli Spazi di quante si vogliano Dimen
sioni e di curvatura costante.
Atti della R. Accademia dei Lincei. Serie Ш, Vol. I. 1877. Roma.
*0vidio (d’)5 E. Les fonctions metriques fondamentales dans un espace de plusieurs dimen
sions et de couiribature constante.
Mathem. Annalen. Bd. XII. 1877.
* —
*Ovidio (d’)5 E. Ricerche sui Sistemi indeterminati di Equazioni lineari.
Atti d. R. Accad. della Sc. di Torino. Vol. X II. 1877.
*0vidio (d’), E. Addizione alia Nota sui Determinanti di Determinanti.
Atti d. R. Accad. d. Sc- di Torino. Vol. XII. 1877. - .
*0vidio (d’), E. I  Complessi e le Congruenze lineari nella Geometria Projettiva.















Nuove considerazioni suipoligoni esu i poliedri di specie superiore. Firenze. 
1872.
*
Replik genen die Bemerkungen des Dr. Killing und Profes. Frischauf. 
Hofm. Zeits. Т. VIII. 1879.
Notice historique sur la vie et les traveaux de N. I. Lobatchewsky. 
Bulletino di Bibliographia e di Storia delle scienze matematiche e fisiche 
du Prince B. Boncompagni Т. П. 1869.
Переводъ рЗ>чи, произнесенной на торжественномъ собранш Императорскаго 
Казанскаго университета 5 ноября 1868 года, профессоромъ Е. Лнишевскимъ.
Die Fundamental Gleichungen der nicht-Euklidischen Trigonometrie auf ele- 
mentarem W ege abgeleitet.
Grunert’s Archiv. T. 58. 1876.
Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen. 
Habilitationsschrift von 10 Juni 1854. Abhand. der Konig. Gesellsch. zu 
Gottingen. Bd. X III. .
Sur les hypotheses qui servent de fondament a la G4ometrie. Trad, par 
Hoiiel.
Annali di Matematica, Serie II, Т. III. 1870. •
Translated into English by Prof. Clifford.
Nature, Vol. VIH. 1873. •
Riemann’s W erke, Leipzig. 1876.
On Space of Four Dimensions.
Nature, Vol. V III. 1873.
Ueber die neuessten Untersuchungen in Betreff unser Auschauung vom Raume. 
Breslau. 1871. in-8.
Expose sommaire de l’idee d’espace au point de vue positif. Paris. 1872.
On the degree of the surface reciprocal to a given one.
Irish. Acad. Trans. Т. XXIII. 1859.
Lessons on Modern Higher Algebra. 1866. p, 212 ect.
Extension of Chasles’ Theory of Characteristics to Surfaces.
*Sartorius von Waltershausen, W. Gauss. Zifcn Gedachtniss. Leipzig. 1856. in-4.
*Schlaefli, L. Nota alia memoria del Sig. Beltrami sugli spazie de la curvatura costante.
Annali di Mat. Serie II, Т. V. 1870.
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Beltrami. Osservazione sulla precedente Memoria del Sig. Prof. Schlafli. 
Annali di Matematiche. Vol. V. 1873.
Linien, Flachen undhohere Gebilde immehrfach ausgedehnten Gauss’schen 
und Riemann’schen Raume.
Gottingen, Nachrichten. 1873.
System der Raumlehre nach den Principien der Grassmann’schen Ausde- 
hunglehre und als Einleitung in dieselbe. Leipzig. 1875. •
Ueber neuere geometrische Methoden und ihre Verwandtschaft mit der 
Grassmann’schen Ausdehnungslehre 
Zeits. fur Math. u. Phys. Т. XXIV. Leipzig. 1879.
*Schmitz-Dumond. Zeit und Raum in ihren denknothwendigen Bestimmungen abgeleitet aus
dem Satze des Widerspruchs. I. Leip. 1875.
*Schmitz-Dumond. Die Bedeutung der Pangeometrie.. Leipzig. 1877.
*Schmitz-Dumond. Deduction des dreidimensionalen Raum.
Vierteljahrsschrift fur wissenschaf. Philosophie.
Schweikart, F. K. Die Theorie der Parallellinien nebst Vorschlag zu ihrer Verbannung aus
der Geometrie. Leip. 1808.
Суворовъ. О характеристикахъ системъ трехъ измйретй.
Изв&стая и Записки Казанскаго университета. Вып. I, 1871. Казань.
*Spitz, С. Die ersten Satze vom Dreiecke und den Parallelen. Nach Bolyai’s Grund-
satzer. Leipzig.
*Spitz, C. Grunert’s Archiv, T. LVII; Lit. Ber. CCXXVI, 10.
*Spottiswoode, W. Nouveaux exemples de la representation, par des figures de gёomёtrie des
conceptions analytiques de gёomёtrie a n dimensions.
Comptes Rendus. T. LXXXI. 1875.
*Spottiswoode, W. Sur la representation des figures de gёomёtrie a n dimensions par les 
■ figures correlatives de gёomёtrie ordinaire.
Comptes Rendus. T. LXXI. 1876.
. *
*Spottiswoode, W. Address to the British Association at Dublin. August 14, 1878.
*Stahl, H. Ueber die Massfunctionen der analytischen Geometrie. Berlin. 1873.
*Stumpf, C. Phil. Monatshefte, В. XIV, pag. 13—30.
^Sylvester, J. J. On certain general Properties of Homogeneous Functions.
Camb. and Dub. M. Journ., Feb. 1851.
^Sylvester, J. J. Partitions of Numbers. Lectures. London. 1859.
^Sylvester, J. J. Inaugural Address to Math. Section, British Association at Exeter.
Nature, vol. I, August, 1869. Republished with Notes in: „Laws of Verse“. 
Longmans. 1870.
*Sylvester? J. J. Barycentric Projections.
Phil. Mag., or Br. Assoc’n.
*Tait, P. G. Mentions Hyper-Space in his Address as Pres, o f Math. Sect. of Brit. Assoc.
at Edinburgh.
Brit. Assoc. Rep. 1871.
*Tait,,P. G. Recend Advances in Physical Science. Introduc. Second edit. London. 1876.
*Tait, P. G. Review of Zollner. Nature, March 28, 1878.
^Tannery, P. La Оёотёк1е Imaginaire et la Notion d’Espace.











Sulla corrispondenza multipla fra due Spazi a tre dimension],
Giornale di Matematiche. Vol. X. 1872.
II teorema di Viviani sulla pseudosfera.
Giornale di Matematiche. Vol. X. 1872*/
Etudes de mechanique abstraite.
Memoires couronnSs de l’Academie Roy ale de Belgique. Т. XXI. 1868. 
Lettre de M. A. Genocchi Ь, M, A. Quetelet sur diverses questions mathe- 
matiques.
Bui. de l’Acad. Roy ale de Belgique. Т. XXXVI. 1873.
De l ’infini ou M6taphysique et Geometrie a l ’occasion d’une P seudo^ om etrie . 
Evreux. 1871,
Ващенко-Захарченко, М. E. Введете къ Началамъ Евклида. Шевъ. 1880 г. in-8.
*Weissenborn, Н. Ueber die neueren Ansichten vom Raum und von den geometrischen Axio- 
. men.
Vierteljahrschrift ffir Wissenschaftliche Philosophie, II, zweites Heft, Erstes 
Artikel. pp. 222— 239. 1878.
Parallelentheorie. Wolfenbiittel. 1867.
The relation which can be proved to subsist between the Area of a Plane 
Triangle and the Sum of the Angles on the Hypothesis that Euclid’s twelfth  
Axiom is False. Read before the Canadian Institute, 25 Feb., 1860. 
Canadian Journal of Industry, Science and Art. New Series, vol. V, 1860. 
On Space of Four Dimensions. .
Quarterly Journal of Science. Vol. VIE. 1878.
Giornale di Matematiche. Vol. XV. 1877.
Zur Metaphysik des Raumes. W issenschaftliche Abhandlungen. Т. II, 2 
Theil. Leipzig. 1878.
Principien efner Elektrodynamischen Theorie der Materie. Leipzig. 1876. 
Saggio di Pangeometria.
■ О теорш нараллельныхъ лишй H. И. Лобачевскаго.
Математич. Сборникъ. Т. Ш. 1868.
*Witte, Н.






Кжиги обозначенныя * находились въ распоряжеши автора настоящаго сочинен1я,
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Essai sur la philosophie des sciences. Т. I—II. Paris. 1833—43.
Admirandi Archimedis Syracusani monumenta omnia mathematica ect. ex  
traditione doctissimi viri D. Francissi Maurolici. Panormi. 1685. in-fol. 
Archimedis Syracusani philosophi ac geometrae excellentiesimi opera, quae 
extant omnia, latinitateiam olim donata, nuncae primum in lucem edita. 
Basileae. 1544. in-4.
Archimedis Opera quae extant novis demonstrationibus commentariisque 
illustrata. Per Davidem Rivaltum a Flurantia Coenomanam, ect. Parisiis. 
Apud Claudium Morellum.
Essai sur une т а т ё г е  de repr£senter les quantity imaginairw dans les 
constructions geom6triques. 2 ed. pr6c6d^e d’une pr4face par J. Houel. 
Paris. 1874. in-8. '
Apollonii Pergaei conicorum libri octo, et sereni antissensis de sectione 
cylindri et coni libri duo. Oxoniae. 1710. in-fol.
Supplement b. la traduction de la g£om£trie d’Euclide de M-r Peyrard, 
риЬНёе en 1804, et a la g6om6trie de M. Legendre suivi d'un essai sur 
la vrai th^orie des рага11ё1ез. Agen. 1809. in-8.
ТгаНё de gёomёtrie. Paris. 1843. in-8.
Die Geometrie und die Geometer vor Euklides. Leipzig. 1870. in-8. 
Archimedis Opera. Apollonii Pergaei conicorum libri IV. Londoni. 1675. 
in-4.
Нараллельныя линш. Учения Записки Императорской Академш наукъ. Т. II, 
выпускъ 3. Спб. 1853. in-8.
Histoire gёnёrales des matl^matiques, depuis leur origine jusqu’a Гаппёе 
1808. Т. I—II. Paris. 1810.
Мётон-е sur la tb^orie gёnёrale des surfaces. Journal de l’Ecole Polytech­
nique, 32 Cahier. Т. XIX. Paris. 1848.
Etements de в ёотёМ е. Gёnёve. 1812. in-4.
Оёуе1оррете^ nouveau de la partie ё1ёте^ай*е des matl^matiques, prise 






























ТгаНё de calcul 7differontiel et de calcul integral. Т. I— II. 1864— 70. Paris. 
in-4. .
Programme des legons de g£om£trie rationnelle et appliqu6e, p rofesses en 
la mairie de Gien. Gien. 1853. in-8.
Cours de philosophie positive. Т. I— II. 1880—85. Paris, 
et ЕоисЬё. ТгаНё de ё 'ё о т ё ^ е  ё1ёте^аи'е. Paris. 1866. in-8.
ТЬёогётеэ et ргоЫётев de gёomёtrie el6mentaire. 5 ed., revue. Paris. 1872. 
in-8.
JRecherches sur les poly£dres. 1 -е т ё т о к е . Journal de l’Ecole Polytechnique, 
16 Cahiei'.'T. IX. Paris. 1818. in-4.
Recherches sur les polygones et les p o ^ d res . 2-е тёпш ге. Journal de 
l’Ecole Polytechnique, 16 Cahier. Т. IX. 1813. Paris, in-4.
Apergu historique sur l’origine et le dёveloppement des m^thodes en geo- 
тёШ е. 2-e ed. Paris. 1875. in-4.
Traite de gёomёtrie вирёпеиге. Paris. 1852. in-8.
Euclid und sein'Jahrhundert. Zeitschrift fur Mathematik und Physik. XII 
Jahrgang. Supplement. Leipzig. 1867. in-8.
Lemons de gёomёtrie tl^orique et pratique. Dijon. 1836. in-8.
Elements de gёomёtrie. Paris. 1765. in-8.
Lemons ёlёmentaires de matl^matique ou elements d’algebre et de gёomёtrie. 
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